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ZWEITE 

umgearbeitete  und  vervollständigte  Auflage  des  unter  dem  Titel 
„Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie** 

erschienenen  Buches. 


ERSTER    BAND. 

Entwickelung  der  Theorie,  soweit  sie  sich  aus  den  beiden 
Hauptsätzen  ableiten  lässt,  nebst  Anwendungen. 


MIT  IN  DEN  TBXT  EINGBBBI70KTEN  HOLZSTIOHEN. 


BRAUNSCHWEIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  FRIEDRICH  VIEWEG  UND   SOHN. 

18  76. 
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VORREDE. 


Nachdem   ich    während    einer  langen  Beihe    von 

^     Jahren  eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlungen  über  die 

-5     mechanische    Wärmetheorie    veröffentlicht    hatte,    nnd 

k     mir  zu  wiederholten  Malen  und  von  sehr  verschiedenen 

Seiten  bemerklich  gemacht  worden  war,  dass  sie  bei 

dem    aUmälig    in    weiten    Kreisen    rege     gewordenen 

Interesse    für    die    mechanische    Wärmetheorie    nicht 

Allen,  welche  sie  zu  lesen  wünschten,  zugänglich  seien, 

gab  ich  eine  Sammlung  dieser  Abhandlungen  heraus. 

Da  nun  gegenwärtig  eine  neue  Auflage  dieses 
Buches  nothwendig  geworden  ist,  so  habe  ich  mich 
entschlossen,  ihm  bei  dieser  Gelegenheit  eine  andere 
Form  zu  geben.  Die  mechanische  Wärmetheorie  bildet 
in  ihrer  jetzigen  Entwickelung  schon  ein  für  sich  be- 
stehendes, ausgedehntes  Lehrobject.  Es  ist  aber  nicht 
leicht,  aus  getrennten,  zu  verschiedenen  Zeiten  ver- 
öffentlichten Abhandlungen,  welche  zwar  ihrem  Inhalte, 
aber  nicht  ihrer  Form  nach    zusammenhängen,  einen 
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VI  Vorrede. 

solchen  Gegenstand  zu  studiren,  und  wenn  ich  auch 
zur  Erleichterung  des  Verständnisses  und  zur  Vervoll- 
ständigung die  Abhandlungen  an  vielen  Stellen  mit 
Anmerkungen  und  Zusätzen  versehen  hatte ,  so  war 
damit  diesem  Uebelstande  doch  nur  theilweise  abge- 
holfen. Ich  habe  es  daher  jetzt  zweckmässig  gefunden, 
den  Inhalt  der  Abhandlungen  so  umzuarbeiten,  dass  er 
ein  in  zusammenhängender  Weise  sich  entwickelndes 
Ganzes  bilde,  imd  dass  daher  das  Werk  die  Form  eines 
Lehrbuches  annehme. 

Ich  sah  mich  dazu  um  so  mehr  veranlasst,  als  ich 
seit  langer  Zeit  an  einem  Polytechnicum  und  mehreren 
Universitäten  die  mechanische  Wärmetheorie  vorge- 
tragen und  dadurch  reichliche  Gelegenheit  gehabt 
habe,  zu  prüfen,  welche  Anordnung  des  Stoffes  und 
welche  Form  der  Darstellung  am  geeignetsten  ist,  die 
durch  neue  Anschauungen  und  Rechnungsweisen  etwas 
schwierige  Theorie  dem  Verständnisse  leicht  zugäng- 
lich zu  machen. 

Bei  der  aus  diesem  Grunde  vorgenommenen  Um- 
gestaltung konnte  ich  auch  manche  Untersuchungen 
anderer  Autoren  mit  au&ehmen  und  dadurch  der  Aus- 
einandersetzung des  Gegenstandes  eine  grössere  Voll- 
ständigkeit und  Abrundung  geben,  wobei  ich  natürlich 
nicht  unterlassen  habe,  diese  Autoren  jedesmal  nam- 
haft zu  machen.  Da  femer  während  des  seit  dem  Er- 
scheinen meiner  Abhandlungensammlung  verflossenen 
Zeitraumes  von  zehn  Jahren  viele  neue  Untersuchungen 
über  die  mechanische  Wärmetheorie  veröffentlicht  wur- 
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Vorrede.  vii 

den,  80  sollen  auch  diese  weiterhin  ihre  Berücksichti- 
gung finden,  was  eine  beträchtliche  Inhaltsvermehrung 
zur  Folge  haben  wird. 

Demnach  glaube  ich  die  neue  Bearbeitung  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  deren  ersten  Band  ich 
hiermit  der  OefFentlichkeit  übergebe,  obwohl  sie  ihrer 
Entstehung  nach  die  zweite  Auflage  meiner  fi:üher  er- 
schienenen  Abhandlungensammlung  bildet,  doch  in  vieler 
Beziehung  als  ein  neues  Werk  bezeichnen  zu  dürfen. 


Bonn,  im  December  1875. 


B.  Clausius. 
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MATHEMATISCHE  EJFLEITÜNG. 


üeber  die  meohanlsclie  Arbeit  unü  die  Energie  und  über 
die  Behandlung  nioht  integrabler  DiSörential- 

gleichungen. 

§.  1.    Begriff  und  Maass  der  mechanischeu  Arbeit. 

Jede  Kraft  sucht  den  Körper,  auf  welchen  sie  wirkt,  in  Bewe- 
gung zu  setzen;  sie  kann  aber  daran  durch  andere,  ihr  entgegen- 
wirkende Kräfte  verhindert  werden,  so  dass  ein  Gleichgewicht  statt- 
findet und  der  Körper -in  Buhe  bleibt.  In  diesem  Falle  leistet  ^ 
die  Kraft  keine  Arbeit.  Sobald  aber  der  Körper  sich  unter  ihrem 
Einflüsse  bewegt,  findet  eine  Arbeitsleistung  statt. 

Um  für  die  Bestimmung  der  Arbeit  einen  möglichst  einfachen 
Fall  zu  haben,  möge  zunächst  statt  eines  ausgedehnten  Körpers 
ein  blosser  materieller  Punkt  angenommen  werden,  auf  welchen 
die  Kraft  wirkt.  Wenn  dieser  Punkt,  weichen  wir  p  nennen 
wollen,  sich  in  derselben  Richtung  bewegt,  in  welcher  die  Kraft 
ihn  zu  bewegen  sucht,  so  drückt  das  Product  aus  Weg  und 
Kraft  die  mechanische  Arbeit  aus,  welche  die  Kraft  bei  der  Be- 
wegung leistet  Wenn  dagegen  die  Bewegungsrichtung  des  Punktes 
eine  beliebige  ist,  welche  von  der  Kraftrichtung  verschieden  sein 
kann,  so  stellt  das\ProdMct  oms  dem  Wege  und  der  in  dieBicktung  L>^^  ^ 
des  Weges  fallenden  Componente  der  Kraftj^e  von  ^der  Kraft  ^^^^ 
geleistete  Arbeit  dar.  ^  fj^  ^  jTj 

Die  in  dieser  Definition  vorkommende  Kraftcomponente  kann       v 
positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  sie  in  der  betreffenden  Geraden, 
in  welcher  die  Bewegung  stattfindet,  nach  derselben  Seite  fällt, 
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nach  welcher  die  Bewegung  geht,  oder  nach  der  entgegengesetzten 
Seite.  Im  ersteren  Falle  wird  auch  die  Arbeit  als  positiv  und  im 
letzteren  als  negativ  angesehen.  Will  man  diesen  Unterschied 
lieber  durch  das  Verbum  ausdrücken,  was  bei  manchen  Ausein- 
andersetzungen bequem  ist,  so  kann  man,  nach  einem  bei  einer 
früheren  Gelegenheit  von  mir  gemachten  Vorschlage,  sagen,  im 
ersteren  Falle  leiste  oder  thue  die  Kraft  eine  Arbeit,  im  letzteren 
Falle  erleide  sie  eine  Arbeit. 

Aus  dem  Vorigen  ist  ersichtlich,  dass  die  Grösse  der  Arbeit 
durch  Zahlen  dargestellt  wird,  deren  Einheit  diejenige  Arbeit  ist, 
welche  eine  Kraft  von  der  Stärke  Eins  auf  dem  Wege  Eins  leistet. 
Um  nun  hieraus  ein  leicht  anwendbares  Maass  zu  erhalten,  müssen 
wir  eine  für  das  Verständniss  und  die  Messung  bequeme  Kraft  als 
Normalkraft  anwenden.  Als  solche  pflegt  man  die  Schwerkraft  zu 
wählen. 

Die  Schwere  wirkt  auf  ein  gegebenes  Gewicht  als  eine  abwärts 
gerichtete  Kraft,  welche  bei  nicht  zu  langen  Strecken  als  constant 
anzusehen  ist.  Wollen  wir  nun  durch  irgend  eine  uns  zu  Gebote 
stehende  Kraft  das  Gewicht  in  die  Höhe  heben,  so  haben  wir  dabei 
die  Schwerkraft  zu  überwinden,  und  diese  bildet  daher  das  Maass 
für  die  Kraft,  welche  wir  beim  langsamen  Heben  anzuwenden 
haben. 

Demgemäss  bezeichnet  man  als  Arbeitsfiinheit  diejenige  Arbeit, 
welche,  geleistet  werden  miiss^  .um  eine  Gewichtseinheit  um  eine 
Längeneinheit  zu  heben..  Welche  Gewichtseinheit  und  welche 
Längeneinheit  man  dabei  in  Anwendung  bringen  will,  ist  natürlich 
gleichgültig ;  indessen  pflegt  man  in  der  praktischen  Mechanik  das 
Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  das  Meter  als  Längeneinheit 
zu  wählen,  und  dann  die  Arbeitseinheit  mit  dem  Worte  Kilo- 
grammeter  zu  bezeichnen. 

Hieraus  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  zur  Hebung  von  a  Kilo- 
gramm auf  die  Höhe  von  b  Meter  eine  Arbeit  von  ab  Kilogram- 
meter nöthig  ist,  und  auch  andere  Arbeitsgrössen,  bei  welchen  die 
Schwerkraft  nicht  direct  ins  Spiel  kommt,  kann  man  durch  Ver- 
'*  V*  '  ^  gleichung  der  angewandten  Kraft  mit  der  Schwerkraft  in  Kilo- 
.. .,  - »  ,  grammeterg  ausdrücken. 
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§.  2.    Mathematische  Bestimmung  der  Arbeit  bei  ver- 
änderlicher Kraftcomponente. 

In  den  vorigen  Erklärungen  der  Arbeit  wurde  stillschweigend 
angenommen,  dass  die  wirksame  Kraftcomponente  auf  der  ganzen 
Länge  des  betrachteten  Weges  einen  hestimmten  Werth  habe.  In 
der  Wirklichkeit  ist  dieses  aber  bei  einem  Wege  von  endlicher 
Länge  der  Regel  nach  nicht  der  Fall.  Einerseits  braucht  die  Kraft 
an  verschiedenen  Stellen  des  Raumes  nicht  gleich  zu  sein ,  und 
andererseits  würde,  wenn  die  Kraft  auch  in  d«m  ganzen  betrachteten 
Räume  an  Grösse  und  Richtung  gleich  wäre,  bei  einem  Wege,  der 
nicht  geradlinig,  sondern  gekrümmt  ist,  wegen  dieses  letzteren 
Grundes  die  in  die  Richtung  des  Weges  fallende  Componente  der 
Kraft  veränderlich  sein.  Demnach  lässt  sich  das  Verfahren,  die 
Arbeit  durch  ein  einfaches  Product  auszudrücken,  nur  für  ein 
unendlich  kleines  Wegstück,  oder  ein  Wegelement  anwenden. 

Sei  ds  ein  Wegelement  und  S  die  in  die  Richtung  desselben 
fallende  Componente  der  auf  den  Punkt  p  wirkenden  Kraft,  so  er- 
halten wir  zur  Bestimmung  der  bei  der  unendlich  kleinen  Bewe- 
gung gethanen  Arbeit,  welche  durch  d  W  bezeichnet  werden  möge, 
die  Gleichung: 

(1)  .dW=Sd8. 

Bezeichnen  wir  die  ganze  auf  den  Punkt  wirkende  Kraft  mit 
P,  und  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  dieser  Kraft  an  der  Stelle, 
wo  sich  das  Wegelement  befindet,  mit  der  BewiBgungsrichtung 
bildet,  mit  9),  so  ist: 

S  =  P  cos  9>, 
und  denmach  können  wir  schreiben: 

(2)  dW=  P  costpds. 

Für  die  Rechnung  ist  es  bequem,  nach  Einführung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems ,  die  Projectionen  des  Weg- 
elementes auf  die  Coordinatenrichtungen  und  die  in  die  Goordinaten- 
richtungen  fallenden  Componenten  der  Kraft  in  Anwendung  zu 
bringen. 

Wir  wollen  vorläufig  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  die 
Bewegung,  um  welche  es  sich  handelt,  finde  in  einer  Ebene  statt, 
indem  sowohl  die  ursprüngliche  Bewegungsrichtung,  als  auch  die 
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Kraftrichtungen  in  dieser  Ebene  gelegen  seien.  Dann  wollen  wir 
auch  ein  in  dieser  Ebene  gelegenes,  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  einführen,  und  die  Coordinaten  des  bewegUohen  Punktes  p 
zu  einer  gewissen  Zeit  mit  x  und  y  bezeichnen.  Wenn  dann  der 
Punkt  von  dieser  Lage  aus  sich,  in  der  Ebene  um  ein  unendlich 
kleines  Stück*  ds  bewegt,  so  sind  die  Projectionen  dieser  Bewegung 
dx  und  dy,  und  sie  werden  als  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je 
nachdem  die  Coordinaten  durch  die  kleine  Bewegung  zu-  oder  ab- 
nehmen. Ferner  mögen  die  in  die  Coordinatenrichtungen  fallenden 
Componenten  der  Kraft  P  mit  X  und  Y  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  die  Kraft  P  mit  den  Coordinatenrichtungen  Winkel 
bildet,  deren  Cosinus  a  und  b  sind,  so  hat  man : 

X  =  aF',  Y=bP. 

Wenn  ferner  das  Wcgelement  ds  mit  den  Coordinatenrichtungen 
Winkel  bildet,  deren  Cosinus  a  und  /5  sind,_so  hat  man: 

dx  =  ads\  dy  =  ßds. 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  zu  je  zweien  und  Addition 
der  Producte  erhält  man : 

Xdx  +  Ydy  =  {aa '\-  bß)  Pds. 

Nun  ist  ftber  aus  der  analytischen  Geometrie  l)ekannt,  dass  die 
in  Klammer  stehende  Summe  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen 
der  Kraftrichtung  und  der  Richtung  des  Wegelementes  darstellt, 

also : 

_  * 

a«  +  ft/3  =  cos  (p. 
Wir  erhalten  somit: 

Xdx  4-  Ydy  =  cos  (p.  Pds^ 
und  demnach  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (2) : 
(3)  dW=  Xdx  +  Ydy. 

Um  nun  aus  dieser  für  eine  unendlich  kleine  Bewegung  gelten- 
den Gleichung  die  bei  einer  endlichen  Bewegung  geleistete  Arbeit 
abzuleiten,  müssen  wir  die  Gleichung  integriren. 

§.  3.    Integration  des  Differentials  der  Arbeit. 

Bei  der  Integration  einer  DiflFerentialgleichung  von  der  unter 
(3)  gegebenen  Form,  in  welcher  X  und  ^Functionen  von  x  und  y 
sind,  und  welche  daher  auch  so  gesclirieben  werden  kann : 
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(3 a)  dW=  (jP (x,y) dx  -{-  ip (x.y) dy, 

kommt  ein  Unterschied  zur  Sprache ,  welcTier  nicht  bloss  für  den 
vorliegenden  Fall,  sondern  auch  für  die  später  vorkommenden 
Gleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  grosser  Wichtig- 
keit ist,  und  wir  wollen  ihn  daher  bei  der  sich  liier  bietenden  Ge- 
legenheit etwas  vollständiger  besprechen,  um  später  einfach  auf 
diese  Besprechung  verweisen  zu  können. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Functionen,  mit  welchen  die 
Differentiale  dx  und  dy  multiplicirt  sind,  zerfallen  die  Differential- 
gleichungen der  obigen  Form  in  zwei  Classen ,  welche  sowohl  in 
Bezug  auf  die  Behandlung,  die  sie  erfordern,  als  auch  in  Bezug 
auf  das  Resultat,  zu  dem  sie  führen,  wesentlich  verschieden  sind. 
Zur  ersten  Classe  gehören  die  Fälle,  wo  die  Functionen  folgende 
Bedingungsgleichung  erfüllen :  •   .'  '  .     '     .  +  .  -  7, 

(4)  ix  _riY^         ,.,.   -^.-  ;  ^ 

dy  dx  '  ''»"''      r/^ 

und  die  zweite  Classe  umfasst  alle  Fälle ,  wo  die  Functionen  diese 
Bedingungsgleichung  nicht  erfüllen. 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  (4)  erfüllt  ist,  so  ist  der  Aus- 
druck, welcher  die  rechte  Seite  der  gegebenen  Differentialgleichung 
(3)  resp.  (3a)  bildet,  integrabel,  d.  h.  er  ist  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  x  und  y,  in  welcher  diese  beiden 
Veränderlichen  als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden 
können,  und  man  einhält  daher  durch  Integration  eine  Gleichung 
von  der  Form: 
(5)  W=F{x,y)  +  Const. 

Ist  die  Bedingungsgleichung  (4)  nicht  erfüllt,  so  ist  die  rechte 
Seite  der  gegebenen  Differentialgleichung  nicht  integrabel,  und 
daraus  folgt,  dass  W  sich  nicht  durch  eine  Function  von  x  und  y 
darstellen  lässt^  so  lange  diese  beiden  Veränderlichen  als  von  ein- 
ander unabhängig  betrachtet  icerden.  Denn  in  der  That,  wenn  man 
setzen  wollte: 

so  würde  man  erhalten: 

^^drW^^dF(x^ 
dx  dx 


r  = 

und  daraus  würde  folgen: 


dW  _dF(x,y) 
dy    ~     'dy 
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dX  __  d*F(x,y) 
dy  dxdy 

dY      d*F{x,y) 
dx  dydx 

Da  nun  für  eine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  der  Satz  gilt,  dass,  wenn  man  sie  nach  beiden  Ver- 
änderlichen difFerentiirt,  die  Ordnung  der  DiflFerentiationen  gleich- 
gültig ist,  und  man  daher  setzen  kann: 

^d^F(x,y)  ^  d^F(x,y) 
dxdy  dydx   ^ 

so  würde  man  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen  wieder  zur 
Gleichung  (4)  gelangen,  von  welcher  wir  in  unserem  gegenwärti- 
gen Falle  angenommen  haben,  dass  sie  nicht  erfüllt  sei. 

In  einem  solchen  Falle  ist  also  die  Integration  in  der  Weise, 
dass  die  Grössen  x  und  y  dabei  ihre  Eigenschaft  als  von  einander 
unabhängige  Veränderliche  beibehalten,  nicht  möglich.  Wenn 
in^_dagegen  zwischen  diese». beiden  Grössen  irgend  eine  be- 
stimmte  Relation  annimmt,  in  Folge  deren  die  eine  sich  als 
Function  der  anderejx  darstellen  lässt,  so  wird  dadurch  die  In- 
tegration der  gegebenen  DiflFerentialgleichung  ausführbar.  Setzen 
wir  nämlich: 

(6)  f(x,y)  =  0, 

worin /eine  beliebige  Function  andeutet,  so  können  wir  mittelst 
dieser  Gleichung  eine  der  Veränderlichen  durch  die  andere  aus- 
drücken, und  dann  die  so  ausgedrückte  Veränderliche  nebst  ihrem 
Differentiale  aus  der  Differentialgleichung  (1)  eliminiren.  Die 
allgemeine  Form,  in  welcher  die  Gleichung  (6)  gegeben  ist,  umfasst 
natürlich  auch  den  speciellen  Fall,  wo  eine  der  Veränderlichen  für 
sich  allein  als  constant  angenommen  wird,  in  welchem  Falle  das 
Differential  dieser  Veränderlichen  dadurch,  dass  es  Null  wird, 
ohne  Weiteres  aus  der  Differentialgleichung  fortfallt,  und  die  Ver- 
änderliche selbst  einfach  durch  die  betreffende  Constante  zu  er- 
setzen ist.  Nehmen  wir  nun  z.  B.  an,  es  sei  die  Veränderliche  y 
nebst  ihrem  Differentiale  mit  Hülfe  der  Gleichung  (6)  aus  der 
Differentialgleichung  (3)  resp.  (3  a.)  eliminirt,  und  die  letztere  da- 
durch in  folgende  einfachere  Gestalt  gebracht: 

dW=  0(x)dx, 

so  lässt  sich  die  so  veränderte  Differentialgleichung  offenbar  in- 
tegriren,  und  giebt  eine  Gleichung  von  der  Form : 


Mechanische  Arbeit  und  darauf  bezügl.  Gleichungen.     7 
(7)  W=  F(x)  +  Const. 

Demnach  sind  die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen 
als  eine  Auflösung  der  gegebenen  Differentialgleichung  zu  be- 
trachten. Da  die  in  (6)  vorkommende  Function  f(x,y)  eine  be- 
liebige ist,  und  für  jede  veränderte  Form  dieser  Function  auch 
die  in  (7)  vorkommende  Function  F(x)  im  Allgemeinen  eine  andere 
wird,  so  sieht  man,  dass  es  unendlich  viele  Auflösungen  dieser 
Art  giebt» 

In  Bezug  auf  die  Form  der  Gleichung  (7)  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  dieselbe  verschiedene  Abänderungen  zulässt.  Hätte 
man  mittelst  der  Gleichung  (6)  x  durch  y  ausgedrückt,  und  dann 
die  Veränderliche  x  nebst  ihrem  Differentiale  aus  der  gegebenen 
Differentialgleichung  eliminirt,  so  wäre  deren  Gestalt  geworden; 

dW=0r(y)dy, 

und  man  hätte  daraus  durch  Integration,  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(7  a)  W=Fi(y)  +  Const. 

erhalten.  Zu  eben  dieser  Gleichung  kann  man  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  in  der  durch  das  zuerst  angedeutete  Verfahren 
gewonnenen  Gleichung  (7)  nachträglich  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(6)  für  die  Veränderliche  x  die  Veränderliche  y  einführt.  Auch 
könnte  man,  statt  x  vollständig  aus  (7)  zu  eliminiren,  eine  theil- 
weise  Elimination  von  'x  vornehmen.  Wenn  nämlich  die  Function 
F(x)  die  Veränderliche  o;  mehrmals  in  verschiedenen  Verbindungen 
enthält  (was  man,  selbst  wenn  es  in  der  ursprünglichen  Form  der 
Function  nicht  der  Fall  sein  sollte,  leicht  durch  eine  abgeänderte 
Schreibweise  bewirken  kann,  indem  man  für  x  z.  B.  schreiben 

kann:  (1  —  a)a?  +  aa;  oder  — —  j,  so  kann  man  in  einigen  Ver- 
bindungen y  für  X  einführen,  und  in  anderen  x  stehen  lassen.  Da- 
durch nimmt  die  Gleichung  folgende  Form  an: 

(7  b)  W=  Fi  (x,y)  +  Const, 

welche  Form  die  allgemeinere  ist,  und  die  beiden  anderen  als 
specielle  Fälle  umfasst 

Es  versteht  sich  aber  von  selbst,  dass  diese  drei  Gleichungen 
(7),  (7  a)  und  (7b),  deren  jede  nur  mit  der  Gleichung  (6)  zusam- 
men gültig  ist,  nicht  verschiedene  Auflösungen,  sondern  nur  ver- 
schiedene Ausdrücke  einer  und  derselben  Auflösung  bilden. 
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Man  kann,  um  die  Integration- der  Differentialgleichung  (3)  zu 
ermöghchen,  statt  der  Gleichung  (6)  auch  eine  Gleichung  von 
weniger  einfacher  Form  annehmen,  welche  ausser  den  beiden  \'er- 
änderUchen  x  und  y  noch  W  enthält,  und  selbst  auch  eine  Diffe- 
rentialgleichung sein  kann;  indessen  für  unsere  Zwecke  genügt  die 
emfachere  Form,  und  indem  wir  uns  auf  diese  beschränken,  wollen 
wir  die  Resultate  der  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  noch  ein- 
mal kurz  zusammenfassen. 

Wenn  die  unter  (4)  gegebene  Beditigungsgleichung  der  un- 
mittelbaren  Integrabilität  erfüllt  i$t^  so  erhält  man  ohne  Weiteres 
als  Integral  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(A)  W  =  F(x,y)  +  Const. 

Wenn  dagegen  jene  Bedingungsgleichung  nicht  erfüllt  ist^  so  muss 
man  erst  eine  Relation  »wischen  den  Veränderlichen  annehmen^ 
um  die  Integration  ausführen  zu  können,  und  erhält  daher  ein 
System  von  zwei  Gleichungen  folgender  Art: 

^^^  \w'i  F(x,y)  +  Const., 

warin  die  Form  der  Fundion  F  ausser  von  der  Differentialgleichung 
auch  von  der  Form  der  tvillJcül^rlich  angenommenen  Function  f  ab- 
hängig ist 


§.  4.     Geometrische  Bedeutung  der  vorstehenden  Resul- 
tate und  Bemerkung  über  die  Differentialcoefficienten. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  auf  die  beiden  Fälle  bezüg- 
lichen Resultate  wird  besonders  durch  eine  geometrische  Betrach- 
tung anschaulich,  wobei  wir  der  Einfachheit  wegen  die  in  (A)|^ vor- 
kommende Function  F{x^y)  als  eine  solche  voraussetzen  wollen, 
die  für  jeden  Pimkt  der  Ebene  nur  Einen  Werth  hat. 

Es  möge  angenommen  werden,  es  sei  für  die  Bewegung  unseres 
Punktes  ^  der  Anfangs-  und  Endpunkt  im  Voraus  gegeben  und 
durch  die  Goordinaten  a;o,yo  '^^^  ^i^^i  bestimmt.  Dann  können 
wir  im  ersteren  Falle  die  Arbeit,  welche  bei  dieser  Bewegung  von 
der  wirksamen  Kraft  gethan  wird,  sofort  angeben,  ohne  dass  wir 
dazu  den  Verlauf  der  Bewegung  selbst  zu  kennen  brauchen.  Diese 
Arbeit  wird  nämlich  gemäss  (A)  ausgedrückt  dui'ch  die  Differenz: 
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Während  also  der  bewegUche  Punkt  auf  sehr  verschiedenen 
Wegen  von  der  einen  Stelle  zur  anderen  gelangen  kann,  ist  die 
Grösse  der  Arbeit,  welche  die  Kraft  dabei  thut,  davon  ganz  un- 
abhängig, und  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  der  Anfangs-  und 
Endpunkt  der  Bewegimg  gegeben  sind.  ^'^'      ^  ---^  ^    /',  r  -^  ^-^4 

Anders  im  zweiten  Falle.  In  dem  auf  diesen  Fall  bezüg- 
lichen Systeme  von  zwei  Gleichungen  (B)  ist  die  erste  Gleichung 
als  die  Gleichung  einer  Curve  zu  betrachten,  und  man  kann  daher 
das  eben  Gesagte  geometrisch  folgendermaassen  aussprechen:  die 
Arbeit,  welche  die  wirksame  Kraft  bei  der  Bewegung  des  Punktes 
p  thut,  lässt  sich  in  diesem  Falle  erst  dann  bestimmen,  wenn  der 
ganze  Verlauf  der  Curve,  auf  welcher  der  Punkt  sich  bewegt,  be- 
kannt ist.  Wenn  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Bewegung  im 
Voraus  gegeben  sind,  so  muss  jene  erste  Gleichung  so  gewählt 
werden,  dass  die  ihr  entsprechende  Curve  durch  diese  beiden 
Punkte  geht;  dabei  sind  aber  noch  unendlich  viele  Gestalten  der 
Curve  mögUch,  für  welche  man,  trotz  ihrer  gleichen  Grenzpunkte, 
unendlich  viele  verschiedene  Arbeitsgrössen  erhält^  .    ^(ß>      >)  • 

Nimmt  man  speciell  an,  der  Punkt  |)  solle  eine  geschlossene 
Curve  beschreiben,  so  dass  der  Endpunkt  seiner  Bewegung  mit 
dem  Anfangspunkte  zusammenfalle,  und  somit  die  Coordinaten 
Xi^ifi  dieselben  Werthe  haben,  wie  ^01^01  so  ist  iiir  diese  Bewegung 
im  ersten  Falle  die  Arbeit  gleich  Null ;  im  zweiten  Falle  dagegen 
braucht  sie  nicht  gleich  Null  zu  sein,  sondern  kann  irgend  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  haben. 

Durch  den  hier  behandelten  Fall  wird  es  auch  recht  klar, 
wie  eine  Grösse,  welche  sich  nicht  durch  eine  Function  von  x  und 
y  (so  lange  diese  letzteren  als  von  einander  unabhängige  Veränder- 
liche betrachtet  werden)  darstellen  lässt,  doch  partielle  Dilferen- 
tialcoefficienten  nach  x  und  y  haben  kann ,  die  durch  bestimmte 
Functionen  dieser  Veränderlichen  ausgedrückt  werden.  Denn 
oiFenbar  sind  die  Kraftcomponenten  X  und  Y  im  strengen  Sinne 
des  Wortes  die  partiellen  Differentidlcoefficienten  der  Arbeit  W 
nach  X  und  y  zu  nennen,  da,  wenn  x  um  dx  wächst,  während  y 
constant  bleibt,  die  Arbeit  um  Xdx  zunimmt,  und  wenn  y  um  dy 
wächst,  während  x  consiant  bleibt,  die  Arbeit  um  Ydy  zunimmt. 
Man  kann  daher  auch ,  mag  nun  W  eine  solche  Grösse  sein ,  die 
sich  allgemein  durch  eine  Function  von  x  und  y  darstellen  lässt, 
oder  eine  solche  Grösse,  die  sich  erst  dann  bestinmien  lässt,  wenn 
der  Weg,  welchen  der  Punkt   beschreibt,   bekannt  ist,  für  die 


J 
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partiellen  Diiferentialcoefficicfnten  von  W  die  gewöhnliche  Bezeich- 
nung anwenden,  und  demnach  schreiben : 

dx 

dy  ' 

Unter  Anwendung  dieser  Bezeichnung  kann  man  die  Bedin- 
gungsgleichung (4) ,  deren  Erfüllung  oder  Nichterfülluiig  den  be- 
sprochenen Unterschied  in  der  Behandlung  der  Differentialgleichung 
und  in  den  Resultaten  zur  Folge  hat,  auch  so  schreiben: 

±{dW\_d_/dW\ 
^^  dy\dx  )~  dx\dy)' 

oder  man  kann  sagen:  der  in  Bezug  auf  die  Grösse  TT  zur  Sprache 
gekommene  Unterschied  hängt  davon  ab,  ob  die  Differenz 

d  /dW\        d  fdW\ 
dy\ dx  J       dx\dy  ) 

Null  ist,  oder  einen  angebbaren  Werth  hat. 


§.  5.    Ausdehnung  des  Vorigen  auf  drei  Dimensionen. 

I 

Wenn  der  betrachtete  Punkt  j)  in  seiner  Bewegung  nicht  auf 
eine  Ebene  beschränkt  ist,  sondern  sich  frei  im  Räume  bewegen 
kann,  so  erhält  man  für  das  Arbeitselement  einen  Ausdruck,  welcher 
dem  in  (3)  gegebenen  sehr  ähnlich  ist.  Seien  a,  6,  c  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  auf  den  Punkt  wirkende  Kraft  P  mit  den 
drei  Richtungen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  bildet, 
so  werden  die  Componenten  X,  Y^  Z  dieser  Kraft  bestimmt  durch 
die  Gleichungen: 

X^aV\    Y=bP;    Z=cP. 

Seien  femer  a,  /3,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Weg- 
element ds  mit  den  Coordinatenrichtungen  bildet,  so  werden  die 
drei  Projectionen  dx,  dy  und  dj3  des  Wegelementes  auf  die  Coor- 
dinatenaxen  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

dx  =  ad$\    dy  =  ßds\    dz  =  yds. 

Daraus  folgt: 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  (au  +  ft/J  +  cy)Pds.    - 

Nun  ist  aber,  wenn  9  den  Winkel  zwischen  P  und  ds  bedeutet: 
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aa  -|-  6/J  4"  ^y  ==  ^^  9^9 
und  somit  kommt: 

Xdx  -f-  ^äy  +  Zdz  =  cosq>.  Pds. 

Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  (2)  ergiebt  sich : 

(10)  dW=  Xdx  +  Ydy  +  Zdjs. 

Dieses  ist  die  DiflFerentialgleichuiig  zur  Bestimmung  der  Arbeit. 
Die  hierin  vorkommenden  Grössen  X,  F,  Z  sind  ganz  beliebige 
Functionen  der  Coordinaten  x^y^s!\  denn,  welches  auch  dieWerthe 
dieser  drei  Componenten  an  verschiedenen  Stellen  des  Raumes 
sein  mögen,  immer  lässt  sich  daraus  eine  Kraft  P  zusammensetzen. 
Bei  der  Behandlung  dieser  Gleichung  sind  zunächst  folgende 
drei  Bedingimgsgleichungen  zu  betrachten : 

ni)  dX_dY^   dY^dZ^   dZ_dX 

^    ^  dy         dx  ^    dz  '^  dy^    dx        dz  ' 

und  es  kommt  darauf  an,  ob  die  Functionen  X,  F,  Z  diesen  drei 
Bedingungsgleichungen  genügen  oder  nicht. 

Wenn  die  drei  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind,  so  ist  der 
Ausdruck  an  der  rechten  Seite  von  (10)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  Function  von  x^  y,  z^  worin  diese  drei  Veränderlichen 
als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden  können.  Man 
kann  daher  die  Integration  ohne  Weiteres  ausfuhren,  und  erh|llt 
dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(12)  W=  F{x,y,z)  +  Const. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  bewegüche  Punkt  p  sich  von  irgend 
einem  gegebenen  Anfangspunkte  x^^  ^q,  z^  bis  zu  einem  gegebenen 
Endpunkte  Xi^  yi,  Zi  bewegen  soll,  so  wird  die  dabei  von  der  Kraft 
gethane  Arbeit  dargestellt  durch  die  Differenz: 

J^(^i.yi,^i)  —  F(Xo,yo,Zo), 

Die  Arbeit  ist  also,  wenn  wir  wieder  F(x^y^z)  als  eine  solche 
Function  voraussetzen,  die  für  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  Einen 
Werth  hat,  durch  den  Anfangs-  imd  Endpunkt  der  Bewegung  voll- 
ständig bestimmt,  und  daraus  folgt,  dass,  wenn  der  bewegliche 
Punkt  sich  auf  verschiedenen  Wegen  von  dem  ersten  dieser  beiden 
Punkte  zum  zweiten  bewegt,  die  dabei  von  der  Kraft  gethane 
Arbeit  immer  dieselbe  ist. 

Wenn  die  drei  Bedingungsgleichungen  (11)  nicht  erfüllt  sind, 
so  lässt  sich  die  Integration  in  der  vorigen  Allgemeinheit  nicht 
ausführen.    Sobald  aber  der  Weg,  auf  dem  die  Bewegung  statt'» 
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findet,  bekannt  ist,  so  wü?d  dadurch  die  Integration  mögUch.  Wenn 
in  diesem  Falle  zwei  Punkte  als  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Be- 
wegung gegeben  sind,  und  man  sich  zwischen  diesen  Punkten  ver- 
schiedene Curven  gezogen  denkt,  in  welchen  der  Punkt  p  sich  be- 
wegen soll,  so  erhält  man  für  jeden  dieser  Wege  einen  bestimmten 
Werth  der  Arbeit,  aber  die  den  verschiedenen  Wegen  entsprechen- 
den Arbeitswerthe  brauchen  nicht,  wie  im  vorigen  Falle,  unter  ein- 
ander gleich  zu  sein,  sondern  sind  im  Allgemeinen  verschieden. 

§.  6.    Das  ErgaL 

In  solchen  Fällen,  wo  die  Arbeit  sich  einfach  durch  einje 
Function  der  Coordinaten  darstellen  lässt,  spielt  diese  Function 
bei  den  Rechnungen  eine  wichtige  Rolle.  Hamilton  hat  ihr  da- 
her einen  besondern  Namen,  force  fundion^  gegeben ,'  welcher  im 
Deutschen  als  Kraftfunction  oder  Kräftefunction  gebräuchlich  ge- 
worden ist,  und  welcher  sich  auch  auf  den  allgemeineren  Fall  an- 
wenden lässt,  wo  statt  Eines  beweglichen  Punktes  eine  beliebige 
Anzahl  solcher  Punkte  gegeben  und  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass 
die  Arbeit  nur  von  den  Lagen  der  Punkte  abhängt.  Bei  der 
neueren,  erweiterten  Auflassung  der  Bedeutung  der  durch  diese 
Function  dargestellten  Grösse  hat  es  sich  als  zweckmässig  heraus- 
gestellt, lieber  für  den  negativen  Werth  der  Function,  oder,  anders 
gesagt,  für  diejenige  Grösse,  deren  Abnahme  die  geleistete  Arbeit 
darstellt,  einen  besonderen  Namen  einzufuhren,  und  Rankine  hat 
dafür  den  Namen  potentielle  Energie  vorgeschlagen.  Dieser  Name 
drückt  zwar  die  Bedeutung  der  Grösse  sehr  treffend  aus,  ist  aber 
etwas  lang,  und  ich  habe  mir  daher  erlaubt,  den  Namen  Ergal  für. 
dieselbe  in  Vorschlag  zu  bringen. 

Unter  den  Fällen,  in  welchen  die  auf  einen  Punkt  wirkende 
Kraft  ein  Ergal  hat,  ist  besonders  der  hervorzuheben,  wo  die  Kraft 
von  Anziehungen  oder  Abstossungen  herrührt,  welche  der  beweg- 
liche Punkt  von  festen  Punkten  erleidet,  und  deren  Stärke  nur  von 
der  Entfernung  abhängt,  oder,  mit  anderen  Weiten,  wo  die  Kraft 
sich  in  CentraJJcräße  zerlegen  lässt. 

Nehmen  wir  zunächst  nur  Einen  festen  Punkt  «  mit  den 
Coordinaten  |,  iy,  5  als  wirksam  an,  und  bezeichnen  seine  Ent- 
fernung von  dem  beweglichen  Punkte  j)  mit  p,  so  dass  zusetzen  ist: 

(13)  9  =  V(|-^)«  +  (1?-y)«  +  (f-^)^ 
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und  stellen  wir  die  Kraft,  welche  n  auf  p  auBÜbt,  durch  q>\Q)  dar, 
wobei  ein  positiver  Werth  der  Function  Anziehung  und  ein  nega- 
tiver Abstossung  bedeuten  soll,  so  erhalten  wir  für  die  Gomponenten 
der  Kraft  die  Ausdrücke: 

X=9,'(9)i:=^;    r=9>'(ß)^;    Z=<p\q)^-^. 

V  V  V 

Da  femer  aus  (13)  folgt: 

d£_       g  — a? 

dx  p     ' 

so  kommt: 

und  entsprechend  für  die  beiden  anderen  Coordinatenrichtungen. 
Führen  wir  nun  die  Function  9?(p)  ein  mit  der  Bedeutung: 

(U)  q^(Q)  =  J^^'(Q)dQ, 

so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  so  schreiben: 

(15)  X  =  —  ^y(^)  ^  =  _  <^y(p) 

^    ^  dg      dx  dx    ' 

und  ebenso  erhalten  wir: 

(15a)  r=-Ä);   z=-^. 

dy  dz 

Hieraus  folgt  weiter: 

Da  nun  in  dem  unter  (13)  gegebenen  Ausdrucke  von  q  nur  die 
Grössen  a:,  y,  z  veränderlich  sind,  und  daher  auch  y(p)  als  eine 
Function  dieser  drei  Grössen  zu  betrachten  ist,  so  bildet  die  in  der 
eckigen  Klammer  stehende  Summe  ein  vollständiges  Differential, 
und  wir  können  somit  Schreiben : 

(16)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  —  dq)(Q). 

Das  Arbeitselement  wird  also  durch  das  negative  Differential  von 
(P(q)  dargestellt,  woraus  folgt,  dass  9?(p)-für  diesen  Fall  das 
Ergal  ist 

Es  möge  nun  weiter  statt  Eines  festen  Punktes  eine  beliebige 
Anzahl  von  festen  Punkten  n,  äi,  n^...  gegeben  sein ,  welche  sich 
vom  Punkte  p  in  den  Entfernungen  ^,  (>i,  pj...  befinden,  und  auf 
ihn  mit  Kräften  wirken,  die  durch  ?>'((>),  (pi{Qi)^  ^^a'Cpa)-«-  dar- 
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gestellt  werden.  Dann  bilden  wir  aus  diesen  Functionen  durch 
Integration,  wie  es  in  Gleichung  (14)  angedeutet  ist,  die  Functionen 
9^(9))  91(91)7  9^9(93) -••)  ^^  Hülfe  deren  wir,  entsprechend  der 
Gleichung  (15),  setzen  können: 

d<p(Q)       d(pi(Qi)        dq>^iQ^) 


X=- 


dx  dx  da 


oder  unter  Anwendung  des  Summenzeichens : 

und  ebenso  für  die  anderen  Coordinatenrichtungen : 

Daraus  folgt  dann  weiter: 

(18)  Xdx^  Ydy  +  Zdz  =  —  d  ^q>{Q)^ 

und  die  Summe  ^  9(9)  ist  somit  das  Ergal. 


§.  7.     Erweiterung  des  Vorigen. 

Im  Vorigen  wurde  nur  ein  einzelner  bewegUcher  Punkt  be- 
trachtet; wir  wollen  nun  aber  die  Betrachtung  dahin  erweitern, 
dass  wir  ein  System  von  beliebig  vielen  bewegüchen  Punkten  an- 
nehmen, welche  theils  von  Aussen  her  Kräfte  erleiden,  theils  unter 
einander  Kräfte  ausüben. 

Wenn  dieses  ganze  System  von  Punkten  eine  unendUch  kleine 
Bewegung  macht,  so  wird  von  den  auf  einen  einzelnen  Punkt 
wirkenden  Kräften,  die  wir  uns  in  Eine  Kraft  zusammengesetzt 
denken  können,  eine  Arbeit  geleistet,  welche  durch  den  Ausdruck 

Xdx  -f  Ydy  +  Zde 

dargestellt  wird,  woraus  folgt,  dass  die  von  allen  in  dem  Systeme 
wirkenden  Kräften  geleistete  Gesammtarbeit  durch  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

]2  {Xdx  +  Ydy  -f  Zdz) 

dargestellt  wird,  worin  die  Summe  sich  auf  alle  beweglichen  Punkte 
bezieht  Auch  dieser  complicirtere  Ausdruck  kann  unter  Umständen 
die  entsprechende  Eigenschaft  haben,  wie  jene;:  einfachere,  dass  er 
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das  vollständige  Differential  einer  Function  der  Goordinaten  aller 
beweglichen  Punkte  ist,  in  welchem  Falle  wir  den  negativen  Werth 
dieser  Function  das  Ergal  des  ganzen  Systemes  nennen.  Daraus* 
folgt  dann  weiter,  dass  bei  einer  endlichen  Bewegung  die  Gesammt- 
arbeit  einfach  gleich  der  Differenz  zwischen  dem  Anfangs-  und 
Endwerthe  des  Ergais  ist,  und  daher,  (unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  betreffende  Function,  welche  das  Ergal  darstellt,  für  jede 
Lage  der  Punkte  nur  Einen  Werth  hat),  durch  die  Anfangs-  und 
Endlage  der  Punkte  vollständig  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  die 
Wege,  auf  welchea  sie  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  gelangt 
sind,  zu  kennen  braucht. 

Dieser  Fall,  welcher  begreiflicher  Weise  eine  grosse  Erleichte- 
rung für  die  Bestimmung  der  Arbeit  darbietet,  tritt  z.  B.  ein,  wenn 
alle  in  dem  Systeme  wirkenden  Kräfte  Centralkräfte  sind,  welche 
die  beweglichen  Punkte  entweder  von  festen  Punkten  erleiden  oder 
unter  einander  ausüben. 

Was  die  von  festen  Punkten  ausgehenden  Centralkräfte  anbe- 
trifft, so  haben  wir  für  einen  einzelnen  beweglichen  Punkt  den  Be- 
weis schon  geführt,  und  dieser  Beweis  ist  auch  für  die  Bewegung 
des  ganzen  Systemes  von  Punkten  ausreichend,  da  die  bei  der  Be- 
wegung mehrerer  Punkte  geleistete  Arbeit  einfach  gleich  der 
Summe  der  Arbeitsgrössen  ist,  welche  bei  den  Bewegungen  der 
einzelnen  Punkte  geleistet  werden.  Demnach  können  wir  den  auf 
die  Wirkung  der   festen  Pimkte  bezüglichen   Theil  des  Ergais 

ebenso,  wie  fiüher,  durch  "^^^C^)  darstellen,  wenn  wir  nur  dem 

Smnmenzeichen  die  erweiterte  Bedeutung  beilegen,  dass  es  nicht 
bloss  so  viele  Glieder  umfasst,  als  feste  Punkte  vorhanden  sind, 
sondern  so  viele  Glieder,  als  es  Combinationen  aus  je  einem  festen 
und  einem  beweglichen  Punkte  giebt 

Was  femer  die  Kräfte  anbetrifft,  welche  die  beweglichen 
Punkte  unter  einander  ausüben,  so  wollen  wir  zunächst  nur  zwei 
Punkte  jp  und|>i  mit  den  Goordinaten  a?,  y,  Äf  und  Xi,  yi,  Zi  be- 
trachten.' Indem  wir  den  Abstand  der  beiden  Punkte  r  nennen, 
haben  wir  zu  setzen : 


(19)  r  =  V(xi-^xy  +  (yi  -y)»  +  (^1-^^)^ 

und  die  Kraft,  welche  die  Punkte  auf  einander  ausüben,  wollen 
wir  durch /'(r)  bezeichnen,  wobei  wieder  ein  positiver  Werth  An- 
ziehung und  ein  negativer  Werth  Abstossung  bedeuten  soll.  Dann 


' 
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sind  die  üomponenten  der  Kraft,  welche  der  Punkt  p  durch  diese 
gegenseitige  Wirkung  erleidet: 

/(r)^;   /'(r)^;/(r)^^ 

und  die  Componenten  der  entgegengesetzten  Kraft,  welche  der 
Punkt  pi  erleidet: 

Da  nun  nach  (19)  zu  setzen  ist: 

dr  Xi—x      dr  x  —  Xx 

,    dx  r      '    dxi  r      ' 

so  kann  man  die  beiden  in  die  a;-Richtung  fallenden  Kraftcompo- 
nenten  auch  so  schreiben: 

-/'(r)g;   -/Wg. 

und  wenn  man  die  Function /(r)  mit  der  Bedeutung: 
(20)  /(r)  =Jf'(r)dr 

I 

einführt,  so  gehen  die  vorigen  Ausdrücke  über  in: 

dm .  df{r) 

dx  dxi 

Ebenso  erhält  man  für  die  y-Richtung  die  Componenten: 

d/jr) ,  df(r) 

dy  '  rfyi  ' 

und  für  die  je^-Richtung  die  Componenten: 

äf(r) .  d/(r) 

d$  '  djßTi 

Wenn  wir  nun  von  der  Arbeit,  welche  bei  der  unendlich  kleinen 
Bewegung  der  beiden  Punkte  gethan  wird,  nur  den  Theil  bestimmen 
wollen,  welcher  sich  auf  die  beiden  aus  ihrer  gegenseitigen  Ein- 
wirkung entstehenden  entgegengesetzten  Kräfte  bezieht,  so  wird 
dieser  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt: 


-[ 


^).,+^^).,+^^,.+^^),..+Ä).„ 


+'^^'\ 


Da  nun  r  nur  von  den  sechs  Grössen  x^  y,  z^  Xi^  yi,  z^  abhängt, 
und  daher  auch  /(r)  als  Function  dieser  sechs  Grössen  anzusehen 
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ist,  so  ist  die  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Summe  ein  voll- 
ständiges Differential,  und  die  zu  bestimmende,  auf  die  gegenseitige 
Einwirkung  der  beiden  Punkte  bezügUche  Arbeit  wird  daher  ein- 
fach durch 

-  df(r) 
dargestellt. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  für  jedes  Paar  von  zwei  Punkten 
die  auf  ihre  gegenseitige  Einwirkung  bezügUche  Arbeit  ausdrücken, 
und  die  Gesammtarbeit  aller  Kräfte,  welche  die  Punkte  unter  ein- 
ander ausüben,  hat  daher  folgende  algebraische  Summe: 

-  df(r)  -  d/;(n)  -  d/i(r,)  -  .... 

als  Ausdruck,  wofür  man  schreiben  kann : 

-d[/W+/i(n)+/.(r.)  + ] 

oder  unter  Anwendung  des  Summenzeichens: 

-     -  d^/W'    ■ 

worin  die  Summe  so  viele  Glieder  umfassen  soll,  wie  Combina- 
tionen  der  beweghchen  Punkte  zu  je  zweien  vorkommen.     Diese 

Summe  ^/(r)  ist  daher  der  auf  die  gegenseitigen  Einwirkungen 

aller  beweghchen  Punkte  bezügliche  Theil  des  Ergais, 

Fassen  wir  nun  endhch  beide  Arten  von  Kräften  zusammen, 
so  erhalten  wir  für  die  gesammte  Arbeit,  welche  bei  der  unendUch 
kleinen  Bewegung  des  Systemes  von  Punkten  geleistet  wird,  die 
Gleichung : 

(2\)^(Xäx  +  Ydy  +  Zdz)  =  -  d^ipiQ)  -  d^fir) 

voraus  folgt,  dass  die  Grösse 

das  Ergal  sämmtlicher  in  dem  Systeme  wirkender  Kräfte  ist. 

Die  der  vorstehenden  Entwickelung  zu  Grunde  hegende  An- 
nahme, dass  nur  Centralkräfte  wirken ,  bildet  freihch  unter  allen 
[mathematisch   möglichen  Annahmen  über  die  Kräfte   nur  einen 
■sehr  speciellen  Fall,  aber  dieser  Fall  ist  insofern  von  besonderer 
Wichtigkeit,  als  wahrscheinlich  alle  in  der  Natur  vorkommenden 
Kräfte  sich  in  Centralkräfte  zerlegen  lassen. 


Clan  sin  II,  mech.  Wftrmetheorie.  I. 
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§.  8.    Beziehung  zwischen  Arbeit  und  lebendiger  Kraft. 

Im  Vorigen  wurden  nur  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte 
wirken,  und  die  Lagenänderungen  der  Punkte  betrachtet;  die  Massen 
der  Punkte  aber  und  ihre  Geschwindigkeiten  blieben  unberück- 
sichtigt.   Wir  wollen  nun  auch  diese  in  Betracht  ziehen. 

Für  einen  frei  beweglichen  Punkt  von  der  Masse  m  gelten  be- 
kanntlich folgende  Bewegungsgleichungen: 

dx  *      du 
Indem  wir  diese  Gleichuneen  der  Reihe  nach  mit  -T-dt,  -^dt 

.  dt        dt 

dz 
und  -jidt  multipliciren  und  dann  addiren,  erhalten  wir: 

ros^      «Ä  ^  4-  ^y  ^""y  -U  ^'^  ^^^\rlt  —  (y^^  -4-  Y^y 

(23)       m\^— —  J^  —  —  J^  —  —Jdt  -  [X-^  +  Yj-^ 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  umformen  in: 

oder,   wenn  die  Geschwindigkeit   des  Punktes   mit  v  bezeichnet 
wird,  in : 

und  die  Gleichung  lautet  somit: 

Ist  statt  Eines  einzelnen  frei  beweglichen  Punktes  ein  ganzes 
System  von  frei  bewegUchen  Punkten  gegeben,  so  gilt  dieselbe 
Gleichung  für  jeden  Punkt,  und  wir  können  durch  Summation  so- 
fort folgende  Gleichung  bilden : 

Die  Grösse  ^j-^v^  ist  die  ganze  lebendige  Kraft  des  Systemes 
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von  Punkten.    Führen  wir  für  diese  ein  vereinfachtes  Zeichen  ein, 
indem  wir  setzen: 

(26)  ^  =  2?"*' 

SO  lautet  die  Gleichung: 

(2,)  .r=S(x^+y§  +  z|£).,. 

Der  Ausdruck  an  der  rechten  Seite  der  Gleichung  bedeutet  die 
während  der  Zeit  dt  gethane  Arbeit. 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  von  irgend  einer  Anfangs- 
zeit ^0  bis  zur  Zeit  t  erhalten  wir,  wenn  wir  unter  Tq  die  lebendige 
Kraft  zur  Zeit  to  verstehen: 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  lässt  sich  in  folgendem  Satze  aus- 
sprechen: Die  während  irgend  einer  Zeit  in  dem  Systeme  statt- 
findende Zunahme  der  lebendigen  Kraß  ist  gleich  der  während 
derselben  Zeit  von  den  wirksamen  Kräften  gethanen  Arbeit  Dabei 
gilt  natürlich  eine  Abnahme  der  lebendigen  Kraft  als  negative 
Zunahme. 

Bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  wurde  angenommen,  dass  alle 
Punkte  frei  beweglich  seien.  Es  kann  aber  auch  vorkonunen,  dass 
die  Punkte  in  Bezug  auf  ihre  Bewegungen  gewissen  Beschränkungen 
unterworfen  sfnd.  Die  Punkte  können  unter  einander  irgendwie 
in  Verbindung  stehen,  so  dass  durch  die  Bewegung  Eines  Punktes 
auch  die  Bewegungen  anderer  Punkte  theilweise  mit  bestimmt 
werden,  oder  es  können  Beschränkungen  von  Aussen  her  gegeben 
sein,  wie  z.  B.  wenn  einer  der  Punkte  gezwungen  ist,  in  einer 
g^^benen  festen  Fläche  oder  in  einer  festen  Curve  zu  bleiben,  wo- 
durch dann  natürlich  auch  diejenigen  Punkte,  welche  etwa  mit  ihm 
in  Verbindung  stehen,  in  ihrer  Bewegung  beschränkt  werden. 

Wenn  diese  beschränkenden  Bedingungen  sich  durch  Gleichun- 
gen ausdrücken  lassen,  welche  nur  die  Coordinaten  der  Punkte 
enthalten,  so  lässt  sich  durch  Betrachtungen,  auf  die  wir  hier  nicht 
näher  eingehen  wollen,  nachweisen,  dass  die  Widerstandskräfte, 
welche  in  diesen  Bedingungen  implicite  enthalten  sind,  bei  der  Be- 
wegung der  Punkte  keine  Arbeit  leisten ,  woraus  folgt,  dass  der 
obige  Satz,  w^elcher  die  Beziehung  zwischen  der  lebendigen  Kraft 

2* 
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und  der  Arbeit  ausdrückt,  bei  der  beschränkten  Bewegung  ebenso 
gilt,  wie  bei  der  freien. 

Man  pflegt  diesen  Satz  den  Säte  von  der  Aequivdlenz  von 
lebendiger  Kraß  und  Arbeit  zu  nennen. 

§.  9.    Die  Energie. 

In  der  Gleichung  (28)  ist  die  in  der  Zeit  von  to  bis  t  gethane 
Arbeit  durch  folgendes  Integral  ausgedrückt: 

Hierin  ist  die  Zeit  t  als  einzige  unabhängige  Veränderliche  be- 
trachtet, und  die  Coordinaten  der  Punkte  und  die  Kraftcomponenten 
sind  als  Functionen  der  Zeit  angesehen.  Wenn  diese  Functionen 
bekannt  sind,  wozu  erforderlich  ist,  dass  man  den  ganzen  Verlauf 
der  Bewegungen  aller  Punkte  kennt,  so  ist  die  Integration  immer 
ausführbar,  und  die  Arbeit  lässt  sich  somit  ebenfalls  als  Function 
der  Zeit  bestimmen. 

Es  giebt  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  auch  solche  Fälle, 
wo  es  nicht  nöthig  ist,  alle  Grössen  durch  Eine  Veränderliphe  aus- 
zudrücken, sondern  die  Integration  auch  ausführbar  ist,  wenn  der 
Differentialausdruck  in  der  Form 

^{Xdx  +  Ydy  +  Zde) 

geschrieben  wird,  und  darin  die  Coordinaten  als  unabhängige  Ver- 
änderUche  betrachtet  werden.  Dazu  muss  der  vorstehende  Aus- 
druck' das  vollständige  Differential  einer  Function  (ier  Coordinaten 
sein,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  in  dem  Systeme  wirkenden 
Kräfte  müssen  ein  Ergal  haben.  Wir  wollen  das  Ergal,  welches 
der  negative  Werth  jener  Function  ist,  jetzt  mit  einem  einfachen 
Buchstaben  bezeichnen.  Dazu  wählt  man  in  der  Mechanik  gewöhn- 
Uch  den  Buchstaben  U\  da  es  aber  in  der  mechanischen  Wärme- 
theorie Brauch  geworden  ist,  diesen  Buchstaben  für  eine  andere 
Grösse,  von  der  gleich  weiter  unten  die  Rede  sein  wird,  anzuwen- 
den, so  wollen  wir  das  Ergal  mite/ bezeichnen.   Dann  ist  zu  setzen: 

(29)  2  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  -  dJ, 

und  daher,  wenn  J^  den  Werth  des  Ergais  zur  Zeit  t^  darstellt: 
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(30)  r^iXdx  -f.  Tdy  +  Zd^)  =  J,  -  J, 

wodurch  ausgedrückt  wird,  dass  die  Arbeit  gleich  der  Abnahme 
des  Ergais  ist. 

Setzen  wir  die  Differenz  Jq  —  «/"für  das  in  der  Gleichung  (28) 
befindUche  Integral  ein,  so  kommt: 

T  —    J  0  ==  e/o    —  e/, 

oder  umgeschrieben: 

(31)  T-\-J=  li  +e7i. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz:  die  Summe  aus  lebendiger 
Kraß  und  Ergal  bleibt  toährend  der  Bewegung  catistafit. 

Die  Summe  aus  lebendiger  Kraft  und  Ergal,  welche  wir  mit 
einem  einfachen  Buchstaben  bezeichnen  wollen,  indem  wir  setzen: 

(32)  Z7  =  T  +  /, 

wird  die  Energie  desSystemes  genannt,  so  dass  wir  den  Satz  auch 
kürzer  so  aussprechen  können :  die  Energie  bleibt  ivährend  der  Be- 
wegung constant 

Dieser  Satz,  welcher  in  neuerer  Zeit  eine  viel  allgemeinere 
Anwendung  gefunden  hat,  als  früher,  und  gegenwärtig  eine  der 
wichtigsten  Grundlagen  der  ganzen  mathematischen  Physik  bildet, 
ist  bekannt  unter  dem  Namen  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
Energie, 


ABSCHNITT  L 


Erster  Hauptsatz  der  meclianischen  Wärmetlieorie 

oder    ' 

Satz  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit. 

;§.  1.    Ausgangspunkt  der  Theorie. 

Nachdem  in  früherer  Zeit  fast  allgemein  die  Ansicht  gegolten 
hatte,  dass  die  Wärme  ein  besonderer  StoflF  sei,  welcher  in  den 
Körpern  in  grösserer  oder  geringerer  Menge  vorhanden  sei,  und 
dadurch  ihre  höhere  oder  tiefere  Temperatur  bedinge,  und  welcher 
auch  von  den  Körpern  ausgesandt  werde,  und  dann  den  leeren 
Raum  und  auch  solche  Räume,  welche  ponderable  Masse  enthalten, 
mit  ungeheurer  Geschwindigkeit  durchfliege,  und  so  die  strahlende 
Wärme  bilde,  hat  sich  in  neuerer  Zeit  die  Ansicht  Bahn  gebrochen, 
dass  die  Wärme  eine  Bewegung  sei.  Dabei  wird  die  in  den  Körpern 
befindliche  Wärme^  w.elche  die  Xe^iperatur  derselben  bedingt,  als 
eine  Bewegung  der  ponderablen  Atome  betrachtet,  an  welcher  auch 
der  im  Körper  befindliche  Aether  theilnehmen  kann,  und  die  _ 
strahlende  Wärme  wird  als  eine  schwingende  Bewegung  des  Aethers 
angesehen. 

Auf  eine  Auseinandersetzung  der  Thatsachen,  Versuche  und 
Schluss weisen,  durch  welche  man  zu  dieser  veränderten  Ansicht 
geführt  wurde,  will  ich  hier  nicht  eingehen,  weil  dabei  manches 
zur  Sprache  kommen  müsste,  was  besser  erst  im  Verlaufe  des 
Buches  an  den  geeigneten  Stellen  besprochen  wird.  Ich  glaube^ 
die   üebereinstimmung  der  aus  der   neuen  Theorie  abgeleiteten 


i 
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Resultate  mit  der  Erfahrung  wird  am  besten  dazu  dienen  können, 
die  Grundlagen  der  Theorie  als  richtig  zu  bestätigen. 

Wir  wollen  also  bei  unserer  Entwickelung  von  der  Annahme 
ausgehen,  dass  die  Wärme  in  einer  Bewegung  der  kleinsten  Körper- 
und  Aethertheilchen  bestehe,  und  dass  die  Quantität  der  Wärme 
das  Maass  der  lebendigen  Kraft  dieser  Bewegung  sei.  Dabei  wollen 
wir  über  die  Art  der  Bewegung  gar  keine  besondere  Voraussetzung 
machen,  sondern  nur  den  Satz  von  der  Aequivalenz  von  lebendiger 
Kraft  und  Arbeit,  welcher  für  jede  Art  von  Bewegung  gilt,  auf  die 
Wärme  Awenden  und  den  dadurch  entstehenden  Satz  als  ersten 
Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  hinstellen. 


§.  2.    Positiver  und  negativer  Sinn  der  mechanischen* 

Arbeit. 

Im  §.  1  der  Einleitung  wurde  bei  der  Bewegung  eines  Punktes 
die  mechanische  Arbeit  definirt  als  das  Product  aus  d&in  Wege  und 
der  in  die  Richtung  des  Weges  fallenden  Camponente  der  auf  den 
Punkt  wirkenden  Kraft  Danach  wird  die  Arbeit  positiv,  wenn  die 
Krafbcomponente  in  der  Geradjen,  in  welcheV  der  Weg  liegt,  nach 
derselben  Seite  fällt,  wie  der  Weg,  und  negativ,  wenn  sie  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  fallt.  Bei  dieser  Bestimmung  des  positiven 
Sinnes  der  mechanischen  Arbeit  lautet  der  Satz  von  der  Aequi- 
valenz von  lebendiger  Kraft  und  Arbeit:  die  Zunahme  der  Ichendigen 
Kraft  ist  gleich  der  geleisteten  Arbeit^  oder  gleich  der  Zunahme  der 
Arbeit, 

Man  kann  die  Sache  aber  auch  von  einem  anderen  Gesichts- 
punkte aus  betrachten. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Bewegung  angenommen  hat, 
so  kann  er  diese,  wegen  seines  Beharrungsvermögens,  auch  dann  fort- 
setzen, wenn  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  eine  der  Bewegung  entgegen- 
gesetzte Richtung  hat,  wobei  freilich  seine  Geschwindigkeit  und 
somit  auch  seine  lebendige  Kraft  allmalig  abnimmt.  Ein  unter  dem 
Einflüsse  der  Schwere  stehender  materieller  Punkt  z.  B. ,  wenn  er 
einen  Stoss  nach  Oben  erhalten  hat,  kann  sich  der  Schwere  entgegen 
bewegen,  wobei  die  durch  den  Stoss  erhaltene  Geschwindigkeit  all- 
malig geringer  wird.  In  einem  solchen  Falle  ist  die  Arbeit,  wenn 
sie  als  eine  von  der  Kraft  gethane  Arbeit  betrachtet  wird,  negativ. 
Man  kann  aber  auch  die  Arbeit  in  der  Weise  betrachten,  dass  man 
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in  solchen  Fällen,  wo  durch  die  vorhandene  Bewegung,  vermittelst 
des  Beharrungsvermögens,  eine  Kraft  überwunden  wird,  die  Arbeit 
als  positiv  rechnet,  dagegen  in  solchen  Fällen,  wo  der  Punkt  der 
Kraft  nachgiebt,  die  Arbeit  als  negativ  rechnet.  Unter  Anwendung 
einer  im  §.  1  der  Einleitung  angeführten  Ausdrucksweise,  bei 
welcher  der  auf  die  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  der 
Kraftcomponente  bezügliche  Unterscliied  durch  das  Verbum  aus- 
gedrückt wird,  lässt  sich  das  Vorige  noch  einfacher  so  aussprechen ; 
nuin  kann  festsetzen  ^  dass  nicld  die  von  einer  Kraft  gethafie^  son- 
dern die  von  einer  Kraß  erlittene  Arbeit  als  positiv  gerechnet  wer- 
den soll. 

Bei  dieser  Bestimmungsweise  der  Arbeit  lautet  der  Satz  von 
der  Aequivalenz  von  lebendiger  Kraft  und  Arbeit  folgendermaassen: 
die  Abnahme  der  lebendigen  Kraft  ist  gleich  Zunahme  der  Arbeit 
oder:  die  Sumfue  at^  lebendiger  Kraß  und  Arbeit  ist  constant. 
Diese  letzte  Form  des  Satzes  ist  für  das  Folgende  sehr  bequem. 

Bei  solchen  Kräften,  welche  ein  Ergal  haben,  wurde  in  §.  6 
der  Einleitung  die  Bedeutung  dieser  Grösse  so  definii-t,  dass  gesagt 
werden  konnte:  die  Arbeit  ist  gleich  der  Abnahme  dvsErgah.  Unter 
Anwendung  der  vorher  besprochenen  Bestimmungsweise  der  Arbeit 
nluss  statt  dessen  gesagt  werden:  die  Arbeit  ist  gleich  der  Zu- 
nahme des  Ergais,  und  es  kann  daher,  wenn  die  im  Ergal  vor- 
kommende additive  Constante  in  geeigneter  Weise  bestimmt  wird, 
das  Ergal  einfach  als  Ausdinick  der  Arbeit  betrachtet  werden. 


§.  3.    Ausdruck  des  ersten  Hauptsatzes. 

Nachdem  wir  den  positiven  Sinn  der  Arbeit  in  der  vorstehen- 
den Weise  festgesetzt  haben,  können  wir  den  aus  dem  Satze  von 
der  Aequivalenz  von  lebendiger  Kraft  und  Arbeit  abzuleitenden 
ersten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie,  welcher  der 
Sats  von  der  Aequivaletiz  von  Wärme  und  Arbeit  genannt  wird, 
folgendermaassen  aussprechen : 

hl  allen  Fällen ,  wo  durch  Wärme  Arbeit  entsteht ,  wird  eine 
der  erzeugten  Arbeit  proportionale  Wärmemenge  verbraucht  ^  und 
umgekehrt  kann  durch  Verbrauch  einer  ebenso  grossen  Arbeit  die- 
selbe Wärmemenge  erzeugt  werden. 

Wenn  Wärme  verbraucht  wird  und  dafür  Arbeit  entsteht,  so 
kann  man  sagen,  die  Wärme  habe  sich  in  Arbeit  verwandelt,  und 
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umgekehrt,  wenn  Arbeit  verbraucht  wird,  und  dafür  Wärme  ent- 
steht, kann  man  sagen,  es  habe  sich  Arbeit  in  Wäxme  verwandelt. 
Unter  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise  nimmt  der  vorige  Satz 
folgende  Form  an: 

Es  lässt  sich  Arbeit  in  Wärme  und  ufngekehict  Wärme  in 
Arbeit  verwandeln,  wobei  stets  die  Grösse  der  einen  der  der  andern 
proportional  ist 

Dieser  Satz  ist  durch  manche  schon  früher  bekannte  Erschei- 
nungen und  in  neuerer  Zeit  durch  so  viele  und  verschiedenartige 
Versuche  bestätigt,  dass  man  ihn,  auch  abgesehen  von  dem  Um- 
stände, dass  er  einen  speciellen  Fall  jenes  mechanischen  Satzes 
bildet,  als  einen  aus  Erfahrungen  und  Beobachtungen  abgeleiteten 
Satz  annehmen  kann. 


§.  4.    Verhältnisszahl  zwischen  Wärme  und  Arbeit. 

• 

Während  der  mechanische  Satz  aussagt,  dass  die  Veränderung 
der  lebendigen  Kraft  und  die  ihr  entsprechende  Arbeit  unter  ein- 
ander ^feac7*  seien,  ist  in  dem  Satze,  welcher  die  Beziehung  zwischen 
Wärme  und  Arbeit  ausdrückt,  nur  von  Proportio^ialität  die  Rede. 
Das  hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  Wärme  nicht  nach  demselben 
Maasse  gemessen  wird ,  wie  die  Arbeit.  Die  Arbeit  wird  nach  der 
früher  angeführten  mechanischen  Einheit,  dem  Kilogramnieter,  ge- 
messen ;  für  die  Wärme  dagegen  wird  eine  nur  nach  der  Bequem- 
lichkeit der  Messung  gewählte  Einheit  angewandt,  nämlich  die- 
jenige Wärmemenge^  welche  erforderlich  ist,  um  1  KiL  Wasser  von 
0^  auf  P  C.  zu  erwärmen. 

Hiemach  kann  natürlich  zwischen  Wärme  und  Arbeit  nur 
Proportionalität  stattfinden,  und  die  Verhältnisszahl  niuss  besonders 
bestimmt  werden. 

Wenn  diese  Verhältnisszahl  so  gewählt  wird,  dass  sie  die  Arbeit 
angiebt,  welche  einer  Wärmeeinheit  entspricht,  so  nennt  man  sie 
das  mechanische  Aequivdlent  der  Wärme;  wird  sie  dagegen  so  ge- 
wählt, dass  sie  die  Wärmemenge  angiebt,  welche  einer  Arbeitsein- 
heit entspricht,  so  nennt  man  sie  das  calorische  Aequivalent  der 
Arbeit    Wir  wollen  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  mit 

E,  und  demgemäss  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeit  mit  -j-r 

bezeichnen. 
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Die  Bestimmung  4er  Verhältnisszahl  ist  auf  verschiedene  Weisen 
ausgeführt.  Tbeils  hat  man  sie  durch  Schlüsse  aus  schon  vor- 
handenen Daten  abzuleiten  gesucht,  was  zuerst  von  Mayer  nach 
richtigen  Principien  in  einer  weiter  unten  zu  erwähnenden  Weise 
geschehen  ist,  wobei  freilich  wegen  der  UnvoUkommenheit  der  da- 
mals vorhandenen  Data  das  Resultat  etwas  ungenau  wurde,  tbeils 
bat  man  sie  durch  besonders  für  diesen  Zweck  angestellte  Experi- 
mente zu  bestimmen  gesucht.  Vorzugsweise  ist  dem  ausgezeichneten 
englischen  Physiker  Joule  das  Verdienst  zuzuschreiben,  mitgrösster 
Umsicht  und  Sorgfalt  dieses  Verhältniss  festgestellt  zu  haben.  Einige 
seiner  Versuche,  soyrie  auch  spätere  von  Anderen  ausgeführte  Be- 
stimmungen werden  besser  erst  nach  den  betreffenden  theoretischen 
Entwickelungen  Platz  finden ,  und  ich  will  mich  hier  darauf  be- 
schränken, diejenigen  der  Jbule'schen  Versuche  anzuführen,  welche 
am  leichtesten  verständlich  und  deren  Resultate  zugleich  am  zu- 
verlässigsten sind. 

Joule  hat  nämlich  die  Wärme,  welche  durch  Reibung  erzeil^t 
wird,  unter  verschiedenen  Umständen  gemessen  und  mit  der  zur 
Hervorbringung  der  Reibung  verwandten  Arbeit,  welche  er  durch 
herabsinkende  Gewichte  geschehen  Hess,  verglichen.  Diese  Ver- 
suche sind  ihrer  Wichtigkeit  wegen  schon  sehr  häufig  in  ver- 
schiedenen Lehrbüchern  beschrieben  und  neuerlich  sind  auch  die 
Abhandlungen  von  Joule  gesammelt  in  deutscher  Uebersetzung 
von  Spengel  erschienen.  Es  wird  daher  nicht  nöthig  sein,  auch 
hier  eine  Beschreibung  der  Versuche  zu  geben,  sondern  es  wird 
genügen,  die  Resultate  anzuführen,  was  am  besten  nach  der  im 
Jahre  1850  in  den  Phil.  Trans,  veröffentlichten  Abhandlung  ge- 
schehen kann. 

In  einer  ersten,  sehr  ausgedehnten  Versuchsreihe  wurde  Wasser 
mit  Hülfe  eines  gedrehten  Schaufelapparates  in  einem  Gcfässe  ge- 
rührt, welches  so  eingerichtet  war,  dass  nicht  die  ganze  Wasser- 
masse in  gleichmässige  Rotation  kommen  konnte,  sondern  dass  das 
Wasser,  nachdem  es  in  Bewegung  gesetzt  war,  immer  wieder  durch 
feststehende  Schirme  in  seiner  Bewegung  gehemmt  wurde,  wodurch 
vielfache  Wirbel  entstehen  mussten,  welche  eine  bedeutende  Reibung 
verursachten.  Das  in  englischen  Maassen  ausgedrückte  Resultat 
ist,  dass  zur  Hervorbringung  der  Wärmemenge,  welche  ein  engUsches 
Pfund  Wasser  um  einen  Grad  Fahrenheit  erwärmen  kann,  eine 
Arbeit  von  772-695  engl.  Fusspfund  gehört. 
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In  zwei  anderen  Versuchsreihen  würde  in  ähnlicher  Weise 
Quecksilber  gerührt,  und  das  Resultat  war  774083  Fusspfund. 

Endlich  wurden  in  zwei  Versuchsreihen  Gusseisenstücke  an 
einander  gerieben,  welche  sich  unter  Quecksilber  befanden  und  an 
dieses  die  erzeugte  Wärme  abgaben.  Das  Resultat  war  774"987 
Fusspfund. 

Unter  allen  seinen  Resultaten  betrachtet  Joule  das  beim 
Wasser  gefundene  als  das  genaueste,  und,  indem  er  es  wegen  des 
Tones,  der  beim  Rühren  erzeugt  wurde,  noch  ein  Wenig  reduciren 
zu  dürfen  glaubt,  giebt  er  schliesslich 

772  Fusspfund 

als  den  wahrscheinlichsten  Werth  an. 

Rechnet  man  diese  Zahl  in  die  entsprechende  auf  französische 
Maasse  bezügliche  Zahl  um,  so  erhält  man  das  Resultat,  class  zmt  Er- 
zeugung der  Wärmemenge^  welche  ein  Küogranmi  Wasser  um  einen 
Grad  Celsius  erwärmen  kannj  eine  Arbeit  von  423-55  Kilogram- 
meter  gehört. 

Diese  Zahl  scheint  unter  den  bisher  bestimmten  das  meiste 
Vertrauen  zu  verdienen,  und  wir  wollen  sie  daher  im  Folgenden 
für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  anwenden,  und  dem- 
gemäss  setzen: 

(1)  E  =  423-55. 

Bei  den  meisten  Rechnungen  wird  es  unbedenklich  ei-scheinen,  statt 
der  mit  Decimalstellen  versehenen  Zahl  die  runde  Zahl  424  an- 
zuwenden. 


§.  5.    Mechanische  Einheit  der  Wärme. 

'  Seit  der  Satz  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit 
aufgestellt  ist,  in  Folge  dessen  diese  beiden  sich  gegenseitig  er- 
setzen können,  kommt  man  oft  in  die  Lage,  Grössen  bilden  zu 
müssen,  welche  Wärme  und  Arbeit  als  Summanden  enthalten.  Da 
nun  aber  Wärme  und  Arbeit  nach  verschiedenen  Maassen  gemessen 
werden,  so  kann  man  in  einem  solchen  Falle  nicht  einfach  sagen, 
die  Grösse  sei  die  Summe  der  Wärme  und  der  Arbeit,  sondern 
man  muss  entweder  sagen:  die  Summe  der  Wärme  und  des  Wärme- 
werthes  der  Arbeit,  oder:  die  Summe  der  Arbeit  und  des  Arbeits- 
werthes  der  Wärme. 
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Wegen  dieser  Unbequemlichkeit  hat  Rankvne  vorgeschlagen, 
für  die  Wärme  eine  andere  Einheit  einzuführen,  nämlich  diejenige 
Wärmemenge,  welche  der  Arbeitseinheit  entspricht,  auch  als 
Wärmeeinheit  zu  wählen.  Man  kann  diese  Wärmeeinheit  einfach 
die  mechanische  nennen. 

Der  allgemeinen  Einführung  der  mechanischen  Wärmeeinheit 
wird  wohl  der  Umstand  hinderlich  sein,  dass  die  bisher  gebräuch- 
liche Wärmeeinheit  eine  Grösse  ist,  welche  mit  den  gewöhnlichen 
calprimetrischen  Methoden,  die  meistens  auf  der  Erwärmung  von 
Wasser  beruhen,  innig  zusammenhängt,  so  dass  dabei  nur  geringe, 
auf  sehr  zuverlässige  Messungen  gestützte  Redifctionen  nöthig  sind, 
während  die  mechanische  Wärmeeinheit  ausserdem,  dass  sie  die- 
selben Reductionen  verlangt,  noch  das  mechanische  Aequivalent 
der  Wärme. als  bekannt  voraussetzt,  eine  Voraussetzung,  die  nur 
näherungsweise  erfüllt  *i8t.  Indessen  bei  den  theoretischen  Ent- 
wickelungen  der  mechanischen  Wärmetheorie,  bei  denen  die  Be- 
ziehung fjwischen  Arbeit  und  Wärme  besonders  oft  vorkommt,  ge- 
währt das  Verfahren,  die  Wärme  in  mechanischen  Einheiten  aus- 
zudrücken, so  wesentliche  Vereinfachungen,  dass  ich  geglaubt  habe, 
die  Bedenken,  welche  ich  früher  gegen  dieses  Verfahren  hatte,  bei 
der  gegenwärtigen  mehr  zusammenhängenden  Darstellung  dieser 
Theorie  fallen  lassen  zu  dürfen.  Es  soll  daher  im  Folgenden,  wo 
das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich  gesagt  wird,  immer  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Wärme  nach  mechanischen  Einheiten  gemessen  sei. 

Bei  dieser  Art  der  Messung  nimmt  der  oben  ausgesprochene 
erste  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  eine  noch  be- 
stimmtere Form  an,  indem  er  nicht  bloss  aussagt,  dass  die  Wärme 
und  die  ihr  entsprechende  Arbeit  proportional ;  sondern  dass  sie 
gleich  seien. 

Will  man  später  eine  nach  mechanischen  Einheiten  gemessene 
Wärmiemenge  wieder  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  ausdrücken, 
so  braucht  man  dazu  die  auf  die  ersteren  Einheiten  bezügliche 
Zahl  nur  durch  das  mechanische  Aeiiuivalent  der  Wärme,  also 
durch  E  zu  dividiren.  • 


§.  6.    Aufstellung  der  ersten  Hauptgleichung. 

Es  sei  irgend  ein  Körper  gegeben  und  sein  Zustand  in  Bezug 
auf  Temperatur,  Volumen  etc.  als  bekaimt  vorausgesetzt.     Wenn 
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diesem  Körper  eine  unendlich  kleineJWärmenieng;e  d  Q  mitgetheilt 
wird,  so  fragt  es  sieh,  welche  Wirkung  sie  ausübt,  und  was  aus 
ihr  wird. 

Sie  kann  einestheils  dazu  dienen,  die  im  Körper  wirklich  vor- 
handene Wärme  zu  vermehren,  andemtheils  kann  sie,  wenn  der 
Körper  in  Folge  der  Wärmeaufiiahme  eine  Zustandsänderung 
erleidet,  welche  mit  der  Ueberwindung  von  Kräften  verbunden  ist, 
zu  der  dabei  geschehenden  Arbeit  verbraucht  werden.  Wenn  wir 
die  im  Körper  vorhandene  W^ärme  oder,  wie  wir  kürzer  sagen 
wollen,  den  Wärmeinhdit  des  Körpers  mit jg  und  die  unendlich 
kleine  Zunahme  dieser  Grösse  mit  dH  bezeichnen,  und  für  die 
unendlich  kleine  Arbeit  das  Zeichen  dL  wählen,  so  können  wir 
folgende  Gleichung  bilden: 

(L)  dQ=^dH  ^  dL. 

Die  Kräfte,  um  welche  es  sich  bei  der  Arbeitsleistung  handelt, 
lassen  sich  in  zwei  Classen  theilen,  erstens  diejenigen,  welche  die 
Atome  des  Körpers  untereinander  ausüben,  und  welche  daher  in 
der  Natur  des  Körpers  selbst  begründet  sind,  und  zweitens  die, 
welche  von  fremden  Einflüssen,  unt^r  denen  der  Körper  steht,  her- 
rühren. Nach  diesen  beiden  Classen  von  Kräften,  welche  zu  über- 
winden sind,  habe  ich  die  von  der  Wärme  geleistete  Arbeit  in  die 
innere  und  äussere  Arbeit  getheilt.  Bezeichnen  wir  diese  beiden 
Arbeitsgrössen  mit  dJ  und  dW,  so  ist  zu  setzen : 

(2)         /  "    dL^dJ-\'dW, 

und  die  vorige  Gleichung  geht  dadurch  über  in: 

(IL)  dQ  =  dH-}'  dJ+dW. 

§.  7.    Verschiedenes  Verhalten  der  Grössen  J^  W  und  i/. 

Die  innere  und  äussere  Arbeit  stehen  unter  wesentlich  ver- 
schiedenen Gesetzen. 

Was  zunächst  die  innere  Arbeit  anbetrifft,  so  ist  leicht  zu 
übersehen,  dass,  wenn  ein  Körper,  von  irgend  einem  Anfangszu- 
stande ausgehend,  eine  Reihe  von  Veränderungen  durchmacht,  und 
schliesslich  wieder  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  zurückkehrt, 
dann  die  dabei  vorkommenden  inneren  Arbeitsgrössen  sich  gerade 
gegenseitig  aufheben  müssen.  Bliebe  nämlich  noch  eine  gewisse 
positive  oder  negative  innere  Arbeit  übrig,  so  müsste  durch  diese 
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eine  entgegengesetzte  äussere  Arbeit  oder  eine  Aenderung  der  vor- 
handenen Wärmequantität  bewirkt  sein,  und  da  man  denselben 
Process  beliebig  oft  wiederholen  könnte,  so  würde  man  dadurch  je 
nach  dem  Vorzeichen  im  einen  Falle  fortwährend  Arbeit  oder 
Wärme  aus  Nichts  schaffen,  und  im  anderen  Falle  fortwährend 
Arbeit  oder  Wärme  verlieren,  ohne  ein  Aequivalent  dafür  zu 
erhalten,  was  wohl  beides  allgemein  als  unmöglich  anerkannt  wer- 
den wird. "  Wenn  somit  bei  jeder  Rückkehr  des  Körpers  in  seinen 
Anfangszustand  die  innere  Arbeit  Null  wird,  so  folgt  daraus  weiter, 
dass  bei  einer  beliebigen  Zustandsänderung  des  Körpers,  die  innere 
Arbeit  durch  den  Anfangs-  und  Endzustand  vollkommen  bestimmt 
ist,  ohne  dass  man  die  Art  und  Weise,  wie  er  aus  dem  einen  in 
den  andern  gelangte,  zu  kennen  braucht.  Denkt  man  sich  näm- 
lich, dass  der  Körper  in  verschiedenen  Weisen  aus  dem  einen  in 
den  anderen' Zustand  gebracht  und  immer  in  einer  und  derselben 
Weise  wieder  in  den  ersten  Zustand  zurückgebracht  werde,  so 
müssen  bei  den  in  verschiedenen  Weisen  vor  sich  gehenden  ersten 
Aenderungen  innere  Arbeiten  geleistet  werden,  welche  sich  alle 
mit  einer  und  derselben  bei  der  Rückänderung  geleisteten  inneren 
Arbeit  aufheben,  was  nur  möglich  ist,  wenn  sie  untereinander 
gleich  sind. 

Wir  müssen  demnach  annehmen ,  dass  die  inneren  Kräfte  ein 
Ißrgal  haben,  welches  eine  Grösse  ist,  die  durch  den  gerade  statt- 
findenden Zustand  des  Körpers  volktändig  bestimmt  wird,  ohne 
dass  man  zu  wissen  braucht,  wie  er  in  diesen  Zustand  gelangt  ist. 
Dann  wird  die  innere  Arbeit  durch  die  Zunahme  des  Ergais, 
welches  wir  mit  J  bezeichnen  wollen,  dargestellt,  und  für  eine 
unendlich  kleine  Veränderung  des  Körpers  bildet  das  Differential 
des  Ergais  dJ  den  Ausdruck  der  inneren  Arbeit,  was  mit  der  in  (2) 
und  (U.)  angewandten  Bezeichnung  übereinstimmt. 

Betrachten  wir  nun  die  äussere  Arbeit,  so  finden  wir  bei  dieser 
ein  ganz  anderes  Verhalten,  als  bei  der  inneren.  Sie  kann,  wenn 
der  Anfangs-  und  Endzustand  des  Körpers  gegeben  sind,  doch  noch 
sehr  verschieden  ausfallen. 

Um  dieses  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen ,  wählen  wir  als 
Körper  zunächst  ein  Gas,  dessen  Zustand  durch  seine  Temperatur 
t  und  sein  Volumen  v  bestimmt  wird,  und  bezeichnen  die  Anfangs- 
werthe  dieser  Grössen  mit  ^i*  Vi  und  ihre  Endwerthe  mit  ^j,  Vj, 
wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  fa^^i  ^^^  t;2>Vi.  Wenn 
nun  die  Aenderung  in  der  Weise  vor  sich  geht,  dass  das  Gas  bei 
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der  Temperatur  ti  sich  von  dem  Volumen  Vi  bis  v^  ausdehnt  und 
dann  bei  dem  Volumen  v^  von  der  Temperatur  ti  bis  f^  erwärmt 
wird,  so  besteht  die  äussere  Arbeit  darin,  dass  bei  der  Ausdehnung 
derjenige  äussere  Druck  überwunden  wird,  welcher  der  Temperatur 
ti  entspricht.  Wenn  dagegen  die  Aenderung  in  der  Weise  geschieht, 
dass  das  Gas  zuerst  bei  dem  Volumen  Vi  von  der  Temperatur  ti 
bis  t^  erwärmt  wird,  und  dann  bei  der  Temperatur  t^  sich  von  dem 
Volumen  Vi  bis  v>2  ausdehnt,  so  besteht  die  äussere  Arbeit  darin, 
dass  bei  der  Ausdehnung  derjenige  Druck  überwunden  wird, 
welcher  der  Temperatur  t^  entspricht.  Da  der  letztere  Druck 
grösser  ist,  als  der  erstere,  so  wird  im  zweiten  Falle  eine  grössere 
äussere  Arbeit  geleistet,  als  im  ersten.  Nimmt  man  endlich  an, 
dass  Ausdehnung  und  Erwärmung  irgend  wie  in  Absätzen  wechseln 
oder  auch  nach  irgend  einem  Gesetze  gleichzeitig  stattfinden,  so 
erhält  man  immer  andere  Druckkräfte  und  somit  eine  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Arbeitsgrössen  bei  demselben  Anfangs-  und 
Endzustande. 

Ein  anderes  einfaches  Beispiel  ist  folgendes.  Es  sei  eine 
Quantität  einer  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  ^i  gegeben,  welche 
m  gesättigten  Dampf  von  der  höheren  Temperatur  t^  verwandelt 
werden  soll.  Diese  Umänderung  kann  so  geschehen,  dass  man  die 
Flüssigkeit  zuerst  als  solche  bis  t^  erwärmt  und  dann  bei  dieser 
Temperatur  verdampfen  lässt,  oäer  so,  dass  man  die  Flüssigkeit 
bei  der  Temperatur  t^  verdampfen  lässt,  und  dann  den  Dampf  bis 
^2  erwärmt,  und  zugleich  so  zusammendrückt,  dass  er  auch  bei  der 
Temperatur  t^  gesättigt  ist,  oder  endlich  so,  dass  man  die  Ver- 
dampfung bei  irgend  welchen  mittleren  Temperaturen  stattfinden 
lässt.  Die  äussere  Arbeit,  welche  sich  wieder  auf  die  üeberwin- 
düng  des  äusseren  Druckes  bei  der  Volumenänderung  bezieht,  hat 
in  allen  diesen  Fällen  verschiedene  Werthe. 

Der  vorstehend  nur  beispielsweise  für  zwei  bestimmte  Körper 
besprochene  Unterschied  in  der  Art  der  Veränderung  lässt  sich 
allgemein  dadurch  ausdrücken,  dass  man  sagt:  der  Körper  kann 
auf  verschiedenen  Wegen  aus  dem  einen  Zustande  in  den  anderen 
übergehen. 

Ausser  diesem  Unterschiede  kann  noch  ein  anderer  vorkommen. 

Wenn  ein  Körper  bei  einer  Zustandsänderung  einen  äusseren 
Widerstand  überwindet,  so  kann  dieser  entweder  so  gross  sein, 
dass  die  volle  Kraft  des  Körpers  nur  gerade  zu  seiner  Ueberwindung 
ausreicht,  oder  er  kann  kleiner  sein.    Als  Beispiel  wollen  wir  wieder 
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eine  Quantität  eines  Gases  betrachten,  welches  bei  gegebener 
Temperatur  und  gegebenem  Volumen  eine  gewisse  Expansivkraft 
besitzt.  Wenn  dieses  Gas  sich  ausdehnt,  so  muss  der  äussere 
Gegendruck,  den  es  dabei  zu  überwinden  hat,  zwar,  um  überwunden 
zu  werden,  geringer  sein,  als  die  Expansivkraft  des  Gases,  aber  die 
Diflferenz  zwischen  beiden  kann  beliebig  klein  sein,  und  als  Grenz- 
fall können  wir  annehmen,  dass  beide  gleich  seien.  Es  können 
aber  auch  solche  Fälle  vorkommen,  wo  jene  Differenz  eine  endliche, 
mehr  oder  weniger  beträchtliche  Grösse  ist.  Wenn  z.  B.  das  Gefäss, 
in  welchem  das  Gas  sich  zu  Anfang  mit  einer  gewissen  Expansiv- 
kraft befindet,  plötzlich  mit  einem  Räume,  in  welchem  ein  geringerer 
Druck  herrscht,  oder  mit  einem  ganz  leeren  Gefasse  in  Verbin- 
dung gesetzt  wird,  so  überwindet  das  Gas  bei  seiner  Ausdehnung 
eine  geringere  äussere  Gegenkraft ,  als  es  überwinden  könnte  oder 
auch  gar  keine  äussere  Gegenkraft,  und  leistet  daher  eine  geringere 
'  äussere  Arbeit,  als  es  leisten  könnte ,  oder  auch  gar  keine  äussere 
Arbeit. 

Im  ersteren  Falle,  wo  Druck  und  Gegendruck  in  jedem  Augen- 
'  blicke  gleich  sind,  kann  das  Gas  durch  denselben  Druck,  den  e| 
bei  der  Ausdehnung  überwunden  hat,   auch   wieder  zusammen- 
.  gedrückt  werden.     Wenn  aber  der  überwundene  Druck  kleiner 
:  war,  als  die  Expansivkraft,  so  kann  das  Gas  durch  diesen  Druck 
nicht  wieder  zusammengedrückt  werden.    Man  kann  daher  den 
•  Unterschied  so  aussprechen :  im  ersteren  Falle  findet  die  Ausdeh- 
nung in  umkehrbarer  Weise  statt,  und  im  letzteren  in  nicht  vm- 
kehrbarer  Weise. 

# 

Diese  Art  des  Ausdruckes  können  wir  auch  auf  andere  Fälle, 
wo  unter  Ueberwindung  irgend  welcher  Widerstände  Zustands- 
änderungen  vorkommen,  anwenden,  und  können  den  zuletzt  be- 
sprochenen ,  die  äussere  Arbeit  beeinflussenden  Unterschied  allge- 
mein folgendermaassen  aussprechen.  Bei  einer  bestimmten  Zu- 
Standsänderung  kann  die  äussere  Arbeit  verschieden  ausfallen^  je 
nachdem  die  Zustandsänderung  in  umkehrbarer  oder  in  nicht  um- 
kehrbarer Weise  stattfindet. 

Neben  den  beiden  auf  die  Arbeit  bezüglichen  Differentialen 
dJxmA  d  TT  kommt  an  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (IL)  noch 
ein  drittes  Differential  vor,  nämlich  das  Differential  der  im  Körper 
wirklich  vorhandenen  Wärme  oder  seines  Wärmeinhaltes  &  Diese 
Grösse  H  hat  offenbar  auch  die  in  Bezug  auf  J  besprochene  Eigen- 
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Schaft,  dass  sie  schon  bestinmit  ist,  sobald  der  Zustand  des  Körpers 
gegeben  ist,  ohne  dass  man  die  Art,  wie  er  in  denselben  gelangt 
ist,  zu  kennen  braucht. 

§.  8.    Die  Energie  des  Körpers. 

Da  die  im  Körper  wirklich  vorhandene  Wärme  und  die  innere 
Arbeit  sich  in  der  letztgenannten  für  die  Behandlung  sehr  wichtigen 
Beziehung  unter  einander  gleich  verhalten,  und  da  wir  femer, 
wegen  unserer  ünbekanntschaft  mit  den  inneren  Kräften  der 
Körper,  gewöhnlich  nicht  die  einzelnen  Werthe  dieser .  beiden 
Grössen,  sondern  nur  ihre  Summe  kennen,  so  habe  ich  schon  in 
meiner  ersten,  1850  erschienenen,  auf  die  Wärme  bezüglichen  Ab- 
handlung i)  diese  beiden  Grössen  unter  Ein  Zeichen  zusammen- 
gefasst.  Dasselbe  wollen  wir  auch  hier  thun,  indem  wir  setzen : 
(8)  U=E-\-J, 

wodurch  die  Gleichung  (II.)  übergeht  in: 
(in.)  dQ  =  dU-\räW. 

Die  bei  jener  Gelegenheit  von  mir  in  die  Wärmelehre  ein- 
geführte Function  JJ  ist  seitdem  auch  von  anderen  Autoren,  welche 
über  die  mechanische  Wärmetheorie  geschrieben  haben,  adoptirt, 
und  da  die  Definition,  welche  ich  von  ihr  gegeben  hatte 2),  dass 
sie,  wenn  man  von  irgend  einem  Anfangszustande  ausgeht,  die  hin- 
zugekommene wirklich  vorhandene  Wärme  und  die  zu  innerer 
Arbeit  verbrauchte  Wärme  umfasse,  etwas  lang  ist,  so  sind  von 
verschiedenen  Seiten  Vorschläge  für  kürzere  Benennungen  gemacht. 

Thomson  hat  die  Function  in  seiner  Abhandlung  von  18518) 
(he  mechanical  energy  of  a  hody  in  a  given  state  genannt,  und 
Kirchhoff*)  hat  für  sie  den  Namen  Wirkungsfundion  angewandt. 
Femer  hat  Zeuner  in  seiner  1860  erschienenen  Schrift  „Grund- 
züge der  mechanischen  Wärmetheorie"  die  mit  dem  calorischen 
Aequivalente  der  Arbeit  multiplicirte  Grösse  ü  die  innere  Wärme 
dies  Körpers  genannt 

In  Bezug  auf  den  letzten  Namen  habe  ich  schon  im  Jahre 
1864  gelegentlich  bemerkt  s),  dass  er  mir  der  Bedeutung  der  Grösse 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  868  und  Abhandlungensammlung,  erste  Ab- 
handlung. 

3)  An  den  anderen  Orten  S.  385  und  S.  33. 

8)  Transact  of  the  Boy.  Soc.  of  Edinburgh,  Vol.  XX,  p.  475. 

*)  Pogg.  Ann.  Bd.  103,  S.  177. 

^)  Meine  Abband! ungensammlung  Bd.  I,  S.  281. 
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JJ  nicht  ganz  zu  entsprechen  scheint,  da  nur  ein  Theil  dieser 
Grösse  wirklich  im  Körper  vorhandene  Wärme,  d.  h.  lebendige 
Kraft  seiner  Molecularbewegungen  darstellt,  während  der  übrige 
Theil  sich  auf  Wärme  bezieht,  welche  zu  innerer  Arbeit  verbraucht 
ist,  und  folglich  nicht  mehr  als  Wärme  existirt  In  der  1866  er- 
schienenen zweiten  Auflage  seines  Buches  hat  Zeuner  dann  die 
Aenderung  vorgenommen,  dasser  die  Grösse  CT  die  innere  Arbeit  ii^^ 
Körpers  genannt  hat.  Ich  muss  aber  gestehen,  dass  ich  diesem 
Namen  ebenso  wenig  zustimmen  kann,  wie  dem  ersteren,  indem  er 
mir  nach  der  anderen  Seite  hin  zu  beschränkt  zu  sein  scheint 

Von  den  beiden  anderen  Namen  scheint  mir  besonders  das 
von  Thomson  gebrauchte  Wort  energy  sehr  passend  zusein,  indem  ^ 
die  Grösse,  um  die  es*sichhier  handelt,  ganz  derjenigen  entspricht, 
welche  in  der  Mechanik  mit  diesem  Worte  bezeichnet  wird.  Ich 
habe  mich  daher  dieser  Benennungsweise  angeschlossen,  und  werde 
auch  im  Folgenden  die  Grösse  ü  die  Energie  des  Körpers  nennen. 

In  Bezug  auf  die  vollständige  Bestimmung  des  Ergais  und  der 
das  Ergal  enthaltenden  Energie,  ist  übrigens  noch  eine  besondere 
Bemerkung  zu  machen.  Da  das  Ergal  die  Arbeit  darstellt,  welche 
die  inneren  Kräfte  leisten  mussten,  während  der  Körper  aus  einem 
als  Ausgangspunkt  gewählten  Anfangszustande  in  seinen  gegen- 
wärtigen Zustand  überging,  so  erhält  man  für  den  gegen- 
wärtigen Zustand  nur  dann  einen  vollständig  bestimmten  Werth 
des  Ergais,  wenn  jener  Anfangszustand  im  Voraus  und  ein  für  alle 
Mal  festgesetzt  ist.  Ist  das  Letztere  nicht  geschehen,  so  muss  man 
sich  zu  der  Function,  welche  das  Ergal  darstellt,  noch  eine  will- 
kürliche Constante  hinzugefügt  denken,  welche  sich  auf  den 
Anfangszustaüd  bezieht  Dabei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass 
es  nicht  immer  nöthig  ist,  die  Constante  wirklich  hinzuschreiben, 
sondern  dass  man  sie  sich  in  der  Function,  so  lange  diese  durch 
ein  allgemeines*  Symbol  bezeichnet  wird,  mit  einbegriffen  denken 
kann.  Ebenso  muss  man  sich  auch  in  dem  Zeichen,  welches  die 
Energie  darstellt,  eine  solche  noch  unbestimmte  Constante  mit  ein- 
begriflFen  denken. 

§.  9.    Gleichungen  für  endliche  Zustandsänderungen 

und  Kreisprocesse. 

Denken  wir  uns  die  Gleichung  (III.)»  welche  sich  auf  eine 
unendlich  kleine  Veränderung  bezieht,  für  irgend  eine  endliche 
Veränderung,  oder  auch  für  eine  Reihe  von  auf  einander  folgenden 
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endlichen  Veränderungen  integrirt,  so  lässt  sich  das  Integral  des 
einen  Gliedes  sofort  angeben.  Die  Energie  ü  ist  nämlich,  wie 
oben  gesagt,  nur  von  dem  gerade  stattfindenden  Zustande  des 
Körpers,  und  nicht  von  der  Art,  wie  er  in  denselben  gelangt  ist, 
abhängig.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  man  den  Alifangs-  und  End- 
werth  von  JJ  mit  üi  und  U^  bezeichnet,  man  setzen  kann : 

Demnach  lässt  sich  clie  durch  Integration  von  (III.)  entstehende 
Gleichung  so  schreiben: 

(4)  JdQ  =  U,  -.  D,  +fdW, 

oder,  wenn  wir  die  beiden  in  dieser  Gleichung  noch  vorkommenden 

Integraleyd^  und  /d  TT,  welche  die  während  der  Veränderung 

oder  der  Reihe  von  Veränderungen  im  Ganzen  mitgetheilte  Wärme 
und  geleistete  äussere  Arbeit  bedeuten,  mit  Q  und  TF bezeichnen: 
(4a)  Q=  u,^  U,+  W. 

Als  speciellen  Fall  wollen  wir  annehmen,  der  Körper  erleide 
eine  solche  Reihe  von  Veränderungen,  durch  die  er  schliesslich 
wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkommt  Eine  solche  Reihe 
von  Veränderungen  habe  ich  einen  Kreisprocess  genannt  Da  in 
diesem  Falle  der  Endzustand  des  Körpers  derselbe  ist,  wie  der 
Anfangszustand,  so  ist  auch  der  Endwerth  U2  der  Energie  gleich 
dem  Anfangswerthe  Z7i,  und  die  Differenz  C/i  —  Ui  ist  somit  gleich 
Null.  Demnach  gehen  die  Gleichungen  (4)  und  (4  a)  für  einen 
Kreisprocess  über  in  folgende : 

(5)  .     JdQ=JdW, 

(5a)  Q=W. 

Bei  einem  Kreisprocesse  ist  also  die  dem  Körper  im  Ganzen  mit- 
getheilte Wärme  (d.  h.  die  algebraische  Summe  aller  einzelnen  im 
Verlaufe  des  Kreisprocesses  mitgetheilten  Wärmemengen,  welche 
theils  positiv,  theils  negativ  sein  können),  einfach  gleich  der  im 
Ganzen  geleisteten  äusseren  Arbeit. 

§.  10.    Gesammtwärme,  latente  und  specifische  Wärme. 

Früher,  als  man  die  Wärme  noch  für  einen  Stoff  hielt,  und  an- 
nahm, dieser  Stoff  könne  in  zwei  verschiedenen  Zuständen  vor- 
kommen, welche  man  mit  den  Worten /m  und  latent  bezeichnete, 
hatte  man  einen  Begriff' eingeführt,  welchen  man  in  den  Rechnungen 

3* 
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vielfach  anwandte  und  die  Gesammiwärme  des  Körpers  nannte. 
Darunter  verstand  man  diejenige  Wärmemenge,  welche  ein  Körper 
hat  aufnehmen  müssen,  um  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande 
in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  zu  gelangen,  und  welche  nun, 
theils  als  freie,  theik  als  latente  Wärme,  in  ihm  vorhanden  sei. 
Man  meinte  dabei,  diese  Wärmemenge  sei,  wenn  der  Anfangszustand 
des  Körpers  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  durch  seinen  gegen- 
wärtigen Zustand  vollständig  bestimmt,  ohne  dass  die  Art,  wie  er 
in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  dabei  in  Betracht  komme. 

Nachdem  wir  nun  aber  in  Gleichung  (4  a)  für  die  Wärmemenge 
Q^  welche  der  Körper  beim  Uebergange  aus  dem  'Anfangszustande 
in  den  Endzustand  aufgenommen  hat,  einen  Ausdruck  gewonnen 
haben,  welcher  die  äussere  Arbeit  W  enthält,  müssen  wir  schliessen, 
dass  von  dieser  Wärmemenge  dasselbe  gilt,  wie  von  der  äusseren 
Arbeit,  nämlich  dass  sie  nicht  bloss  vom  Anfangs-  und  Endzustande 
des  Körpers,  sondern  auch  von  der  Art,  wie  er  aus  dem  einen  in 
den  andern  gelangt  ist,  abhängt.  Der  Begriff  der  Gesammtwärme 
als  einer  nur  vom  gegenwärtigen  Zustande  des  Körpers  abhängigen 
Grösse  ist  also  nach  der  neueren  Wärmetheorie  nicht  mehr  zulässig. 

Das  Verschwinden  von  Wärme  bei  gewissen  Zustandsänderun- 
gen  der  Körper,  z.  B.  beim  Schmelzen  und  Verdampfen,  erklärte 
man  früher,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  daraus,  dass  diese 
Wärme  in  einen  besonderen  Zustand  übergehe,  in  welchem  sie 
durch  unser  Gefühl  und  das  Thermometer  nicht  wahrnehmbar  sei, 
und  in  welchem  man  sie  daher  latent  nannte.  Diese  Erklärungs- 
weise habe  ich  ebenfalls  bestritten,  und  habe  die  Behauptung  auf- 
gestellt, alle  in  einem  Körper  vorhandene  Wärme  sei  fühlbar  und 
durch  das  Thermometer  erkennbar;  die  bei  jenen  Zustandsände- 
rungen  der  Körper  verschwundene  Wärme  existire  gar  nicht  mehr 
als  Wärme,  sondern  sei  zu  Arbeit  verbraucht^  und  die  bei  den  ent- 
gegengesetzten Zustandsänderungen  (z.  B.  Gefrieren  und  Dampf- 
niederschlag) wieder  zum  Vorschein  kommende  Wärme  trete  nicht 
aus  einer  Verborgenheit  hervor,  sondern  sei  durch  Arbeit  neu  er- 
zeugt.  Demgemäss  habe  ich  vorgeschlagen ,  statt  des  Ausdruckes 
latente  Wärme  unter  Anwendung  des  Wortes  Werk^  welches  mit 
Arbeit  im  Wesentlichen  gleichbedeutend  ist,  den  Ausdruck  Werli- 
wa/rme  zu  gebrauchen  *). 

^)  Durch  den  vorgeschlagenen  Namen  Werkwätme  ist  natürlich  nicht 
ausgeschlossen y  dass  man  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Werkwärme  be- 
sonders häufig  zur  Sprache  kommt,    nämlich  bei  der  Verdampfung  und 
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Die  Arbeit  (oder  das  Werk),  zu  welcher  die  Wärme  verbraucht 
wird,  und  durch  welche  bei  der  entgegengesetzten  Veränderung 
Wärme  erzeugt  wird,  kann  von  doppelter  Art  sein,  nämlich  imiere 
und  äitssere  Arbeit.  Wenn*  z.  B.  eine  Flüssigkeit  verdampft,  so 
muss  dabei  die  Anziehung  der  Molecüle  überwunden  werden ,  und 
zugleich  muss,  da  der  Dampf  einen  grösseren  Raum  einnimmt,  als 
die  Flüssigkeit,  der  äussere  Gegendruck  überwunden  werden. 
Diesen  beiden  Theilen  der  Arbeit  (oder  des  Werkes)  entsprechend 
kann  man  auch  die  gesammte  Werkwärme  in  zwei  Theile  zerlegen, 
welche  man  die  innere  Werkwärme  und  die  äussere  Werkwärme 
nennen  kann. 

Diejenige  Wärme,  welche  man  einem  Körper  mittheilen  muss, 
wenn  man  ihn  ohne  Aenderung  seines  Aggregatzustandes  erwär- 
men will,  betrachtete  man  früher  gewöhnlich  ganz  als /me  Wärme 
oder,  besser  gesagt,  als  im  Körper  wirJdich  vorhanden  bleibende 
Wärme;  indessen  fällt  auch  von  dieser  Wärme  ein  grosser  Theil 
in  dieselbe  Kategorie,  wie  die,  welche  man  früher  latente  Wärme 
nannte,  und  für  welche  ich  den  Namen  Werkwärme  vorgeschlagen 
habe.  Mit  der  Erwärmung  eines  Körpers  ist  nämlich  der  Regel 
nach  auch  eine  Aenderung  in  der  Anordnung  seiner  Molecüle  ver- 
bunden,' welche  Aenderung  gewöhnlich  eine  äusserlich  wahrnehm- 
bare Volumenveränderung  des  Körpers  zur  Folge  hat,  aber  auch 
selbst  in  solchen  Fällen,-  wo  der  Körper  sein  Volumen  nicht  ändert, 
stattfinden  kann.  Diese  Anordnungsänderung  erfordert  eine  gewisse 
Arbeit,  welche  theils  innere,  theils  äussere  sein  kann,  und  zu  dieser 
Arbeit  (oder  diesem  Werke)  wiederum  wird  Wärme  verbraucht. 
Die  dem  Körper  zugefuhrte  Wärme  dient  also  nur  zum  Theile  zur 
Vermehrung  der  in  ihm  wirklich  vorhandenen  Wärme,  und  der 
übrige  Theil  dient  als  Werkwärme. 

Aus  diesem  Verhajten  habe  ich  z.  B.  die  auffällig  grosse 
specifische  Wärme  des  flüssigen  Wassers ,  welche  viel  grösser  ist, 
als  die  des  Eises  und  des  Wasserdampfes,  zu  erklären  gesucht i), 
indem  ich  angenommen  habe,  dass  von  der  Wärmemenge,  welche 
das  Wasser  bei  seiner  Erwärmung  von  Aussen  empfängt,  ein  grosser 


beim  Schmelzen,  nach  Belieben,  sofern  es  der  Bequemlichkeit  wegen  zweck- 
mässig erscheint,  eine  Zusammenziehung  in  dem  Ausdrucke  machen  kann, 
und  z.  B.  statt  ^erkwärme  der  Verdampfung  ^  so  wie  icli  es  in  meinen 
Abhandlungen  gethan  habe,  kurz  Verdampf ungstoärme ,  und  statt  Werk- 
warme  des  SchmeUens  kurz  Schmelzwärme  sagen  kann. 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  375  und  Abhandlungensammlung  Bd.  I,  S.  23. 
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Theil  zur  Verringerung  der  Cohäsion  verbraucht  wird ,  und  somit 
als  Werkwärme  dient. 

Nach  ^em  Vorstehenden  wird  es  nöthig,  neben  den  verschie- 
denen specifischen  Wärmen,  welche  angeben,  wie  viel  Wärme  man 
einem  Körper  bei  4en  verschiedenen  Arten  der  Erwärmung  mit- 
theilen muss  (wie  z.  B.  die  specifische  Wärme  eines  festen  oder 
üüssigen  Körpers  unter  gewöhnlichem  atmosphärischen  Drucke  und 
die  specifische  Wärme  eines  Gases  bei  constantem  Volumen  oder 
bei  constantem  Drucke),  noch  eine  andere  Grösse  zu  betrachten, 
welche  angiebt,  um  wieviel  die  in  einer  Gewichtseinheit  eines  Stoffes 
wirklich  vorhandene  Wärme  ^  d.  h  die  lebendige  Kraß  der  Bewe* 
gimgen  seiner  kleinsten  Theilchen^  bei  der  Erwärmung  um  einen 
Grad  suninmt.  Diese  Grösse  wollen  wir  die  wahre  Wärme' 
capacität  des  Körpers  nennen. 

Es  würde  sogar  zweckmässig  sein,  das  Wort  Wärmecapacüät, 
auch  wenn  nicht  wahre  hinzugefügt  wird,  nur  aul"  die  wirklich 
im  Körper  vorhandene  Wärme  zu  beziehen,  dagegen  für  die 
Wärmemenge,  welche  ihm  zur  Erwärmung  unter  irgend  welchen 
gegebenen  Umständen  im  Ganzen  mitgetheilt  werden  muss,  und 
welche  auch  Werkwärme^  in  sich  begreift,  immer  den  Ausdruck 
specifische  Wärme  anzuwenden.  Da  man  indessen  bis  jetzt  das 
Wort  Wärmecapacität  als  gleichbedeutend  mit  dem  Ausdrucke 
specifische  Wärme  zu  gebrauchen  pflegt,  so  ist,  um  ihm  jene  ver- 
einfachte Bedeutung  zu  geben,  noch  die  Hinzufügung  des  Beiwortes 
wahre  nöthig. 

§.  11.    Ausdruck  der  äusseren  Arbeit  für  einen 

besonderen  Fall. 

In  der  Gleichung  (III.)  ist  die  äussere^  Arbeit  allgemein  durch 
d  W  bezeichnet.  Dabei  ist  über  diB  Art  der  äusseren  Kräfte,  welche 
auf  den  Körper  wirken,  und  aufweiche  sich  die  äussere  Arbeit 
bezieht,  gar  keine  besondere  Annahme  gemacht 

Es  ist  aber  zweckmässig,  einen  Fall  speciell  zu  betrachten, 
welcher  besonders  oft  vorkonmit,  und  zu  einem  sehr  einfachen  Aus- 
drucke der  äusseren  Arbeit  fuhrt,  nämlich  den,  wo  die  einzige  äussere 
Kraft,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  oder  wenigstens  die  einzige, 
welche  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  Berücksichtigung  verdient, 
ein  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  wirkender  Druck  ist,  und  wo 
dieser  Druck  (wie  es  bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern,  wenn 


\mm:^^i^m. 
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keine  anderen  fremden  Kräfte  mitwirken,  immer  stattfindet,  und 
bei  festen  Körpern  wenigstens  stattfinden  kafin),  an  allen  Punkten 
der  Oberfläche  gleich  stark,  und  überall  normal  gegen  die  Ober- 
fläche gerichtet  ist.    In  diesem  Falle  braucht  man  zur  Bestimmung 
der  äusseren  Arbeit  nicht  die  Gestaltveränderungen  des  Körpers 
und  seine  Ausdehnung  nach  einzelnen  verschiedenen  Richtungen, 
sondern  nur  seine  Volumenveränderung  im  Ganzen  zu  betrachten. 
Als  ein  anschauliches  Beispiel  möge   zunächst  angenommen 
werden,  der  in  Fig.  1  angedeutete,  durch  einen  leicht  beweglichen 
Fig.  1.  •    Stempel  P  abgeschlossene  Cylinder  enthalte  einen 
ausdehnsamen    StofF,    z.    B.    eine    Quantität    eines 
Gases,  welcher  unter  einem  Drucke  stehe,  der  fiir 
die  Flächeneinheit  durch  2>  bezeichnet  werden  soll. 
f    Der    Querschnitt    des    Cylinders    und    demgemäss 
I    auch  die  Fläche  des    Stempels   werde    mit  a  be- 
j    zeichnet    Dann  wird  der  Druck,  welcher  auf  dem 
:    Stempel  lastet,   und  welcher  bei  der  Hebung  des 
i    Stempels  überwunden  werden  muss,  durch  das  Pro- 
I    duct  |}a  dargestellt.     Wenn  nun  der  Stempel  sich 
zuerst  in  solcher  Höhe  befindet,  dass  seine  untere 
Fläche  um  die  Strecke  h  vom  Boden  des  Cylinders 
entfernt  ist,  und  dann  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dh  gehoben 
wird,  so  bestimmt  sich  die  dabei  geleistete  äussere  Arbeit  durch 

die  Gleichung: 

dW ^  'padh. 

Nun  ist  aber,  wenn  v  das  Volumen  des  eingeschlossenen  Stoßes 

bedeutet,  zu  setzen: 

t;  =  aA, 

und  somit: 

«• 

dv  =  adÄ, 
wodurch  die  obige  Gleichung  übergeht  in : 

Dieselbe  einfache  Form  nimmt  das  Difl'erential  der  äusseren 
Arbeit  auch  für  eine  beliebige  Gestalt  des  Körpers  und  eine  be- 
liebige Art  der  Ausdehnung  an,  wie  man  leicht  durch  folgende  Be- 
trachtung erkennen  wird. 

In  Fig.  2  (a.  f.  S.)  stelle  die  voll  ausgezogene  Linie  die 
Oberfläche  des  Körpers  in  seinem  ursprünglichen  Zustande,  und 
die  punktirte  Linie  seine  Oberfläche  nach  einer  unendlich  kleinen 
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Veränderung  seiner  Gestalt  und  seines  Volumens  dax.    Von  der 
ersteren  Obertiäche  betrachten  wir  ein  Element  doj  beim  Punkte  A. 

p.     2  Eine  auf  diesem  Flächenelemente 

^    j  ^  ,.-;_::::i:iz::::::^^..  /errichtete  Normale  schneide  die 

CA^^^^<^       zweite  Flache  in  einer  Entfernung 
\    dn  von  der  ersten,  wobei  dn  als 
\\    positiv  gerechnet  wird,  wenn  die 
y     betreffende    Stelle    der    zweiten 

^- -„. ,,^^r'  Oberfläche   ausserhalb    des    von 

der  ersten  Oberfläche  einge- 
schlossenen Raumes  liegt,  und  als  negativ,  wenn  sie  innerhalb  liegt. 
Denkt  man  sich  nun  auf  dem  ganzen  Umfange  des  Flächenelementes 
dö  unendlich  viele  Normalen  bis  zur  zweiten  Fläche  errichtet,  so  wird 
dadurch  ein  unendlich  kleiner,  angenähert  prismatischer  Raum  abge- 
grenzt, welcher  das  Element  dci  als  Grundfläche  und  An  als  Höhe 
hat,  und  dessen  Volumen  daher  durch  das  Product  do  dn  dargestellt 
wird.  Dieses  unendlich  kleine  Volumen  bildet  den  dem  Flächen- 
elemente do  entsprechenden  Theil  der  Volumenzunahme  des 
Körpers.  Wenn  wir  den  Ausdruck  dcidw  über  die  ganze  Ober- 
fläche integriren,  erhalten  wir  die  ganze  Volumenzunahme  des 
Körpers,  also  die  Grösse  dt?,  und  wir  können  somit,  indem  wir  die 
Integration  über  die  Oberfläche  durch  ein  mit  dem  Index  cd  ver- 
sehenes Integralzeichen  andeuten,  schreiben: 


(7)        '  dv=    f 


dnd(D. 

Bezeichnen  wir  femer,  wie  oben,  den  Druck  auf  die  Flächen- 
einheit  der  Oberfläche  mit  p^  so  ist  der  Druck  auf  das  Flächen- 
element  do  gleich  jpdco.  Demgemäss  wird  der  Theil  der  äusseren 
Arbeit,  welcher  diesem  Flächeneleipente  entspricht,  und  darin  be- 
steht, dass  das  Element  unter  dem  Einflüsse  der  äusseren  Kraft 
l>dGi  um  das  Stück  dn  senkrecht  verschoben  wird,  durch  das 
Product  pdadn  ausgedrückt  Durch  Integration  dieses  Ausdruckes 
über  die  ganze  Oberfläche  erhält  man  die  ganze  äussere  Arbeit, 
nämlich: 


dW  =   I  pdndo. 


Q) 


Da  2?  für  die  ganze  Oberfläche  gleich  ist,  so  kann  es  aus  dem 
Integralzeichen  herausgenommen  werden,  so  dass  die  Gleichung 
lautet: 
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dW  =  p   1  dndcDj 

und  unter  Anwendung  von  (7)  übergeht  in: 

dW  =  pdv^ 

welches  dieselbe  Gleichung  ist,  die  schon  unter  (6)  gegeben  wurde. 
In  Folge  dieser  Gleichung  können  wir  der  Gleichung  (111.)  für 
den  Fall,  wo  als  äussere  Kraft  nur  ein  gleichmässiger  und  normaler 
Oberflächendruck  wirkt,  folgende  Gestalt  geben: 

Diese  Gleichung,  welche  den  gebräuchlichsten  mathematischen 
Ausdruck  des  ^rsten  j^^j.]^^ti4flij>.ftH  der  mechanischen  Wärmetheorie 
bildet,  wollen  wir  nun  zunächst  auf  eine  Körperclasse  anwenden, 
welche  sich  durch  die  Einfachheit  der  Gesetze,  unter  denen  sie 
steht,  auszeichnet,  und  für  'welche  daher  auch  die  Gleichung  eine 
besonders  einfache  Form  annimmt,  so  dass  die  Rechnungen,  zu 
denen  sie  Veranlassung  giebt,  sich  leicht  ausführen  lassen. 
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Behandlung  der  vollkommenen  Gase. 

§.  1.    Gasförmiger  Aggregatzustand. 

Unter  den  Gesetzen,  welche  den  gasförmigen  Aggregatzustand 
charakterisiren,  sind  besonders  das  Mariotte'sche  und  das  Gay- 
Lussac*sche  Gesetz  hervorzuheben,  welche  sich  gemeinsam  durch 
Eine  Gleichung  ausdrücken  lassen.  Es  möge  eine  Gewichtseinheit 
eines  Gases  gegeben  sein,  welche  bei  der  Temperatur  des  Gefrier- 
punktes unter  irgend  einem  als  Normaldruck  angenommenen  Drucke 
Pq  (z.  B.  dem  Drucke  einer  Atmosphäre)  das  Volumen  Vq  einnehme. 
Wenn  dann  bei  der  Temperatur  t  (nach  Celsius-Graden  gemessen) 
der  Druck  mit  p  und  das  Volumen  mit  v  bezeichnet  wird,  so  soll 
nach  diesen  Gesetzen  die  Gleichung: 

(1)  pv  =  poVo  (1  +  at) 

gelten,  worin  die  Grösse  a,  welche  man  den  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  zu  nennen  pflegt,  obwohl  sie  sich  nicht  bloss  auf  die 
Volumenänderung,  sondern  auch  auf  die  Druckänderung  bezieht, 
für  alle  Gase  einen  und  denselben  Werth  haben  soll. 

•  Zwar  hat  in  neuerer  Zeit  Regnault  durch  sehr  sorgfältige 
Versuche  nachgewiesen ,  dass  diese  Gesetze  nicht  in  aller  Strenge 
richtig  sind,  doch  sind  die  Abweichungen  für  die  permanenten 
Gase  sehr  gering,  und  werden  nur  bei  solchen  Gasen  bedeutender,  die 
sich  condensiren  lassen.  Daraus  scheint  zu  folgen,  dass  die  Gesetze 
um  so  strenger  gültig  sind,  je  weiter  das  Gas  in  Bezug  auf  Druck 
und  Temperatur  von  seinem  Condensationspunkte  entfernt  ist  Man 
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kann  sich  daher,  während  'die  Genauigkeit  für  die  permanenten 
Gase  schon  im  gewöhnlichen  ZAstande  so  gross  ist,  dass  man  sie 
fiir  die  meisten  Untersuchungen  als  vollkommen  betrachten  kann, 
für  jedes  Gas  einen  Grenzzustand  denken,  in  dem  die  Genauigkeit 
wirklich  Yollkomm^n  wird,  und  diesen  ideellen  Zustand  wollen  wir 
im  Folgenden  als  erreicht  annehmen  und  solche  Gase,  bei  denen 
er  vorausgesetzt  wird,  kurz  vollJconimene  Gase  nennen. 

Da  nun  aber  die  Grösse  a  bei  den  wirklich  vorhandenen  Gasen 
nach  Regnault's  Bestimmungen  njcht  ganz  gleich  ist,  und  auch 
bei  einem  und  demselben  Gase  unter  verschiedenen  Umständen 
etwas  verschiedene  Werthe  hat,  so  fragt  es  sich,  welchen  Werth  ^•^^'?. 
man  dieser  Grösse  bei  den  vollkommenen  Gasen,  bei  denen  der- 
artige Unterschiede  nicht  mehr  vorkommen  können,  zuschreiben 
muss. 

Jedenfalls  müssen  wir  uns  dabei  an  die  Zahlen  halten,  welche 
für  permanente  (iase  gefunden  sind.  Bei  der  Untersuchungsweise, 
welche  sich  auf  die  Druckzunahme  bei  constantem  Volumen  bezog, 
hat  Regnault  für  verschiedene  permanente  Gase  folgende  Zahlen 
gefunden:  tV.'^*^-         '  iu'>  ^'-^.r  .-« 

Atmosphärische  Luft    .    .    .    0-00366Ö  c^cc^6J0 

Wasserstoff 0-003667  r^rc:.6't 

Stickstoff 0-003668 

Kohlenoxyd 0-003667. 

Diese  Zahlen  zeigen  90  unbedeutende  Differenzen,  dass  bei  einer 
Auswahl  unter  ihnen  wenig  darauf  ankommt,  für  welche  man  sich 
entscheidet;  da  aber  mit  der  atmosphärischen  Luft  von  Regnault 
die  meisten  Versuche  angestellt  sind,  und  auch  Magnus  durch 
seine  Versuche  zu  einem  ganz  übereinstimmenden  Resultate  gelangt 
ist,  so  scheint  es  mir  am  angemessensten,  die  Zahl  0*003665  zu 
wählen. 

Nun  hat  aber  Regnault  bei  der  anderen  Untersuchungsweise,* 
wobei  der  Druck  constant  blieb,  und  die  Volumenzunahme  beobachtet 
wurde,  einen  etwas  anderen  Werth  von  a  für  die  atmosphärische 
Luft  gefunden,  nämlich  0*003670.  Ferner  hat  er  beobachtet,  dass 
verdünnte  Luft  einen  etwas  kleineren  und  verdichtete  Luft  einen 
etwas  grösseren  Ausdehnungscoefficienten  hat,  als  Luft  von  gewöhn- 
Ucher  Dichtigkeit 

Dieser  letztere. Umstand  hat  einige  Physiker  zu  dem  Schlüsse 
veranlasst,  man  müsse,  weil  die  verdünnte  Luft  dem  vollkommenen 
Gaszustande  näher  sei,  als  Luft  von  gewöhnlicher  Dichtigkeit,  für 


>'-  ^ 
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die  vollkommenen  Gase  einen  kleineren  Werth  als  0*003665  an- 
nehmen. Hiergegen  ist  aber  einzuwenden,  dass  Regnault  für 
WässerstoflF  jene  Abhängigkeit  des  Ausdehnungscoefficienten  von 
der  Dichtigkeit  nicht  beobachtet,  sondern  bei  der  einfachen  und 
dreifachen  Dichtigkeit  fast  genau  denselben  Werth  erhalten  hat, 
und  dass  er  überhaupt  gefunden  hat,  dass  Wasserstoff  sich  in  seinen 
Abweichungen  vom  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac'schen 
Gesetze  ganz  anders  und  meistens  sogar  gerade  entgegengesetzt 
verhält,  wie  atmosphärische  Luft.  Unter  diesen  Umständen  scheint 
mir  der  obige  aus  dem  Verhalten  der  atmosphärischen  Luft  ge- 
zogene Schluss  etwas  gewagt  zu  sein,  denn  man  wird  es  gewiss  als 
wahrscheinlich  zugeben,  dass  der  Wasserstoff  dem  vollkommenen 
Gaszustande  mindestens  ebenso  nahe  ist,  wie  atmosphärische  Luft, 
und  demgemäss  niuss  man  bei  den  auf  diesen  Zustand  bezüglichen 
Schlüssen  das  Verhalten  des  Wasserstoffes  ebenso  gut  berück- 
sichtigen, wie  dasjenige  der  atmosphärischen  Luft. 

Ich  glaube  daher,  dass  es  für  so  lange,  als  nicht  durch  neue 
Beobachtungsdata  zuverlässigere  Anhaltspunkte  für  weitere  Schlüsse 
gewonnen  sind,  am  zweckmässigsten  ist,  sich  an  die  Zahl  zu  halten, 
welche  unter  dem  Drucke  von  einer  Atmosphäre  fiir  atmosphärische 
Luft  und  Wasserstoff  sehr  nahe  übereinstimmend  gefunden  ist,  und 
zu  setzen: 

(2)  a  =  0-003665  =  ^  • 

Wenn  man  den  Bruch  —  durch  a  bezeichnet,  so  kann  man 

a 

der  Gleichung  (1)  auch  folgende  Form  geben: 

(3)  _p«=i^(„4.Q. 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 


(4)  R  = 


Po^o 


a 

(5)  T=a  +  f, 
so  kommt: 

(6)  pv  =  BT. 

Hierin  ist  JB  eine  Constante,  welche  von  der  Natur  des  Gases  ab- 
hängt und  seinem  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proportional  ist. 
T  bedeutet  die  Temperatur,  wenn  sie  nicht  vom  Gefrierpunkte  aus, 
sondern  von  einem  umaGrade  tiefer  hegenden  Nullpunkte  aus  gezählt 
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wird.  Diese  von  —  a  an  gezählte  Temperatur  wollen  wir  die  aft- 
sciiäe  Temperatur  nennen,  indem  wir  uns  vorbehalten,  diesen  Namen 
an  einer  anderen  Stelle  näher  zu  motiviren.  unter  Voraussetzung 
des  in  (2)  angenommenen  Werthes  von  «  erhalten  wir: 

(«  =  —  =  273 
(7)  " 

|r  =  273+  t 

§.  2.    Nebenannahme  in  Bezug  auf  gasförmige  Körper. 

'  Gay-Lussac  hat  den  Versuch  gemacht,  dass  er  ein  mit  Luft 
gefülltes  Gefäss  mit  einem  gleich  grossen  luftleeren  in  Verbindung 
setzte,  so  dass  die  eine  Hälfte  der  Luft  in  dieses  überströmte. 
Indem  er  dann  die  Temperatur  der  beiden  Hälften  mass  und  mit 
der  ursprünglichen  Temperatur  der  Luft  verglich,  fand  er,  dass 
die  übergeströmte  Luft  sich  erwärmt  und  die  zurückgebliebene 
Luft  sich^um  ebenso  viel  abgekühlt  hatte,  so  dass  die  mittlere 
Temperatur  der  ganzen  Luftmasse  nach  der  Ausdehnung  dieselbe 
war,  wie  vor  der  Ausdehnung.  Es  hatte  also  bei  dieser  Art  von 
Ausdehnung,  bei  welcher  keine  äussere  Arbeit  geleistet  wurde,  auch 
kein  Wärmeverlust  stattgefunden.  Zu  demselben  Ergebnisse  ist 
auch  Joule  1)  und  später  Regnaul t^)  gekommen,  welche  ähnliche 
Versuche  mit  grosser  Sorgfalt  ausgeführt  haben. 

Man  kann  den  entsprechenden  Satz  auch  unabhängig  von 
jenen  speciellen  Experimenten  durch  gewisse  in  meiner  ersten  Ab- 
handlung enthaltene  Schlüsse  aus  den  sonst  schon  bekannten 
Eigenschaften  der  Gase  ableiten,  wobei  man  zugleich  den  Grad 
/Seiner  Genauigkeit  erkennen  kann. 

Die  Gase  zeigen  nämlich  in  ihrem  Verhalten,  besonders  in  der 
durch  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz  ausge- 
drückten Beziehung  zwischen  Volumen,  Druck  und  Temperatur, 
eine  so  grosse  Regelmässigkeit,  dass  man  dadurch  zu  der  Vor- 
stellung geleitet  wird,  dass  die  gegenseitige  Anziehung  der  Mole- 
cüle,  welche  im  Innern  der  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körper 
wirkt,  bei  den  Gasen  schon  aufgehoben'  sei,  so  dass  die  Wärme, 
während  sie  bei  jenen,  um  eine  Ausdehnung  zu  bewirken,  nicht 


1)  PhiL  Mag,  8er.  III,  Voh  26  und  Joule,  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme,  übersetzt  von  Spengel,  8.  65. 
^)  Comptea  rendus  t.  36,  p.  680, 
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bloss  den  äusseren  Druck,  sondern  auch  die  inneren  Anziehungen 
überwinden  muss,  es  bei  den  Gasen  nur  noch  mit  dem  äusseren 
Drucke  zu  thun  habe.  Ist  dieses  der  Fall ,  so  kann,  wenn  ein  Gas 
sich  bei  constanter  Temperatur  ausdehnt,  dabei  nur  so  viel  Wärme 
verbraucht  werden,  wie  zu  der  äusseren  Arbeit  nöthig  ist.  Femer 
lässt  sich  auch  nicht  annehmen,  dass  die  in  dem  Gase  wirklich 
vorhandene  Wärmemenge,  nachdem  es  sich  bei  constanter  Tempe- 
ratur ausgedehnt  hat,  grösser  sei,  als  vorher.  Giebt  man  auch 
dieses  zu,  so  erhält  man  folgenden  Satz :  ein  permanentes  Gas  ver- 
sehlucM^  wenn  es  sich  bei  constanter  Temperatur  ausdehnt,  nur  so 
viel  Wärme,  wie  zu  der  äusseren  Arbeit^  die  es  dabei  leistet,  ver- 
braucht wird. 

Natürlich  darf  man  aber  diesem  Satze  keine  strengere  Gültig- 

/   keit  zuschreiben,  als  den  Sätzen,  aus  welchen  er  abgeleitet  ist, 

l    sondern  muss  vielmehr  annehmen,  dass  er  für  jedes  Gas  in  eben 

I     dem  Grade  genau  ist,  in  welchem  das  Mariotte'sche  und  Gay- 

Lussac'sche  Gesetz  auf  dasselbe  Anwendung  findet    Nur  für  die 

vollkommenen  Gase  darf  man  ihn  als  streng  richtig  ansehen« 

In  diesem  Sinne  habe  ich  den  Satz  in  Anwendung  gebracht, 
und  habe  ihn  als  eine  Nebenannahme  mit  den  beiden  Hauptsätzen 
der  mechanischen  Wärmetheorie  in  Verbindung  gesetzt  und  zu 
weiteren  Schlüssen  benutzt. 

Später  hat  W.  Thomson,  welcher  mit  einem  der  gezogenen 
Schlüsse  anfangs  nicht  übereinstimmte,  im  Vereine  mit  J.P.Joule 
es  unternommen,  die  Richtigkeit  des  Satzes  experimentell  zu 
prüfen  i),  und  sie  haben  dazu  mit  vieler  Sorgfalt  eine  Reihe  zweck- 
mässig ersonnener  Versuche  angestellt,  welche  ihrer  Wichtigkeit 
wegen  weiter  unten  noch  näher  besprochen  werden  sollen.  Dabei 
hat  sich  nicht  nur  der  Satz  im  Allgemeinen,  sondern  auch  die 
von  mir  über  den  Grad  seiner  Genauigkeit  hinzugefügte  Bemer- 
kung durchaus  bestätigt.  Für  die  von  ihnen  untersuchten  per- 
manenten Gase,  atmosphärische  Luft  und  Wasserstoff,  haben  sie 
den  Satz  so  nahe  richtig  gefunden,  dass  die  Abweichungen  in  den 
meisten  Rechnungen  vernachlässigt  werden  können,  während  sie 
bei  dem  zur  Untei^suchung  ausgewählten  nicht  permanenten  Gase, 
der  Kohlensäure,  ganz  so,  wie  es  nach  dem  sonstigen  Verhalten 
dieses  Gases  zu  erwarten  war,  etwas  grössere  Abweichungen  be- 
obachtet haben. 


1)  Phil,  Tranaact.  of  the  Boy.  Soc.  of  London  for  1853,  1854  and  1862. 
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Hiernach  wird  man  jetzt  um  so  weniger  Bedenken  tragen,  den 
Satz  für  die  wirklich  bestehenden  Gase  als  so  nahe  richtig,  wie 
das  Mario tte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz,  und  für  die 
Yollkommenen  Gase  als  streng  richtig  in  Anwendung  zu  bringen. 

§.  3.    Formen,  welche  die  den  ersten  Hauptsatz  aus-  ' 
drückende  Gleichung  für  vollkommene  Gase  annimmt. 

Wir  kehren  nun  zur  Gleichung  (IV.),  nämlich 

zurück,  um  sie  auf  ein  vollkommenes  Gas  anzuwenden,  wozu  wir 
uns  wieder,  wie  weiter  oben,  eine  Gewichtseinheit  desselben  gegeben 
denken. 

Der  Zustand  des  Gases  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  seine 
Temperatur  und  sein  Volumen  gegeben  ist,  und  ebenso  lässt  er 
sich  durch  Temperatur  und  Druck  und  durch  Druck  und  Volumen 
bestimmen.  Wir  wollen  zunächst  die  beiden  erstgenannten  Grössen, 
Temperatur  und  Volumen,  zur  Bestinunung  des  Zustandes  des 
Gases  auswählen,  und  demgemäss  Tund  v  als  die  unabhängigen 
Veränderlichen  betrachten,  von  denen  alle  anderen  auf  den  Zustand 
des  Gases  bezüglichen  Grössen  abhängen.  Indem  wir  dann  Uuch 
die  Energie  U  des  Gases  als  Function  dieser  beiden  Veränderlichen 
ansehen,  können  wir  schreiben: 

wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

(8)  äQ=^dT-^{§  +  p)äv. 

Diese  Gleichung,  welche  in  der  vorstehenden  Form  nicht  bloss  für 
ein  Gas,  sondern  für  jeden  Körper,  dessen  Zustand  durcli  Tempe- 
ratur und  Volumen  bestimmt  wird,  gültig  ist,  lässt  sich  für  gas- 
formige Körper,  wegen  der  besonderen  Eigenschafben  dieser 
letzteren,  noch  wesentlich  vereinfachen. 

Die  Wärmemenge,  welche  das  Gas  aufnehmen  muss,  wenn  es 
sich  bei  constanter  Temperatur  um  dv  ausdehnt,  ist  allgemein  durch 

-j^dv  zu  bezeichnen.  Da  diese  Wärmemenge  nach  der  im  vorigen 

Paragraphen  besprochenen  Nebenannahme  gleich  der  bei  der  Aus- 
dehnung geleisteten  Arbeit  ist,  welche  durch  pdv  dargestellt  wird, 
80  erhalten  wir  die  Gleichung: 
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^dv=pdv, 
woraus  folgt: 

dv       P 
Nun  ist  aber  andererseits,  gemäss  der  Gleichung  (8),  zu  setzen: 

dv  ~  dv  ^^' 
und  aus  der  Vereinigung  beider  Gleichungen  ergiebt  sich: 

W  42=0. 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Energie  ü  bei  einem  vollkommenen 
Gase  vom  Volumen  unabhängig  ist,  und  somit  nur  eine  Function 
der  Temperatur  sein  kann. 

JTT 

Indem  wir  nun  in  der  Gleichung  (8)  -r—   gleich  Null  setzen, 

und  für  -r^?  das  Zeichen  C^,  einfuhren,  geht  sie  über  in: 

(10)  dQ=  C,dT  +  pdv. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  ersieht  man  sofort,  dass  C„  die 
specifische  Wärme  des  Gases  bei  constanteni  Volumen  bedeutet,  in- 
dem CpdTdie  Wärmemenge  ausdrückt,  welche  dem  Gase  bei  der 
Erwärmung  um  djPmitgetheilt  werden  muss,  wenn  dv  gleich  Null 

ist.    Da  diese  speciüsche  Wärme  gleich  -^^^  also  gleich  dem  nach 

der  Temperatur  genommenen  Differentialcoefficienten  einer  Tempe- 
raturfunction  ist,  so  kann  auch  sie  nur  eine  Function  der  Tempe- 
ratur sein. 

In  der  Gleichung  (10)  kommen  alle  drei  Grössen  T,  t;  und  p 
vor.  Es  ist  aber  leicht,  mit  Hülfe  der  Gleichung  (6)  eine  derselben 
zu  eliminiren,  und  indem  wir  dieses  der  Reihe  nach  mit  allen  dreien 
ausführen,  erhalten  wir  drei  verschiedene  Formen  der  Gleichung. 

Durch  Elimination  p  geht  sie  über  in : 

(11)  dQ=  C,dT  +  ^dv. 

Um  femer  v  zu  eliminiren,  setzen  wir: 

BT 

V  = , 

JP 
woraus  folgt: 
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P  P^ 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  von  dv  in  (10)  einsetzen  und  dann  die 
beiden  Glieder,  welche  dT  enthalten,  zusammenziehen,  bekommen 
wir: 

(12)  dQ  =^  {C,  +  R)dT^  —dp. 

Um  endlich  T  zu  eliminiren,  setzen  wir  gemäss  (6) : 

^y  _  vdp  4-  pdv 

R 
wodurch  (10)  übergeht  in: 

(13)  dQ=^vdp+^^^^pdv. 


§.  4.     Folgerung  in  Bezug  auf  die  beiden  specifischen 
Wärmen  und  Umformung  der  vorigen  Gleichungen. 

Ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (10)  ersichtlich  ist,  dass  die 
darin  als  Factor  von  d  T  stehende  Grösse  C„  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Volumen  bedeutet,  ist  auch  aus  der  Gleichung  (12) 
ersichtlich,  dass  der  in  ihr  vorkommende  Factor  von  dT,  nämlich 
Cj,  -\-  R^  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  darstellt. 
Wir  können  daher,  wenn  wir  die  letztere  specifische  Wärme  mit 
Cp  bezeichnen,  setzen : 
(14)  Cp  =C,  +  R, 

welche  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  specifischen 
Wärmen  angiebt 

Da  R  eine  Constante  ist,  und  Cp,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
nur  eine  Function  der  Temperatur  sein  kann,  so  folgt  aus  dieser 
Gleichung,  dass  auch  Cp  nur  eine  Function  der  Temperatur  sein 
kann. 

Als  ich  zuerst  in  der  oben  erläuterten  Weise  aus  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  den  Schluss  zog,  dass  die  beiden  specifischen 
Wärmen  eines  permanenten  Gases  von  seiner  Dichtigkeit,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  von  dem  Drucke,  unter  dem  es 
steht,  unabhängig  sein  müssen ,  und  nur  von  der  Temperatur  ab- 
hängen können,  und  noch  die  Bemerkung  hinzufügte,  dass  sie 
wahrscheinlich  sogar  constant  seien,  gerieth  ich  dadurch  mit  den 
damals  herrschenden  Ansichten  in  Widerspruch.     Zu  jener  Zeit 

Clausias,  ibech.  Wftnnetheorie.  I.  4 
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galt  es,  in  Folge  der  Versuche  von  Suermann  und  von  de  la 
Roche  und  Berard,  als  feststehend,  dass  die  specifische  Wärme 
der  Gase  vom  Drucke  abhängig  sei,  und  der  Umstand,  dass  die 
neue  Theorie  zu  einem  anderen  Resultate  führte,  erregte  Misstrauen 
gegen  dieselbe,  und  wurde  u.  A.  von  Holtzmann  zu  ihrer  Be- 
kämpfung benutzt. 

Einige  Jahre  später  aber  erfolgte  die  erste  Publication  der 
schönen  Untersuchungen  von  Regnault  über  die  specifische  Wärme 
der  Gasei),  bei  welchen  auch  der  Einfluss  des  Druckes  und  der 
Temperatur  auf  die  specifische  Wärme  einer  speciellen  Prüfung 
unterworfen  ist.  Regnault  hat  die  atmosphärische  Luft  zwischen 
1  und  12  Atmosphären  und  den  WasserstoflF  zwischen  1  und  9 
Atmosphären  Druck  untersucht,  hat  aber  keinen  Unterschied  in 
der  specifischen  Wärme  finden  können.  Die  Temperatur  hat  er 
in  der  Weise  geändert,  dass  er  die  Untersuchungen  zwischen  —  30® 
und  -f-  10^  zwischen  0^  und  100<>  und  zwischen  0^  und  200<>  ange- 
stellt hat,  und  auch  hierbei  hat  er  die  specifische  Wärme  immer 
gleich  gefunden*).  Das  Resultat  seiner  Untersuchungen  kann  also 
dahin  ausgedrückt  werden,  dass  innerhalb  der  Grenzen  von  Druck 
und  Temperatur,  bis  zu  welchen  seine  Beobachtungen  reichten, 
die  specifische  Wärme  der  permanenten  Gase  sich  constant  zeigte. 

Diese  directen  experimentellen  Untersuchungen  haben  sich 
freilich  nur  auf  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  be- 
zogen; man  wird  aber  wohl  kaum  ein  Bedenken  tragen,  dasselbe 
Resultat  nun  auch  für  die  andere  specifische  Wärme,  welche  sich 
nach  Gleichung  (14)  von  jener  nur  durch  die  Constante  R  unter- 
scheidet, als  richtig  anzunehmen.  Demgemäss  wollen  wir  im  Fol- 
genden, wenigstens  für  die  vollkommenen  Gase,  die  beiden  specifi- 
schen Wärmen  als  constant  behandeln. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  kann  man  die  drei  unter  (11), 
(12)  und  (13)  gegebenen  Gleichungen,  welche  den  ersten  Haupt- 

1)  Comptes  rendus  T.  XXXVI,  1853;  später  vollständig  veröffentlicht 
im  zweiten  Bande  seiner  Relation  des  expMencea. 

2)  Die  auf  S.  108  des  zweiten  Bandes  der  Bei.  des  exp,  für  atmo- 
sphärische Luft  angeführten,  auf  gewöhnliche  Wärmeeinheiten  bezüglichen 
Zahlen  sind: 

zwischen  —  dO^  und  +    10«        023771 

„  ^    n     +  100<»        0-23741 

„  00    „     4-  2000        0-23751, 

welche  als  gleich  betrachtet  werden  können. 
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satz  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  Gase  ausdrücken,  auch 
so  umgestalten,  dass  sie,  statt  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Volumen,  diejenige  bei  constantem  Drucke  enthalten,  was 
vielleicht  geeigneter  erscheinen  kann,  weil  die  letztere,  als  die  durch 
directe  Beobachtungen  bestimmte,  häufiger  angeführt  zu  werden 
pflegt,  als  die  erstere.    Dann  lauten  die  Gleichungen: 


(15) 


dQ  =  (Cp-B)dT  + 


BT 


V 


dv 


dQ=C,dT-^dp 


Endlich  kann  man  auch  beide  specifische  Wärmen  in  die  Gleichungen 
"  einfuhren  und  dafür  die  Grösse  R  eliminiren,  wodurch  die  Gleichun- 
gen in  Bezug  auf  jp  und  v  symmetrischer  werden,  nämlich: 


(IG) 


dQ=  C,dT-\-(C„- 


T 

C,)  —  dv 

T 

Cp)  —  dp 


In  den  obigen  Gleichungen  sind  die  specifischen  Wärmen  in 
mechanischen  Einheiten  ausgedrückt.  Will  man  sie  in  gewöhn- 
lichen Wärmeeinheiten  ausdrücken,  so  braucht  man  jene  Werthe 
nur  durch  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  zu  dividiren. 
Bezeichnet  man  also  die  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  aus- 
gedrückten specifischen  Wärmen  mit  c^  und  Cp,  so  hat  man  zu 
setzen : 


(17) 


C. 


'^p—  E 


Unter  Anwendung  dieser  Zeichen  geht  die  Gleichung  (14),  nach- 
dem man  alle  Glieder  durch  E  dividirt  hat,  über  in: 


(18) 


c«  =  c»  -f 


E 


4» 
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§.  5.    Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  und 
Anwendung  desselben  zurBerechnung  des  mechanischen 

Aequivalentes  der  Wärme. 

Wenn  durch  irgend  ein  Gas,  z.  B.  durch  die  atmosphärische 
Luft,  ein  System  von  SchallweJleiL^ich  fortpflanzt,  so  wird  das  Gas 
dabei  abwechselnd  verdichtet  und  verdünnt,  und  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  der  Schallsich  fortpflanzt,  hängt,  wie  schon  New- 
ton nachgewiesen  hat,  davon  ab,  wie  bei  diesen  Dichtigkeitsände- 
rungen der  Druck  sich  ändert  Für  sehr  kleine  Dichtigkeits-  und 
Druckänderungen  dient  als  Ausdruck  der  zwischen  ihnen  statt- 
findenden Beziehung  der  DiflFerentialcoefficient  des  Druckes  nach 
'/  der  Dichtigkeit,  also,  wenn  die  Dichtigkeit,  d.  h.  das  Gewicht  der 

Volumeneinheit,  mit  g  bezeichnet  wird,  der  Differentialcoefficient 


r^     \^^ 


<   .^   -  T —     Unter  Anwendung  desselben  erhalten  wir  für  die  Schall- 

'--'-  L?  Vfeeschwindigkeit,  welche  wir   mit  u  bezeichnen  wollen,   folgende 
Gleichung : 

(.9,  .=\/;f; 

worin  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet. 

Um  nun  den  Werth  des  Differentialcoefficienten  -r^zubestim- 

dQ 

men,  wandte  Newton  das  Mariotte'sche  Gesetz  an,  nach  welchem. 

I 

Druck  und  Dichtigkeit  einander  proportional  sind.    Ersetzte  also: 

£-  =  Const, 
Q 

woraus  man  durch  Differentiation  erhält: 

9dp  —  pdQ^_ 

i      und  somit: 

?;•"!     (20)  ^  =  ^, 

•  :  ;   !      ^     ^  dQ  g  ' 

1 '«>  •         wodurch  (19)  übergeht  in: 


(21)  u  =  yg^- 

Die  mit  Hülfe  dieser  Formel  berechnete  Schallgeschwindigkeit 
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stimmte  aber  mit  der  Erfahrung  nicht  überein,  und  der  Grund 
dieser  Differenz  wurde,  nachdem  man  sehr  lange  vergeblich  danach 
gesucht  hatte,  endlich  von  Laplace  aufgefunden. 

Das  Mariotte'sche  Gesetz  gilt  nämlich  nur,  wenn  die  Dich- 
tigkeitsänderung bei  constanter  Temperatur  vor  sich  geht  Dieses 
ist  aber  bei  den  Schallschwingungen  nicht  der  Fall,  sondern  bei 
jeder  Verdichtung  findet  gleichzeitig  Erwärmung  und  bei  jeder  Ver- 
dünnung Abkühlung  statt.  Demgemäss  muss  bei  der  Verdichtung 
der  Druck  stärker  zunehmen ,  und  bei  der  Verdünnung  der  Druck 
stärker  abnehmen,  als  es  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  sein 
sollte,    ^s  fragt  sich  nun,  wie  unter  diesen  Umständen  der  Werth 

des  Differentialcoefücienten  -^  bestimmt  werden  kann. 

dg 

Da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  sehr  schnell  wechseln, 
so  kann  während  einer  solchen  kurzen  Zeit  :^wischen  den  ver- 
dichteten und  verdünnten  Theilen  des  Gases  nur  ein  sehr  geringer 
Wärmeaustausch  stattfinden.  Vernachlässigt  man  diesen,  so  hat 
man  es  mit  einer  Dichtigkeitsänderung  zu  thun,  bei  welcher 
die  betreffende  Gasmenge  keine  Wärme  von  Aussen  empfängt  oder 
nach  Aussen  abgiebt,  und  man  hat  also,  wenn  man  die  Differen- 
tialgleichungen des  vorigen  Paragraphen  auf  diesen  Fall  anwenden 
will,  d^  =  0  zu  setzen.  Thun  wir  dieses  z.  B.  in  der  letzten  der 
Gleichungen  (16),  so  lautet  sie: 

r — hr  ^^P  +  r    ^  r  P^^  =  ^' 

Lfp  —  O^  C/p  —  L/|, 

oder  nach  Forthebung  des  gemeinsamen  Nenners: 

C„vdp  +  Cppdv  ==  0. 

Da  nun  das  auf  die  Gewichtseinheit  bezügliche  Volumen  v  der 
reciproke  Werth  der  Dichtigkeit  ist,  so  können  wir  setzen: 

V  =  — ,  und  daher  dv  =  — 


wodurch  die  Gleichung  übergeht  in : 

^  dp         p  pdg  _ 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

^^^^  dg-  C,    g 

Dieser  Werth  des  Differentialcoefficienten  unterscheidet  sich 
von  dem  aus  dem  Mario tte' sehen  Gesetze  abgeleiteten,  unter  (20) 
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gegebenen  dadurch,  dass  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen 
Wärmen  in  ihm  als  Factor  vorkommt.  Dieses  Verhältniss  wollen 
wir  durch  einen  einfachen  Buchstaben  bezeichnen,  indem  wir  setzen: 

(23)  *  =  •§■' 

wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in: 

(«)      '    t=*f- 

Indem  wir  diesen  Werth  des  DiflFerentialcofefficienten  in  die  Gleichung 
(19)  einsetzen,  erhalten  wir  statt  (21): 

(25)  u^yicg^' 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  k  bekannt  ist,  die 
Schallgeschwindigkeit  u  berechnen.  Wenn  dagegen  die  Schall- 
geschwindigkeit durch  Beobachtung  bekannt /st,  so  kann  man  die 
Gleichung  zur  Berechnung  von  h  anwenden,  indem  man  sie  um- 
formt in: 

(26)  '        A:  =  ^'^ 


9P 

Für  die  atmosphärische  Luft  ist  die  Schallgeschwindigkeit 
mehrfach  mit  grosser  Sorgfalt  von  verschiedenen  Physikern  be- 
stimmt, deren  Resultate  unter  einander  nahe  übereinstimmen. 
Nach  den  Versuchen  von  Bravais  und  Martins i)  beträgt  die 
Schallgeschwindigkeit  bei  der  Temperatur  des  Gefrierpunktes 
332-4;  m.  Diesen  Werth  wollen  wir  in  die  Gleichung  (26)  ein- 
setzen.     Femer  haben   wir   darin  für  g  den   bekannten   Werth 

9*809  m  zu  setzen.    Bei  der  Bestimmung  des  Bruches  —  können 

wir  den  Druck  p  beliebig  wählen,  müssen  aber  dann  für  die  Dich- 
tigkeit Q  den  Werth  setzen,  welcher  dem  gewählten  Druclce  ent- 
spricht. Wir  wollen  p  als  den  Druck  einer  Atmosphäre  annehmen. 
Dieser  Druck  muss  in  der  Formel  durch  ein  auf  einer  Flächen- 
einheit lastendes  Gewicht  dargestellt  werden.  Da  dieses  Gewicht 
gleich  demjenigen  eines  Quecksilberprismas  ist,  welches  1  Quadrat- 
meter Grundfläche  und  760  mm  Höhe  und  folglich  760  Cubik- 
decimeter  Rauminhalt  hat,  und  da  nach  Regnault  das  specifische 


1)  Ann,  de  Chim,  S.  III,  t.  13,  p,  5  und  Pogg.  Ann.  Bd.  66,  S.  351. 
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Gewicht  des  Quecksilbers  bei  0*^  vergüchen  mit  Wasser  von  4^ 
gleich  13-596  ist,  so  erhalten  wir: 

p  =  1  Atm.  =  760  .  13-596  =  10333. 

Unter  q  endlich  haben  wir  das  Gewicht  eines  Cubikmeter  Luft 
unter  dem  angenommenen  Drucke  von  einer  Atmosphäre  und  bei 
der  Temperatur  0®  zu  verstehen^  welches  nach  Regnault 
1-2932  Kil.  beträgt.  Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die 
Gleichung  (26)  erhalten  wir: 

_  (332-4)-^  .  1-2932  _ 
^-    9-809.10333     -^^^^-        - 

Nachdem  diese  Grösse  h  für  die  atmosphärische  Luft  bestimmt 
ist,  können  wir  die  Gleichung  (18)  dazu  benutzen,  die  Grösse  J?, 
d.  h.  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme^  zu  berechnen,  wie 
es  zuerst  von  Mayer  geschehen  ist.    Aus  (18)  folgt  nämlich: 

R 


E  = 


Cp       c^ 


und  wenn  man  hierin  für  den  Bruch  — ^ ,  welcher  derselbe  ist  vriie 

C 
■yf-,  wieder  den  Buchstaben  Tc  anwendet,  und  demgemäss  Cp  durch 

-~  ersetzt,  so  kommt: 

(27).  E=         ^^ 


(fc-1)^; 


p 


Hierin  setzen  wir  für  Ic  den  oben  gefundenen  Werth   1-410, 
und  (ur  Cp  nach  Regnault  den  Werth  0-2375.     Es  bleibt  also  nur 

noch  die  Grösse  JB  =  Sl^  zu  bestimmen.    Dabei  nehmen  wir  «n 

'   a 

wieder  als  den  Druck  einer  Atmosphäre  an,  welcher  dem  Obigen 
nach  durch  die  Zahl  10333  auszudrücken  ist^  und  haben  dann 
untet  t?o  das  nach  Cubikmeter  gemessene  Volumen  von  L  Kil.  Luft 
unter  dem  genannten  Drucke  und  bei  der  Temperatur  0^  zu  ver- 
stehen, welches  nach  Regnault  0*7733  beträgt.  Die  Grösse  a 
endlich  haben  wir  schon  früher  zTi  773  angenommen.  Demnach 
wird  R  für  atmosphärische  Luft  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

P_    10333.0-7733 

^ 273 =  ^^'^^' 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  von  ä,  Cp  und  JK  in  die  Gleichung 
(27)  erhalten  wir: 
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_  1>41Q  .  2927  ^ 
0-410  .  0-2375 
Diese  Zahl  stimmt  mit  der  von  Joule  durch  Reibung  des 
Wassers  gefundenen  Zahl  423-55  fast  genau  überein.  Man  muss 
sogar  sagen,  dass  die  üebereinstimmung  grösser  ist,  als  man  nach 
dem  Grade  der  Zuverlässigkeit  der  zur  Rechnung  angewandten 
Data  erwarten  durfte,  so  dass  auch  der  Zufall  etwas  dabei  mitge- 
wirkt haben  muss.  Immerhin  aber  bildet  diese  Üebereinstimmung 
eine  augenfällige  Bestätigung  der  für  die  Gase  aufgestellten 
Gleichungen. 


§.  6.     Verschiedene  auf  die  specifischen  Wärmen  der 

Gase  bezügliche  Formeln. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (18)  die  Grösse  E  als  bekannt 
an,'  so  kann  man  die  Gleichung  dazu  anwenden,  aus  der  durch  Be- 
obachtung bestimmten  specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke 
diejenige  bei  constantem  Volumen  zu  berechnen.  Diese  Anwen- 
dung ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  weil  das  Verfahren,  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  aus  der  Schallgeschwindig- 
keit abzuleiten,  nur  für  wenige  Gase  ausführbar  ist,  indem  die 
Schallgeschwindigkeit  nur  für  eine  geringe  Anzahl  von  Gasen  durch 
Beobachtung  bestimmt  ist.  ,Für  alle  anderen  Gase  liefert  die 
Gleichung  (18)  das  einzige  bisjetzt  vorhandene  Mittel,  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Volumen  aus  derjenigen  bei  constantem 
Drucke  zu  berechnen. 

Dabei  ist  nun  freilich  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (18) 
nur  für  voUlcommene  Gase  streng  richtig  ist;  indessen  Uefert  sie  für 
die  anderen  Gase  "^nigstens  angenäherte  Resultate.  Auch  ist  der 
Umstand  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  die  Beobachtung  der  specifischen 
Wärme  eines  Gases  bei  constantem  Drucke  um  so  schwieriger  und 
demgemäss  die  betreffende  Beobachtungszahl  um  so  weniger  zuver- 
lässig ist,  je  weniger  permanent  das  Gas  ist,  und  je  mehr  es  daher 
in  seinem  Verhalten  von  den  Gesetzen  eines  vollkommenen  Gases 
abweicht;  und  man  kann  daher,  da  man  von  der  Rechnung  keine 
grössere  Genauigkeit  zu  verlangen  braucht,  als  die  Beobachtungs- 
zahlen mögUcher  Weise  besitzen,  die  angewandte  Rechnungsweise 
als  für  den  Zweck  vollkommen  genügend  betrachten. 
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Wir  schreiben  die  Gleichung  zunächst  in  der  Form: 

(28)  c,  =  Cp  -  -g-. 

Für  E  wenden  wir  hierin  den  Werth  423*55  an.  Die  Grösse  R 
ist  bestimmt  durch  die  Gleichung  (4),  nämlich : 

welche  sich  auf  die  Temperatur  des  Gefrierpunktes  bezieht.  Sollte 
aber  ein  Gas  sich  bei  dieser  Temperatur  nicht  gut  beobachten 
lassen,  was  bei  vielen  Dämpfen  der  Fall  ist,  so  kann  man  auch, 
in  Folge  von  (6),  schreiben: 

(29)  B  =  ^, 

worin  p^  v  und  T  irgend  drei  zusammengehörige  Werthe  von 
Druck,  Volumen  und  absoluter  Temperatur  sind. 

Diese  Grösse  S.jst,  wie  früher  schon  gelegentlich  erwähnt 
wurde,  von  der  Natur  des  Gases  nur  insofern  abhängig,  als  sie  dem 
specifischen  Gewichte,  desselben  umgekehrt  proportional  ist.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  atmo- 
sphärischer Luft  bei  der  Temperatur  T  und  unter  dem  Drucke  p 
mit  i/,  und  den  auf  atmosphärische  Luft  bezüglichen  Werth  von 
li  mit  iZ',  so  ist: 

Vereinigen  wir  diese  Gleichung  mit  der  vorigen,  so  erhalten  wir: 

V 

Der  Bruch  — ;-  ist  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  der  recij)roke  Werth 

des^sgecifischfin.Gewichtes^des  betreffenden  Gases,  verglichen  mit 
*  atmosphälisisher  Luft.    Bezeichnen  wir  dieses  specifische  Gewicht 
mitd^so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in : 

f30)  ^^'^' 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von  R  in  (28)  erhält  man: 

R* 
(31)  c,=cp^    ^' 


Ed 

Der  hierin  mit  12'  bezeichnete,  auf  die  atmosphärische  Luft 
bezügliche  Werth  der  Grösse  R  ist  schon  in  §.  5  berechnet,  und 
zu  29*27  gefunden.    Daraus  ergiebt  sich  weiter: 


d 
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R^  _    29-27  _ 

wodurch  die  zur  Bestimmung  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Volumen  dienende  Gleichung  folgende  sehr  einfache  Form 
annimmt : 

(3-2)  ,„=,,_^. 

Wenn  wir  diese  Gleichung  zunächst  auf  die  atmosphärische 
Luft,  für  welche  d  =  1  zu  setzen  ist,  anwenden,  und  dabei  die  auf 
die  Luft  bezüglichen  Zeichen  der  specifischen  Wärmen  zur  Unter- 
scheidung mit  Accenten  versehen,  so  kommt: 

(33)  ci  =  c;  —  0-0691, 

und,  wenn  wir  hierin  für  Cp  nachRegnault  die  Zahl  0*2375  setzen, 
so  erhalten  wir  das  Resultat: 

(34)  ci  =  0-2375  —  0*0691  =  0-1684. 

Für  die  anderen  Gase  wollen  wir  der  Gleichung  noch  folgende 
Form  geben: 

(35)  c^^A^Zp^^ 

welche,  ¥rie  wir  später  sehen  werden,  bei  der  Anwendung  der  von 
Regnault  für  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
gegebenen  Werthe  besonders  bequem  ist 

Die  mit  Cp  und  €„  bezeichneten  specifischen  Wärmen  beziehen 
sich  auf  eine  Gewichtseinheit  des  Gases,  und  haben  als  Einheit  die 
gewöhnliche  Wärmeeinheit,  nämlich  die  Wärmeinenge,  welche  eine 
Gewichtseinheit  Wasser  zur  Erwärmung  von  0°  bis  P  bedarf.  Man 
kann  alsp  sagen :  das  Gas  ist  in  Bezug  auf  die  Wärme ,  welche  es 
entweder  bei  constantem  Drucke  oder  bei  constantem  Volumen 
zur  Erwärmung  bedarf,  dem  Gewichte  tmch  mit  Wasser  verglichefi. 

Es  ist  aber  bei  Gasen  gebräuchlicher,  sie  dem  Volumen  nach 
mit  Luft  zu  vergleichen^  d.  h.  die  specifische  Wärme  so  zu  bestim- 
men, dass  man  die  Wärmemenge,  welche  das  Gas  zur  Erwärmung 
um  einen  Grad  bedarf,  vergleicht  mit  der  Wärmemenge,,  welche 
ein  gleiches  Volumen  Luft,  bei  gleicher  Temperatur  und  unter 
gleichem  Drucke  genommen,  zu  derselben  Erwärmung  bedarf. 
Diese  Art  der  Vergleichung  wendet  man  bei  beiden  specifischen 
Wärmen  an,  indem  man  bei  der  einen  annimmt,  dass  sowohl  das 
betrachtete  Gas,  als  auch  die  atmosphärische  Luft  bei  constantem 
Drucke  erwärmt  wird,  und  bei  der  anderen  annimmt,  dass  beide 


4 

V' 

V 

^cp 
< 

Cv 

1 

d. 

• 
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bei  constantem  Volumen   erwärmt  werden.     Die   so   bestimmten 
specifischen  Wärmen  mögen  durch  Yp  ^i^d  y»  bezeichnet  werden. 

Da  wir  das  Volumen ,  welches  eine  Gewichtseinheit  des  Gases 
bei  gegebener  Temperatur  und  unter  gegebenem  Drucke  einnimmt, 
mit  V  bezeichnen,  so  wird  die  Wärmemenge,  welche  eine  Volumen- 
einheit des  Gases  bei  constantem  Drucke  zur  Erwärmung  um  einen 

Grad  bedarf,   durch  -^  dargestellt,  und  für  die  atmosphärische 

c* 
Luft  wird  die  entsprechende  Grösse  durch  -~  dargestellt.  Durch 

Division  dieser  beiden  Grössetf'entsteht  y^,  und  es  ist  somit  zu  setzen : 

(36)  yp_  —  ^_-^  —  _  -^d. 

Ebenso  erhält  man: 

(37)  y^^        r' 

In  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  bringen  wir  nun  für 
Cp  den  von  Regnault  gefundenen  Werth  0*2375  in  Anwendung, 
so  dass  sie  lautet: 

<^«>  ^'  =  ^- 

In  der  zweiten  setzen  wir  für  cl  gemäss  (34)  den  Werth  0-1684, 
und  für  c,'den  in  (35)  gegebenen  Ausdruck,  wodurch  entsteht: 
,om                                           Cpd  —  00691 
^^^>  ^—         0-1684 

§.  7.     Numerische  Berechnung  der  specifischen   Wärme 

bei  constantem  Volumen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  J^abe  ich 
angewandt,  um  aus  den  Werthen,  welche  Regnault  durch  seine 
Beobachtungen  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Gasen  und  Dämpfen 
für  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  gefunden  hat, 
die  entsprechenden  Werthe  der  specifischen  Wärme  bei  constantem 
Volumen  zu  berechnen. 

Dabei  habe  ich  auch  eine  der  beiden  von  Regnault  selbst 
gegebenen  Zahlenreihen  etwas  umgerechnet  Regnault  hat 
nämlich  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  in  zwei  ver- 
schiedenen Weisen  ausgedrückt,  und  die  betreffenden  Zahlen  in 
zwei  Reihen  zusammengestellt,  welche  er  „en  jw)eds"  und  „enroZum^" 
überschrieben  hat.     Die  erste  Reihe  enthält  die  Werthe,  welche 
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entstehen,  wenn  man  die  Gase  in  Bezug  auf  die  zu  ihrer  Erwär- 
mung nöthigen  Wärmemengen  dem  Gewichte  nach  mit  Wasser 
vergleicht,  also  die  Werthe  der  oben  mit  Cp  bezeichneten  Grösse. 
Die  Zahlen  der  sweif^n  Reihe  sind  aus  denen  der  ersten  einfach 
durch  Multiplicatiou  mit  den  zugehörigen  specifischen  Gewichten 
abgeleitet,  es  sind  also  die  Werthe  des  Productes  Cpd. 

Diese  letzteren  Zahlen  waren  freilich  die,  welche  sich  aus  den 
beobachteten  Werthen  von  Cp  am  leichtesten  berechnen  liessen, 
aber  ihre  Bedeutung  ist  ziemlich  complicirt.  Als  Einheit  der 
Wärmemenge  dient  bei  ihnen  die  gewöhnliche  Wärmeeinheit,  wäh- 
rend das  Volumen,  auf  welches  sie  *sich  beziehen,  dasjenige  ist, 
welches  eine  Gewichtseinheit  atmosphärischer  Luft  einnimmt,  wenn 
sie  sich  bei  derselben  Temperatur  und  unter  demselben  Drucke 
befindet,  wie  das  betrachtete  Gas.  Diese  Weitläufigkeit  des  wört- 
lichen Ausdruckes  macht  die  Zahlen  für  die  Auffassung  und  An- 
wendung unbequem;  auch  ist  diese  Art,  die  specifische  Wärme  der 
Gase  auszudrücken,  so  viel  ich  weiss,  vor  Regnault  von  Niemand 
angewandt.  Wenn  man  die  Gase  dem  Volumen  nach  betrachtete, 
so  pflegte  man  dieses  sonst  immer  in  der  Weise  zu  thun,  dass  man 
die  Wärmemenge,  welche  ein  gegebenes  Volumen  eines  Gases  zur 
Erwärmung  bedarf,  mit  der  Wärmemenge  verglich,  welche  ein 
gleiches  Volumen  atmosphärischer  Luft  unter  gleichen  Umständen 
zur  gleichen  Erwärmung  bedarf,  was  wir  oben  kurz  so  ausgedrückt 
haben ,  dass  die.  Gase  dem  Volumen  tiach  mit  Luft  verglichen  wer- 
den. Die  dadurch  gewonnenen  Zahlen  zeichnen  sich  durch  ihre  Ein- 
fachheit aus,  und  lassen  die  bei  den  specifischen  Wärmen  der  Gase 
bestehenden  Gesetzmässigkeiten  besonders  deutlich  hervortreten. 

Es  wird  daher,  wie  ich  glaube,  gerechtfertigt  erscheinen,  dass 
ich  aus  den  von  Regnault  unter  der  Ueberschrift  „ew  volum&^ 
gegebenen  Werthen  des  Productes  Cpd  die  Werthe  der  oben 
besprochenen  Grösse  yp  berechnet  habe,  wozu  nach  (38)  nur  nöthig 
war,  die  Werthe  von  Cpd  durch  0'2375  zu  dividiren. 

Ferner  habe  ich  die  Werthe  der  Grössen  c^  und  y^  berechnet, 
was  nach  den  Gleichungen  (35)  und  (39)  sehr  einfach  dadurch 
geschehen  konnte,  dass  von  den  Werthen  des  Productes  Cpd  die 
Zahl  0-0691  abgezogen  und  die  DiflFerenz  entweder  durch  d  oder 
durch  0-1684  dividirt  wurde. 

Die  so  berechneten  Zahlen  habe  ich  in  der  nachstehenden 
Tabelle  zusammengestellt,  iii  welcher  die  einzelnen  Golumnen  fol- 
gende Bedeutungen  haben. 
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Cdumne  L    Die  Nmnen  der  Gase. 

Columne  II,  Die  chemische  ZusammenseUung  ^  und  zwar  in 
der  Weise  ausgedrückt,  dass  daraus  unmittelbar  die  bei  der  Ver- 
bindung eingetretene  Volumenverminderung  zu  ersehen  ist.  Es 
sind  nämlich  jedesmal  diejenigen  Volumina  der  einfachen  Gase 
angegeben,  welche  sich  verbinden  müssen,  um  zwei  Volumina  des 
zusammengesetzten  Gases  zu  geben.  Dabei  ist  für  Kohlengas  das 
hypothetische  Volumen  vorausgesetzt,  welches  man  annehmen  muss, 
um  sagen  zu  können:  ein  Volumen  Kohlengas  verbindet  sich  mit 
einem  Volumen  Sauerstoff  zu  Kohlenoxydgas  und  mit  zwei  Volumen 
Sauerstoff  zu  Kohlensäure.  Wenn  hiernach  in  der  Tabelle  z.  B. 
Alkohol  bezeichnet  ist:  C2H6O,  so  soll  das  heissen:  2  Vol.  hypo- 
thetisches Kohlengas,  6  Vol.  Wasserstoff  und  1  Vol.  Sauerstoff 
geben  2  Vol.  Alkoholdampf.  Bei  Schwefelgas  ist  zur  Bestimn\ung 
des  Volumens  dasjenige  specifische  Gewicht  als  maassgebend  be- 
trachtet, welches  Sainte-Claire  Deville  und  Troost  bei  sehr 
hohen  Temperaturen  gefunden  haben,  nämlich  2*23.  Bei  den  fünf 
letzten  Verbindungen  der  Tabelle,  welche  Kiesel,  Phosphor,  Arsen, 
Titan  und  Zinn  enthalten,  sind  für  diese  einfachen  Stoffe  ihre  ge- 
wöhnlichen chemischen  Zeichen,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Volumina 
im  gasförmigen  Zustande,  hingeschrieben,  weil  die  Gasvolumina 
dieser  Stoffe  theils  noch  unbekannt,  theils  mit  gewissen  noch  nicht 
hinlänglich  aufgeklärten  Unregelmässigkeiten  behaftet  sind. 

Columne  III.  Die  Dichtigkeit  der  Gase,  und  zwar  die  von 
Regnault  angeführten  Zahlen. 

Columne  IV,  Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
dem  Gewichte  nach  verglichen  mit  Wasser^  oder,  was  dasselbe  ist, 
bezogen  auf  eine  Gewichtseinheit  der  Gase  und  ausgedrückt  in 
gewöhnlichen  Wärmeeinheiten.  Dieses  sind  die  Zahlen,  welche 
Regnault  unter  der  Rubrik  ^^en  poids'""  gegeben  hat. 

Columne  F.  Die  specifische  Wärme  hei  constantem  Drucke 
dem  Volumen  nach  verglichen  mit  Luß^  dadurch  berechnet,  dass 
die  von  Regnault  unter  der  Rubrik  „ew  volume^''  gegebenen  Zahlen 
durch  0-2375  dividirt  sind. 

Columne  VI,  Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
dem  Gewichte  nach  verglichen  mit  Wasser^  nach  Gleichung  (35) 
berechnet 

Columne  VII,  Die  specifische  Wärme  hei  constantem  Volumen 
dem  Volumefi  nach  verglichen  mit  Luft^  nach  Gleichung  (39)  be- 
rechnet 
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§.  8.     Integration  der  Differentialgleichungen,  welche 
den  ersten  Hauptsatz  für  Gase  ausdrücken. 

Die  in  den  §§.  3  und  4  aufgestellten  Differentialgleichungen, 
welche  in  verschiedenen  Formen  den  ersten  Hauptsatz  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  für  Gase  ausdrücken,  sind,  wie  man  an  jeder 
einzelnen  leicht  erkennen  kann,  nicht  unmittelbar  integrabel^  und 
sie  müssen  daher  so  behandelt  werden,  wie  es  in  §.  3  der  Einleitung 
auseinandergesetzt  ist. 

Die  Integration  lässt  sich  nämlich  ausführen,  sobald  die  in 
der  betreffenden  Gleichung  vorkommenden  Veränderlichen  einer 
Bedingung  unterworfen  werden,  wodurch  der  Weg  der  Veränderung 
bestimmt  wird.  Wir  wollen  in  dieser  Weise  hier  nur  zwei  sehr 
einfache  Beispiele  behandeln,  deren  Resultate  für  die  weiteren 
Untersuchungen  von  Wichtigkeit  sind. 

1)  Das  Gas  soll  bei  constantem  Drucke  sein  Volumen  ändern, 
und  die  dazu  nöthige  Wärmemenge  soll  bestimmt  werden. 

Für  diesen  Fall  wählen  wir  aus  den  obigen  Gleichungen  eine 
solche  aus,  welche  p  und  v  als*  unabhängige  Veränderliche  ent- 
hält, z.  B.  die  letzte  der  Gleichungen  (15),  nämlich: 

dQ  =     ^  j^      vdp  +  -j^pdv. 

Da  nun  der  Druck  p  constant  sein  soll,  so  setzen  wir  p  =  p^  und 
dp  =  0,  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in : 

dQ  =  -j^Pidv, 

und  diese  giebt  durch  Integration,   wenn  wir  den  Anfangswerth 
von  V  mit  Vi  bezeichnen: 

(40)  Q  =  ^p,  (v  -  V,). 

2)  Das  Gas  soll  bei  constanter  Temperatur  sein  Volumen 
ändern,  und  die  dazu  nöthige  Wärmemenge  soll  bestimmt  werden. 

Für  diesen- Fall  wählen  wir  eine  Gleichung,  welche  T  und  v 
als  unabhängige  Veränderliche  enthält,  z.  B.  die  Gleichung  (11), 
nämlich : 

dQ=  G,dT+—dv. 

V 


I 


,j^f 
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Da  T  constant  sein  soll ,  so  setzen  wir  T  =  T^  und  d  T  =  0,  wo- 
durch entsteht: 

V 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhalten  wir: 
(41)  Q  =  RTJog-^, 

worin  unter  log  der  natürliche  Logarithmus  verstanden  wird.  Hier- 
aus folgt  zunächst  der  Satz:  wenn  ein  Gas  ohne  Temperatur- 
ändcrung  sein  Volumen  ändert,  so  stehen  die  von  ihm  aufgenomme- 
nen oder  abgegebenen  Wärmemengen  in  arithmetischer  Reihe ,  iMh- 
rend  die  Volumina  eine  geometrische  Reihe  bilden. 

Wenn  man  femer  für  R  den  Bruch     ,./  setzt,  so  kommt: 

V 


(42)  Q=PiVilog  ^^ 

Fasst  man  diese  Gleichung  in  dem  Sinne  auf,  dass  man  sie  nicht 
gerade  auf  eine  Gewichtseinheit  des  Gases  bezieht,  sondern  auf 
eine  solche  Menge  desselben ,  welche  unter  dem  Drucke  pi  ein  ge- 
gebenes Volumen  Vi  einnimmt,  und  dann  dieses  Volumen  bei  con- 
stanter  Temperatur  bis  v  ändert,  so  enthält  die  Gleiphung  nichts, 
was  sich  auf  die  besondere  Natur  des  Gases  bezieht.  Die  aufge- 
nommene Wärmemenge  ist  also  von  der  Natur  des  Gases  unab- 
hängig. Auch  von  der  Temperatur  häugt  sie  nicht  ab,  sondern  nur 
vom  Drucke,  indem  sie  dem  anfänglichen  Drucke  proportional  ist 

Eine  andere  Anwendung  der  in  den  §§.  3  und  4  aufgestellten 
Differentialgleichungen  besteht  darin,  dass  über  die  dem  Gase 
während  seiner  Zustandsänderung  mitzutheilende  Wärme  eine  An- 
nahme gemacht  und  dann  untersucht  wird,  welchen  Verlauf  unter 
diesen  Umständen  die  Zustandsänderung  nehmen  muss. 

^Die  einfachste  und  zugleich  wichtigste  Annahme  dieser  Art 
ist  die,  dass  dem  Gase  während  der  Veränderung  gar  keine  Wärme 
mitgetheilt  oder  entzogen  wird.  Man  kann  sich  dazu  vorstellen,  das 
Gas  befinde  sich  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle, 
oder  die  Veränderung  gehe  so  schnell  vor  sich,  dass  in  der  kurzen 
Zeit  keine  merkliche  Wärmemenge  zu-  oder  abströmen  könne. 

Dieser  Annahme  entsprechend  haben  wir  d^  =  0  zu  setzen, 
was  wir  in  den  drei  unter  (16)  gegebenen  Gleichungen  thun  wollen. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lautet  dann: 
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Diese  Gleichung  wollen  wir  durch  T  und  C^  dividiren ,  und  dann 

C 
den  Bruch -p^,  wie  oben,  mit  k  bezeichnen,  wodurch  sie    über- 

geht  in : 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

log  T  -f-  (fc  —  l)  log  V  •=:  Const, 
oder : 

Tt;*"i  =  Const. 

Bezeichnen  wir  die  Anfangswerthe  von  T  und  v  mit  Ti  und  Vi  und 
eliminiren  dann  die  unbestimmte  Constante,  so  kommt: 


(*')         i = (^) 


Wendet  man  diese  Gleichung  z.  B.  auf  atmosphärische  Luft 
an,  und  setzt  dabei  fc:=:  1*410,  so  kann  man  leicht  die  Temperatur- 
änderung, welche  irgend  einer  Volumenänderung  entspricht,  be- 
rechnen. Nimmt  man  z.  B.  an,  es  sei  bei  der  Temperatur  des  Ge- 
frierpunktes unter  einem  beliebigen  Drucke  eine  Quantität  Luft 
genommen,  und  sei  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle 
oder  sehr  schnell  auf  die  Hälfte  ihres  Volumens  zusammengedrückt, 


Vi 

iU 

T 


so  hat  man  T,  =  273  und  — ^  —   2  zu  setzen,  und  es  kommt  also : 

V 


—  20-410  _  1-329^ 


273 
woraus  folgt: 

T=  273  .  1-329  ==  363, 

oder,  wenn  t  die  vom  Gefrierpunkte  an  gezählte  Temperatur  be- 
deutet: 

^  =  T  —  273  =  900. 

Wenn  man  dieselbe  Rechnung  für  die  Zusammendrückungen 
auf  1/4  und  Vio  des  ursprünglichen  Volumens  ausführt,  so  erhält 
man  die  Resultate,  welche  mit  dem  vorigen  vereint  in  der  nach- 
stehenden kleinen  Tabelle  zusammengestellt  sind: 


Clanaina,  mech.  Wännetheorie.  I. 
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V 

»1 

V2 

v* 

Vio 

T 
273 

1-329 

1-765 

2-570 

T 

363 

482 

702 

t 

900 

2090 

4290 

Setzt  man  in  der  zweiten  der  Gleichungen  (16)  d^  =  0,  so 
kommt: 

C^dT+(ä-Qydi)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  von  derselben  Form,  wie  die  vorher  behandelte, 
nur  dass  p  an  die  Stelle  von  v  getreten  ist  und  die  Grössen  C„  und 
Gp  vertauscht  sind.  Man  muss  also  in  ganz  ei^tsprechender  Weise 
erhalten: 

woraus  folgt: 
(44) 


(i)*=(0"' 


Die  letzte  der  Gleichungen  (16)  endlich  geht,  wenn  dQ  -=  0 
gesetzt  wird,  in  die  schon  in  §.  5  angewandte  Gleichung 


-Ti TT-^dp    f  -71 ^-7T-Pdv  =  0 

C'p f/p  K.p  —  (.  p 

Über,  welche  sich  umformen  lässt  in: 


dp   ^^dv 


0 


P 


V 


und  durch  Integration  giebt: 

Pl  \    V   J 


§.  9.    Bestimmung  der  äusseren  Arbeit  bei  Volumen- 
änderungen eines  Gases. 

Eine  Grösse,  welche  bei  der  Ausdehnung  der  Gase  noch 
speciell  beachtet  zu  werden  verdient,  ist  die  dabei  geleistete  äussere 
Arbeit  y  deren  Element  durch  die  Gleichung  (6)  des  vorigen  Ab- 
schnittes bestimmt  wird,  nämlich: 

dW  =  pdv. 


Fig.  3. 
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Diese  Arbeit  lässt  sich  in  sehr  anschaulicher  Weise  graphisch 
darstellen.  Wir  führen  dazu  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
ein,  dessen  Abscisse  das  Volumen  v  und  dessen  Ordinate  den  Druck 
p  bedeutet.  Denkt  man  sich  nun,  dass  p  durch  irgend  eine  Func- 
tion von  V  ausgedrückt  sei,  nämlich: 

so  ist  diese  Gleichung  die  Gleichung  einer  Curve,  deren  Ordinaten 
die  zu  den  verschiedenen  Werthen  von  v  gehörigen  Werthe  von  p 
darstellen,  und  welche  wir  kurz  die  Druckcurve  nennen  wollen. 

In  Fig.  3  möge  rs  diese  Curve 
sein,  so  dass,  wenn  o^das  in  einem 
gewissen  Momente  stattfindende 
Volumen  v  bedeutet,  dann  die  in 
e  errichtete  Ordinate  ef  den 
gleichzeitig  stattfindenden  Druck 
p  darstellt  Bedeutet  ferner  die 
als  unendlich  klein  angenommene 
Strecke  eg  ein  Volumenelement 
dv^  und  wird  in  g  ebenfalls  die 
Ordinate  gh  errichtet,  so  entsteht 
dadurch  ein  unendlich  schmales 
Parallel trapez  e  f  h  g^  dessen 
Flächeninhalt  die  bei  der  unendlich  kleinen  Ausdehnung  geleistete 
äussere  Arbeit  darstellt,  und  von  dem  Producte  pdv  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung,  welches  vernachlässigt  werden 
kann,  abweicht.  Dasselbe  gilt  von  jeder  anderen  unendlich  kleinen 
Ausdehnung,  und  man  sieht  daraus,  dass  bei  einer  endlichen  Aus- 
dehnung, von  dem  durch  die  Abscisse  oa  repräsentirten  Volumen 
i\  bis  zu  dem  durch  oc  repräsentirten  Volumen  Vj,  die  äussere 
Arbeit,  für  welche  die  Gleichung 


Ov & /eg 


(46) 


W=  Cpdv 


t>\ 


gilt,  durch  den  Flächeninhalt  des  Vierecks  ah  de  dargestellt  wird, 
welches  durch  das  Abscissenstück  ac,  die  beiden  Ordinaten  ab  und 
cd  und  das  Curvenstück  hd  begrenzt  wird. 

Um  nun  die  in  der  vorstehenden  Gleichung  angedeutete  Inte- 
gration wirklich  ausfuhren  zu  können,  muss  die  Function  von  v, 
durch  welche  der  Druck  p  bestimmt  wird,  bekannt  sein.    In  dieser 

5* 


68  Abschnitt  II. 

Beziehung  wollen  wir  die  oben  schon  betrachteten  Fälle  als  Bei- 
spiele wählen. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  der  Druck  p  sei  cotistant.  Dann  ist 
die  Druckcurve  eine  der  Abscissenaxe  parallele  Gerade,  und  das 
Viereck  ab  de  ist  somit  ein  Rechteck  (Fig.  4),  dessen  Flächeninhalt 

Fig.  4.  Fig.  5. 


gleich  dem  Producte  aus  den  Strecken  aciind  ab  ist,  und  dem- 
entsprechend erhält  man  aus  (46),  wenn  der  constante  Druck  mit 
Pi  bezeichnet  wird: 
(47)  W  =  p,  (y,  -  V,). 

Die  zweite  Annalime  möge  sein,  dass  bei  der  Ausdehnung  des 
Gases  di^  Temperatur  constant  bleibe.  Dann  gilt  für  die  Beziehung 
zwischen  Druck  und  Volumen  das  Mariotte'sche  Gesetz,  welches 
durch  die  Gleichung 

pv  ^=  Const. 
ausgedrückt  wird.  Aus  der  Form  dieser  Gleichung  sieht  man,  dass 
die  Druckcurve  für  diesen  Fall  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Fig.  5) 
ist,  welche  die  Coordiriatenaxen  zu  Asymptoten  hat.  Eine  Druck- 
curve solcher  Art,  welche  der  speciellen  Bedingung,  dass  die  Tetupe- 
ratur  constant  sei^  entspricht,  pflegt  man  eine  isothermische  Cune 
zu  nennen. 

Zur  Ausführung  der  Integration  wenden  wir,  gemäss  der 
vorigen  Gleichung,  in  welcher  wir  noch  die  Constante  durch  das 

Product  pi  Vi  ersetzen ,  für  p  den  Werth  ^\  ^    an  ,    und  erhalten 

dann  aus  (4G): 


V 


(48) 


W 


/dv  '     V.2 
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Man  sieht,  dass  dieser  Werth  von  W  mit  dem  uater  (42)  für  Q 
gegebenen  übereinstimmt,  wus  darin  seinen  (irund  hat,  dass  das 
Gas  während  einer  hei  constariter  Temperatur  statttindcnden  Aus- 
dehnung nur  so  viel  Wärme  aufnimmt,  wie  zu  äusserer  Arbeit  ver- 
braucht wird. 

Die  Gleichung  (48)  hat  Joule  bei  einer  seiner  Bestimmungen 
des  mechanischen  Ä äquivalentes  der  Wäripe  angewandt.  Er 
pumpte  nämlich  in  einen  festen  Recipienten -atmosphärische  Luft 
bis  zur  zehnfachen  oder  zwanzigfacben  Ve^ilichtung  ein.  Dabei 
befand  sich  der  Itecipient 'und  die  Pumpe  "Unter  Wasser,  so  dass 
alle  Wärme,  welche  beim  Pumpen  erzeugt  wurde,  in  dem  Wasser 
gemessen  werden  konnte.  Der  dabei  angewandte  Apparat  bt  in 
Fig.  6  abgebildet,  in  welcher  li  der  Recipient  und  C  die  Pumpe 
Kiff.  6. 


ist  Das  Gefäss  G  diente,  wie  man  leicht  sieht,  zum  Austrocknen 
der  Luft  und  das  mit  dem  Spiralrohr  versehene  Gefäss  W  dazu, 
der  Luft  vor  ihrem  Eintritte  in  die  Pumpe  eine  genau  bekannte 
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Temperatur  zu  geben.  Von  der  im  Calorimeter  gemessenen  Wärme- 
menge zog  Joule  den  Theil  ab,  welcher  nur  jdurch  die  Reibung 
der  Pumpe  erzeugt  war,  und  welchen  er  dadurch  bestimmte,  dass 
er  die  Pumpe  eine  ebenso  lange  Zeit  unter  demselben  mittleren 
Drucke  aber  ohne  Zutritt  von  äusserer  Luft  bewegte,  und  die  dadurch 
entstehende  Wanne  beobachtete.  Den  nach  Abzug  derselben  bleiben- 
den Rest  betrachtete  er  als  die  durch  die  Compression  der  Luft  er- 
zeugte Wanne,  und  diese  verglich  er  mit  der  nach  der  Gleichung  (48) 
berechneten,  zur  Compression  verbrauchten  Arbeit.  Daraus  ergab 
sich  als  Mittel  von  zwei  Versuchsreihen  der  Werth  444  Kilogram- 
meter für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme. 

Dieser  Wertli  stimmt  freilich  mit  dem  durch  Reibung  des 
Wassers  gefundenen  Werthe  424  nicht  ganz  überein,  was  seinen 
Grund  wohl  in  den  grösseren  Fehlerquellen  bei  den  mit  der  Luft 
angestellten  Versuchen  hat.  Immerhin  war  aber  zu  jener  Zeit,  wo 
der  Satz,  dass  die  zur  Erzeugung  einer  gewissen  Wärmemenge 
nöthige  Arbeit  unter  allen  Umständen  gleich  ist,  noch  nicht  fest- 
stand, die  Uebereinstimmung  der  auf  ganz  verschiedene  Weisen 
gefundenen  Werthe  gross  genug ,  um  zur  Bestätigung  des  Satzes 
mit  beizutragen. 

Die  dritte  Annahme   zur  Bestimmung  der  Arbeit  möge  sein, 

dass  das  Gas  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  sein 

Volumen  ändere^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die 

Volumenändertwg  so  schnell  vor  sich  (jche^  dass  während  der  Zeit 

kein  merkliches  Zu-  oder  Absirömen  von  Wärme  stattfinden  könne. 

In  diesem  Falle   wird    die  Beziehung    zwischen  Druck    und 
Volumen  durch  die  unter  (45)  gegebene  Gleichung 


-  j 


ausgedrückt.      Die  dieser    Gleichung   entsprechende   Druckcurve 

Pj     y  (Fig.  7)  fällt  steiler  ab,  als  die  in 

Fig.  5  dargestellte.  Raukine  hat 
die  specielle  Art  von  Druckcurven, 
welche  der  Ausdehnung  in  einer 
für  Wärme  undurchdringlichen 
Hülle  entspricht  (von  ÖLußalveiv^ 

hindurchgehen) ,  adiabatische 
Curven  genannt    JSihs  .dagegen 
-^  hat  vorgeschlagen  (Trans,  of  the 
Connecticut  Acad.  Vol.  II,  p.  309), 
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sie  isentropischeCnryen  zu  nennen,  weil  bei  dieser  Ausdehnung  die 
Entropie^  eine  Grösse,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird, 
constant  bleibt.  Dieser  ßenennungsweise  will  ich  mich  anschliessen, 
weil  es  sehr  zweckmässig  und  auch  allgemein  üblich  ist,  derartige 
Curven  nach  derjenigen  Grösse  zu  benennen,  welche  bei  dem  be- 
treffenden Vorgange  constant  bleibt. 

Um  in  diesem  Falle  die  Integration  auszuführen ,  setzen  wir  j 

gemäss  der  vorigen  Gleichung: 


i>=i>iV-j;r' 


1 


wodurch  (46)  übergeht  in: 

Vi 

oder,  anders  geschrieben: 
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Zweiter  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

§.  1.     Betrachtung  eines  Kreisprocesses  voll  specieller 

Art. 

Um  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
ableiten  und  beweisen  zu  können,  wollen  wir  davon  ausgehen,  einen 
Kreisprocess  von  specieller  Art  in  seinen  einzelnen  Theilen  zu  ver- 
folgen und  in  der. oben  angegebenen  Weise  graphisch  darzustellen. 

Zu  dem  letzteren  Zwecke  wollen  wir  annehmen ,  der  Zustand 
des  veränderlichen  Körpers  sei  durch  sein  Volumen  v  und  seinen 
Druck  p  bestimmt,  und  wollen,  wie  oben,  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  in  der  Ebene  einführen,  von  welchem  die  Abscisse 
das  Volumen  und  die  Ordinate  den  Druck  bedeutet.  Dann  ent- 
spricht jeder  Punkt  der  Ebene  einem  gewissen  Zustande  des  Kör- 
pers, in  welchem  sein  Volumen  und  sein  Druck  dieselben  Werthe 
haben,  wie  die  Abscisse  und  die  Ordinate  des  Punktes.  Femer  wird 
jede  Veränderung  des  Körpers  durch  eine  Linie  dargestellt,  deren 
Anfangs-  und  Endpunkt  den  Anfangs-  und  Endzustand  bestimmen, 
und  deren  Verlauf  angiebt,  in  welcher  Weise  sich  der  Druck  mit 
dem  Volumen  ändert. 

Es  sei  nun  in  Fig.  8  der  Anfangszustand  des  Körpers  p-von 
welchem  der  Kreisprocess  beginnt,  durch  den  Punkt  a  angegeben, 
indem  die  Abscisse  oe  =  Vi  das  Anfangsvolumen  und  die  Ordinate 
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ea  =  pi  den  Anfangsdruck  bedeute.  Durch  diese  beiden  Grössen 
ist  zugleich  auch  die  Anfangstemperatur  bestimmt,  welche  wir  Tj 
nennen  wollen. 

Nun  soll  der  Körper  sich  zuerst  ausdehnen,  während   seine 
Temperatur  constant  Ti  bleibt.     Da  er  sich  bei  der  Ausdehnung, 


t 


Fig.  8. 


o 


wenn  ihm  dabei  keine  Wärme  mit- 
getheilt  würde,  abkühlen  müsste, 
so  nehmen  wir  an,  er  sei  mit  einem 
als  Wärmereservoir  dienenden 
Körper  K^  in  Verbindung  gesetzt, 
welcher  die  Temperatur  Ti  hat, 
und  diese  während  des  Processes 
,1  nicht  merklich  ändert.  Von  diesem 
Körper  soll  der  veränderliche 
Körper  während  der  Ausdehnung 
so  viel  Wärme  erhalten,  dass  auch  er  dieselbe  Temperatur  2\  bei- 
behält. 

Die  Curve,  welche  bei  dieser  Ausdehnung  den  Druck  darstellt, 
ist  ein  Stück  einer  isothermischen  Curve.  Um  bei  der  graphischen 
Darstellung  dieser  und  den  anderen  noch  vorkommenden  Curven 
bestimmte  Gestalten  geben  zu  können,  wollen  wir,  ohne  die  Be- 
trachtung selbst  auf  einen  bestimmten  Körper  zu  beschränken,  doch 
die  Figur  so  zeichnen,  wie  sie  sich  für  ein  vollkommenes  Gas  ge- 
staltet. Dann  ist  die  isothermische  Curve,  wie  schon  oben  erwähnt, 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  und  wenn  die  Ausdehnung  vom  Volu- 
men oe  =  Vi  bis  zum  Volumen  of  =  Vi  geschieht,  so  erhalten 
wir  von  dieser  gleichseitigen  Hyperbel  das  Stück  oft. 

Nachdem  das  Volumen  Vi  erreicht  ist,  denken  wir  uns  den 
Körper  Ki  fortgenommen,  und  lassen  nun  den  veränderlichen 
Körper  für  sich  allein  seine  Ausdehnung  fortsetzen,  ohne  dass  ihm 
Wärme  mitgetheilt  wird.  Dann  sinkt  seine  Temperatur  und  wir 
erhalten  als  Druckcurve  eine  isentropische  Curve,  welche  steiler 
abfallt,  als  die  isothermische  Curve.  Diese  Ausdehnung  möge  bis 
zum  Volumen  og  =  V^  vor  sich  gehen,  wobei  wir  das  Curvenstück 
bc  erhalten.  Die  dabei  erreichte  niedrigere  Temperatur  möge  T2 
heissen. 

Von  nun  an  soll  der  Körper  wieder  zusammengedrückt  wer- 
den, um  ihn  wieder  in  sein  ursprüngliches  Volumen  zu  bringen. 
Zunächst  möge  eine  Zusammendrückung  bei  der  constanten  Tem- 
peratur Tj  stattfinden,  wozu  wir  uns  den  veränderlichen  Körper 
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mit  einem  als  Wärmereservoir  dienenden  Körper  K^  von  der  Tem- 
peratur T2  in  Serbin  düng  gesetzt  denken,  an  welchen  er  während 
der  Zusammendrückung  so  viel  Wärme  abgiebt,  dass  er  die  Tem- 
peratur T2  beibehält.  Die  dieser  Zusammendrückung  entsprechende 
Druckcurve  ist  wieder  eine  isothermische  Curve  und  speciell  für 
ein  vollkommenes  Gas  eine  andere  gleichseitige  Hyperbel,  von 
welcher  wir  bei  der  Volumenabnahme  bis  oä  =  v^  das  Stück  cd 
erhalten. 

Die  letzte  Zusammendrückung  endlich,  welche  den  veränder- 
lichen Körper  wieder  in  sein  anfängliches  Volumen  bringt,  soll  ohne 
den  Körper  K^  stattfinden,  so  dass  also  die  Temperatur  steigt,  wo- 
bei dann  der  Druck  nach  einer  isentropischen  Curve  wächst.  Wii* 
wollen  nun  annehmen,  das  Volumen  oh  =  r^,  bis  zu  welchem  die 
erste  Zusammendrückung  geschah,  sei  so  gewählt,  dass  die  von 
diesem  Volumen  beginnende  und  bis  zum  Volumen  oe  =  Vi  fort- 
schreitende Zusammendrückung  gerade  ausreiche,  um  die  Tem- 
peratur wieder  von  21,  auf  2\  zu  erhöhen.  Wenn  dann  zugleich 
mit  dem  anfänglichen  Volumen  auch  die  anfängliche  Temperatur 
erreicht  wird,  muss  auch  der  Druck  wieder  den  anfänglichen  Werth 
annehmen,  und  die  letzte  Druckcurve  muss  daher  gerade  den  Punkt 
a  treffen.  Indem  somit  der  Körper  zu  seinem  durch  a  angedeuteten 
ursprünglichen  Zustande  wieder  zurückgekehrt  ist,  ist  der  Kreis- 
process  vollendet. 


§.  2.    Resultat  des  Kreisprocesses. 


Bei  den  beiden  im  Kreisprocesse  vorkommenden  Ausdehnungen 
des  veränderlichen  Körpers  muss  der  äussere  Druck  überwunden 
werden,  und  es  wird  daher  äussere  Arbeit  geleistet,  und  bei  den 
Zusammendrückungen  wird  umgekehrt  äussere  Arbeit  verbraucht. 

Diese  Arbeitsgrössen  sind  un- 
mittelbar aus  der  hier  wieder 
abgedruckten  Figur  ersichtlich. 
Die  bei  der  Ausdehnung  ab  ge- 
leistete Arbeit  wird  durch  das 
Viereck  eabf  dargestellt,  und 
ebenso  die  bei  der  Ausdehnung 
bc  geleistete  dui*ch  das  Viereck 
fbcg.     Ferner   wird  die  bei  der 
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Zusammendrückung  cd  verbrauchte  Arbeit  durch  das  Viereck 
gcdh  und  die  bei  der  Zusammendrückung  da  verbrauchte  Arbeit 
durch  das  Viereck  hdae  dargestellt.  Die  letzten  beiden  Arbeits- 
grössen  sind  wegen  der  bei  den  Zusammendrückungen  herrschen- 
den niedrigeren  Temperatur  und  des  dadurch  bedingten  geringeren 
Druckes  kleiner,  als  die  beiden  ersten,  und  wenn  wir  sie  von  diesen 
abziehen,  so  bleibt  ein  Ueberschuss  an  geleisteter  äusserer  Arbeit, 
welcher  durch  da«  Viereck  ab  cd  dargestellt  wird,  und  welchen  wir 
mit  W  bezeichnen  wollen. 

Dieser  gewonnenen  äusseren  Arbeit  muss,  gemäss  der  Gleichung 
(5  a)  des  ersten  Abschnittes,  eine  Menge  Q  von  verbrauchter  Wärme 
entsprechen,  welche  ihr  an  Werth  gleich  ist.  Der  veränderliche 
Körper  erhielt  aber  während  der  ersten,  durch  ab  dargestellten 
Ausdehnung,  welche  in  Verbindung  mit  dem  Körper  Ki  stattfand, 
von  diesem  eine  gewisse  Wärmemenge,  welche  wir  Q^  nennen 
wollen,  und  während  der  ersten,  durch  cd  dargestellten  Zusammen- 
drückung, welche  in  Verbindung  mit  dem  Körper  Kj  stattfand, 
gab  er  an  diesen  eine  gewisse  Wärmemenge  ab,  welche  Q^  heissen 
möge.  Während  der  zweiten  Ausdehnung  b^  und  der  zweiten  Zu- 
sammendrückung da  wurde  dem  veränderlichen  Körper  weder 
Wärme  mitgetheilt  noch  entzogen.  Da  nun  während  des  ganzen 
Kreisprocesses  eine  gewisse  Wärmemenge  Q  zu  Arbeit  verbraucht 
ist,  so  muss  die  Wärmemenge  ^i,  welche  der  veränderliche  Körper 
empfangen  hat,  grösser  sein,  als  die  Wärmemenge  ^2,  welche  er 
wieder  abgegeben  hat,  so  dass  die  Differenz  Qi  —  Q2  gleich  Q  ist. 

Demgemäss  können  wir  setzen: 

(1)  Qi  =  Qi  +  Q. 

und  können  somit  in  der  Wärmemenge  Qi ,  welche  der  veränder- 
Uche  Körper  von  dem  Körper  Ki  erhalten  hat,  zwei  Theile  unter- 
scheiden ,  deren  einer  Q  in  Arbeit  verwandelt  ist,  während  der 
andere  Q^  als  Wärme  an  den  Körper  K^  wieder  abgegeben  ist. 
Da  in  allen  übrigen  Beziehungen  zu  Ende  des  Kreisprocesses  wie- 
der der  ursprüngliche  Zustand  hergestellt  ist,  und  folglich  jede 
Veränderung,  welche  in  einem  Theile  des  Kreisprocesses  stattge- 
funden hat,  durch  eine  entgegengesetzte  in  einem  andern  Theile 
des  Kreisprocesses  eingetretene  Veränderung  wieder  aufgehoben 
ist,  so  können  wir  das  Resultat  des  Kreisprocesses  schliesslich  so 
aussprechen.  Die  eitie  aus  dem  Körper  Ki  stammende  Wärme- 
menge Q  ist  in  Arbeit  verwandelt^  und  die  andere  Wärmemenge  Q^ 
ist  aus  detn  Körper  Ki  in  den  kälteren  Körper  K^  übergegangen. 
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Wir  können  den  ganzen  vorher  beschriebenen  Kreisprocess , 
auch  in  umgekehrter  Weise  vor  sich  gehen  lassen.  Indem  wir 
wieder  von  dem  durch  den  Punkt  a  angedeuteten  Zustande  aus- 
gehen, bei  welchem  der  veränderliche  Körper  das  Volumen  Vi  und 
die  Temperatur  Ti  hat,  denken  wir  uns,  dass  er  zuerst  ohne  Mit- 
theilung von  Wärme  sich  bis  zum  Volumen  r^  ausdehne,  und  somit 
die  Curve  ad  beschreibe,  wobei  seine  Temperatur  von  Ti  bis  T^ 
sinke;  dass  er  sodann  in  Verbindung  mit  dem  Körper  K^  und  da- 
her bei  der  constanten  Temperatur  jf 2  sich  von  Vj  bis  l\  ausdehne 
und  die  Curve  de  beschreibe,  wobei  er  von  dem  Körper  iT^  Wärme 
empfange;  dass  er  darauf  ohne  Entziehung  von  Wärme  von  F^  bis 
Vi  zusammengedrückt  werde  und  die  Curve  cb  beschreibe,  wobei 
seine  Temperatur  von  Tj  bis  Ti  steige,  und  dass  er  endlich  in  Ver- 
bindung mit  dem  Körper  Ki  bei  der  constanten  Temperatur  7\  und 
unter  Abgabe  von  Wärme  an  Ki  von  dem  Volumen  Vi  bis  zum 
Anfangs  Volumen  i\  zusammengedrückt  werde  und  die  Curve  ba  be- 
schreibe. 

Bei  diesem  umgekehrten  Processe  sind  die  durch  die  Vierecke 
eadh  und  hdcr/  dargestellten  Arbeit«grössen  geleistete  oder  posi- 
tive und  die  durch  die  Vierecke  gcbf  und  fbae  dargestellten 
Arbeitsgr()ssen  verbrauchte  oder  negative.  Die  verbrauchten  sind 
also  grösser  wie  die  geleisteten,  und  somit  ist  der  durch  das  Viereck 
ab  cd  dargestellte  Rest  in  diesem  Falle  verbrauchte  Arbeit 

Ferner  hat  der  veränderliche  Körpier  von  dem  Kchper  K2  *li<? 
Wärmemenge  Q.2  empfangen  und  an  den  Körper  Ki  die  Wärme- 
menge ^1  =  Q.2  -\-  Q  abgegeben.  Von  den  beiden  Tlieilen ,  aus 
denen  Qi  besteht,  entspricht  der  eine  Q  der  verbrauchten  Arbeit 
und  ist  durch  dieselbe  entstanden,  während  der  andere  ^2  von  dem 
Körper  K^  zum  Körper  Ki  übertragen  ist.  Wir  können  somit  das 
Resultat  des  umgekehrten  Kreisprocesses  folgendennaassen  zus*am- 
menfassen.  Die  Wärtneinenge  Q  ist  durch  Arbeit  entstanden  und 
an  den  Körper  Ki  abgegeben^  und  die  Wärmemenge  Q>2  ist  aus  deni 
kälteren  Körper  Kj  in  den  wärmeren  Körper  Ki  übergegangen. 

§.  3.    Kreisprocess  eines  aus  Flüssigkeit  und  Dampf 

bestehenden  Körpers. 

Da  wir  in  den  vorigen  Paragraphen ,  obwohl  wir  bei  der  Be- 
sprechung des  Kreisprocesses  keine  beschränkende  Annahme  über 
die  Natur  des  veränderlichen  Körpers  machten,  doch  die  graphische 
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Darstellung  des  Processes  so  ausgeführt  haben,  wie  sie  einem  voll- 
kommenen Gase  entspricht,  so  wird  es  vielleicht  zweckmässig  sein, 
für  einen  Körper  von  anderer  Art  den  Kreisprocess  noch  einmal 
zu  betrachten,  um  zu  sehen,  wie  seine  äussere  Gestaltung  sich  mit 
der  Natur  des  Körpers  ändern  kann.  Wir  wollen  nämlich  einen 
solchen  Körper  zur  Betrachtung  auswählen,  welcher  nicht  in  allen 
seinen  Theilen  einen  und  denselben  Aggregatzustand  hat,  sondern 
zumTheil  flüssig,  zumTheil  dampfförmig  im  Maximum  der  Dichtig- 
keit ist. 

Es  sei' also  in  einem  ausdehnsamen  Gefässe  eine  Flüssigkeit 
enthalten,  welche  aber  nur  einen  Theil  des  Raumes  ausfülle  und 
den  übrigen  Theil  für  den  Dampf  freilasse,  der  die  Dichte  hat. 


Fig.  10. 
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welche  der  stattfindenden  Tempe- 
ratur Ti  als  Maximum  entspricht. 
Das  Gesammtvolumen  beider  sei 
in  Fig.  10  durch  die  Abßcisse  oe 
und  der  Druck  des  Dampfes  durch 
die  Ordinate  ea  dargestellt.  Nun 
gebe  das  Gefäss  dem  Drucke  nach, 
und  erweitere  sich,  während  Flüs- 
sigkeit und  Dampf  mit  einem 
Körper  Ki  von  der  constanteu  Temperatur  Ti  in  Berührung  seien. 
So  wie  der  Raum  grösser  wird,  verdampft  mehr  Flüssigkeit,  aber 
die  dabei  verbrauchte  Wärme  wird  immer  wieder  vom  Körper  Ki 
ersetzt,  so  dass  die  Temperatur  und  mit  ihr  auch  der  Druck  des 
Dampfes  ungeändert  bleiben.  Die  auf  diese  Ausdehnung  bezüg- 
liche isothermische  Curve  ist  also  eine  der  Abscissenaxe  parallele 
Gerade.  Wenn  auf  diese  Weise  das  Gesammtvolumen  von  oe  bis 
o/ angewachsen  ist,  so  ist  dabei  eine  äussere  Arbeit  erzeugt,  die. 
durch  das  Rechteck  eabf  dargestellt  wird.  —  Jetzt  nehme  man 
den  Körper  Äi  fort,  und  lasse  das  Gefäss  sich  noch  mehr  erweitern, 
während  weder  Wärme  hinein  noch  heraus  kann.  Dabei  wird  theils 
der  vorhandene  Dampf  sich  ausdehnen,  theils  neuer  entstehen,  und 
demzufolge  wird  die  Temperatur  sinken  und  somit  auch  der  Druck 
abnehmen.  Dieses  setze  man  fort,  bis  die  Temperatur  aus  Ti  in 
Ta  übergegangen  ist,  wobei  das  Volumen  og  erreicht  werde.  Wird 
die  während  dieser  Ausdehnung  stattfindende  Druckabnahme  durch 
die  Curve  6c,  welche  eine  isentropische  Curve  ist,  dargestellt,  so 
ist  die  dabei  erzeugte  äussere  Arbeit  =fbcg. 

Nun  drücke  man  das  Gefäss  zusammen,  um  die  ^Flüssigkeit 
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mit  dem  Dampfe  wieder  auf  ihr  ursprüngliches  Gesammtvolumen 
oe  zurückzubringen;  und  zwar  geschehe  diese  Zusammendrückung 
zum  Theil  in  Berührung  mit  dem  Körper  K2  von  der  Temperatur 
H2,  auf  den  alle  bei  der  Condensation  des  Dampfes  entstehende 
Wärme  übergehe,  so  dass  die  Temperatur  constant  =  T^  bleibe, 
zum  Theil  ohne  diesen  Körper,  so  dass  die  Temperatur  steige,  und 
man  richte  es  so  ein,  dass  die  erste  Zusamraendrückung  nur  so 
weit  (bis  oh)  fortgesetzt  werde,  dass  der  dann  noch  bleibende 
Raum  he  gerade  hinreiche,  um  die  Temperatur  wieder  von  T^  bis 
Ti  zu  erhöhen.  Während  der  ersten  Volumenverringerung  bleibt 
der  Druck  unveränderlich  =  gc^  und  die  dabei  verbrauchte  äus- 
sere Arbeit  ist  gleich  dem  Rechtecke  gcdh.  Während  der  letzten 
Volumenverringerung  nimmt  der  Druck  zu  und  werde  dargestellt 
durch  die  isen tropische  Curve  da,  welche  gerade  im  Punkte  a 
enden  muss,  da  der  ursprünglichen  Temperatür  1\  auch  wieder 
der  ursprüngliche  Druck  ea  entsprechen  muss.  Die  zuletzt  ver- 
brauchte äussere  Arbeitest  =  hdae. 

Am  Schlüsse  der  Operation  sind  Flüssigkeit  und  Dampf  wie- 
der in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  und  der  Kreisprocess  ist  so- 
mit vollendet.  Der  Uebcrschuss  der  positiven  äusseren  Arbeit  über 
die  negative,  also  die  während  des  Kreisprocesses  im  Ganzen  ge- 
wonnene äussere  Arbeit  W  wird  wieder  durch  das  Viereck  ah  cd 
dargestellt.  Dieser  Arbeit  muss  der  Verbrauch  einer  ihr  gleichen 
Wärmemenge  Q  entsprechen,  und  wenn  wir  daher  die  während  der 
Ausdehnung  mitgetheilte  Wärme  wieder  mit  Qi  und  die  während 
der  Zusammendrückung  entzogene  Wärme-  mit  (^2  bezeichnen,  so 
ist  Qi  gleich  Q^  -f-  Q  zu  setzen  und  das  Endresultat  des  Kreis- 
processes besteht  dalier  auch  hier  darin,  dass  die  Wärmemenge  Q 
in  Arbeit  verwandelt,  und  die  Wärmemenge  Q^  aus  dem  wärmeren 
Körper  Ki  in  den  kälteren  Körper  K^  übergegangen  ist. 

Auch  dieser  Kreisprocess  kann  umgekehrt  ausgeführt  werden, 
wobei  dann  die  Wärmemenge  Q  durch  Arbeit  erzeugt  und  an  den 
Körper  Ky  abgegeben,  und  die  Wärmemenge  ^2  vom  kälteren 
Körper  K^  zum  wärmeren  Körper  K^  übertragen  wird. 

Ebenso  kann  man  mit  verschiedenen  anderen  veränderliclien 
Körpern  Kreisprocesse  dieser  Art,  die  graphisch  durch  zwei  iso- 
thermische und  zwei  isentropische  Curven  dargestellt  werden,  aus- 
führe©, wobei  zwar  die  Form  der  Curven  von  der  Natur  des  ver- 
änderlichen Körpers  abhängt,  aber  das  Resultat  des  Processes 
immer  in  gleicher  Weise  darin  besteht,  dass  Eine  Wärmemenge  in 
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Arbeit  verwandelt  oder  durch  Arbeit  erzeugt  wird,  und  eine  atfdere 
Wärmemenge  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper,  oder 
umgekehrt,  übergeht. 

Es  lässt  sich  nun  die  Frage  stellen ,  ob  die  in  Arbeit  verwan- 
delte oder  durch  Arbeit  erzeugte  Wärmemenge  zu  derjenigen  Wärme- 
menge^ welche  aus  dem  wärmeren  in  den  kälteren  Körper  oder  um- 
gekehrt übergeht,  in  einem  allgemein  gültigen  Verhältnisse  steht^ 
oder  ob  das  zwischen  ihnen  obwaltende  Verhältniss  je  nach  der 
Natur  des  veränderlichen  Körpers,  welcher  den  Forgang  vermittelt, 
verschieden  ist. 


§.  4.     Carnot's  Ansicht  über  die  iq  einem  Kreisprocesse 

geleistete  Arbeit. 

S.  Carnot,  welcher  zuerst  darauf  aufmerksam  geworden  war, 
dass  bei  der  Hervorbringung  von  mechanischer  Arbeit  Wärme  aus 
einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  übergeht,  und  dass  um- 
gekehrt durch  Verbrauch  von  mechanischer  Arbeit  Wärme  aus 
einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  geschaift  werden  kann, 
und  welcher  auch  den  vorher  beschriebenen  einfachen  Kreisprocess 
ersonnen  hat  (der  dann  von  Clapeyron  zueilst  graphisch  darge- 
stellt ist),  hat  sich  von  dem  ursächlichen  Zusammenhange  jener 
Vorgänge  eine  eigenthümliche  Ansicht  gebildet  i). 

Zu  seinerzeit  war  noch  allgemein  jene  schon  oben  besprochene 
Vorstellung  verbreitet,  dass  die  Wärme  ein  besonderer  StoflF  sei, 
welcher  in  einem  Körper  in  grösserer  oder  geringerer  Quantität 
vorhanden  sein  könne,  und  dadurch  die  Verschiedenheiten  der 
Temperatur  bedinge.  Dieser  Vorstellung  gemäss  war  man  der 
Meinung,  dass  die  Wärme  wohl  die  Art  ihrer  Vertheilung  ändern 
könne,  indem  sie  aus  einem  Körper  in  einen  anderen  übergehe, 
uird  da.S8  sie  femer  in  verschiedenen  Zuständen  existiren  könne, 
die  man  mü  den  Worten  „latent"  und  „frei**  bezeichnete;  dass 
aber  die  Quantität  der  im  Ganzen  vorhandenen  Wärme  sich  weder 
vermehren  noch  vermindern  lasse ,  da  ein  Stoff  nicht  neu  erzeugt 
und  nicht  vernichtet  werden  könne. 

Dieser  Meinung  war  auch  Carnot  und  er  betrachtete  es  da- 
her als  selbstverständlich,  dass  die  Wärmemengen,  welche  der  ver- 


*)  Heflexions  sur  la  puissaiice  motrice  du  feu,    Paris  1824» 
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änderliche  Körper  während  eines  Kreisprocesses  von  Aussen  auf- 
nimmt und  nach  Aussen  abgiebt,  unter  einander  gleich  seien,  so 
dass  sie  sich  gegenseitig  aufheben.    Er  spricht  dieses  sehr  bestimmt 

auf  S.  27  seines  Buches  aus,  wo  er  sagt:  „Nous  supposerons 

que  les  quantites  de  chaleur  absorbees  et  degagees  dans  ses  diver- 
ses transformations  sont  exactement  compensees.  Ce  fait  n'a  ja- 
mais  ete  revoque  en  doute;  il  a  ete  d'abord  admis  sans  reflexion 
et  verifie  ensuite  dans  beaucoup  de  cas  par  les  experiences  du 
calorimetre.  Le  nier,  ce  serait  ren verser  toute  la  theorie  de  la 
chaleur,  dans  laquelle  il  sert  de  base." 

Da  hiemach  die  Quantität  der  vorhandenen  Wärme  nach  dem 
Kreisprocesse  dieselbe  sein  sollte,  wie  vor  demselben,  und  da  doch 
ein  Gewinn  an  Arbeit  vorlag,  so  suchte  Carnot  diesen  letzteren 
aus  dem  Herabsinken  der  Wärme  von  einer  höheren  zu  einer 
tieferen  Temperatur  zu  erklären.  Er  verglich  diesen  absteigenden 
Wärmeübergang,  welcher  besonders  bei  der  Dampfmaschine-augen- 
fällig ist,  wo  das  Feuer  Wärme  an  den  Dampfkessel  abgiebt  und 
das  Kühlwasser  des  Conden§ators  umgekehrt  Wärme  empfängt, 
mit  dem  Herabsinken  des  Wassers  von  einer  höheren  zu  einer 
tieferen  Stelle,  wodurch  eine  Maschine  in  Bewegung  gesetzt,  und 
somit  Arbeit  geleistet  werden  kann.  Demgemäss  wendet  er  auf 
S.  28  seines  Buches,  nachdem  er  den  Ausdruck  „la  chute  d'eau" 
gebraucht  hat,  in  entsprechender  Weise  für  das  Herabsinken  der 
Wärme  von  einer  höheren  zu  einer  tieferen  Temperatur  den  Aus- 
druck „la  chute  du  calorique"  an. 

Von  dieser  Betrachtung  ausgehend,  stellte  er  den  Satz  auf, 
dass  die  Grösse  der  geleisteten  Arbeit  zu  dem  gleichzeitig  statt- 
findenden Wärmeübergange,  d.  h.  zu  der  Quantität  der  überge- 
henden Wärme  und  den  Temperaturen  der  Körper,  zwischen  denen 
sie  übergeht,  in  einer  gewissen  allgemein  gültigen  Beziehung  stehen 
müsse,  welche  von  der  Natur  desjenigen  Stoffes,  durch  welchen 
die  Arbeitsleistung  und  der  Wärmeübergang  vermittelt  wird,  un- 
abhängig sei.  Sein  Beweis  für  die  Noth wendigkeit  einer  solchen 
bestimmten  Beziehung  stützt  sich  auf  den  Grundsatz,  dass  es  un- 
möglich sei^  bewegende  Kraß  aus  Nichts  zu  schufen^  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  ein  Perpetuum-Mobüe  unmöglich  sei. 

Diese  Betrachtungsweise  stimmt  aber  mit  unseren  jetzigen  An- 
schauungen nicht  überein,  indem  wir  vielmehr  annehmen,  dass  zur 
Hervorbringung  von  Arbeit  eine  entsprechende  Menge  Wärme  ver- 
braucht werde,  und  dass  demnach  die  während  des  Kreisprocesses 
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nach  Aussen  abgegebene  Wärmemenge  geringer  sei,  als  die  von 
Aussen  aufjgenonunene.  Wenn  nun  aber  zur  Hervorbringung  von 
Arbeit  Wärme  verbraucht  wird,  so  kann  natürlich,  mag  neben  dem 
Verbrauche  von  Wärme  noch  gleichzeitig  ein  Uebergang  einer 
anderen  Wärmemenge  von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren 
Körper  stattfinden,  oder  nicht,  doch  keinesfalls  davon  die  Rede 
sein,  dass  die  Arbeit  aus  Nichts  entstanden  sei  Demnach  bedurfte 
nicht  nur  der  Satz,  welchen  Carnot  ausgesprochen  hatte,  einer 
Aenderung,  sondern  es  musste  auch  für  den  Beweis  eine  andere 
Basis  gesucht  werden,  als  diejenige,  aufweiche  Carnot  den  seinigen 
gegründet  hatte. 


§.  5.    Ein  neuer  Grundsatz  in  Bezug  auf  die  Wärme. 

Verschiedene  Betrachtungen  über  das  Verhalten  und  die  Natur 
der  Wärme  hatten  mich  zu  der  Ueberzeugung  geführt,  dass  das 
bei  der  W^ärmeleitung  und  der  gewöhnlichen  Wärmestrahlung  her- 
vortretende Bestreben  der  Wärme  von  wärmeren  zu  kälteren  Kör- 
pern überzugehen,  und  dadurch  die  bestehenden  Temperatur- 
differenzen auszugleichen,  so  innig  mit  ihrem  ganzen  Wesen  ver- 
knüpft sei,  dass  es  sich  unter  allen  Umständen  geltend  machen 
müsse.    Ich  stellte  daher  folgenden  Satz  als  Grundsatz  auf: 

Die  Wärme  kann  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in 

einen  wärmeren  Körper  übergehen. 
Die  hierin  vorkommenden  Worte  „von  selbst",  welche  der 
Kürze  wegen  angewandt  sind,  bedürfen,  um  vollkommen  verständ- 
lich zu  sein,  noch  einer  Erläuterung,  welche  ich  in  meinen  Abhand- 
lungen an  verschiedenen  Orten  gegeben  habe.  Zunächst  soll  darin 
ausgedrückt  sein,  dass  durch  Leitung  und  Strahlung  die  Wärme 
sich  nie  in  dem  wärmeren  Körper  auf  Kosten  des  kälteren  noch 
mehr  anhäufen  kann.  Dabei  soll  dasjenige,  was  in  dieser  Beziehung 
über  die  Strahlung  schon  früher  bekannt  war,  auch  auf  solche 
Fälle  ausgedehnt  werden,  wo  durch  Brechung  oder  Reflexion  die 
Richtung  der  Strahlen  irgend  wie  geändert,  und  dadurch  eine 
Concentration  derselben  bewirkt  wird.  Ferner  soll  der  Satz  sich 
auch  auf  solche  Processe  beziehen,  die  aus  mehreren  verschiedenen 
Vorgängen  zusammengesetzt  sind,  wie  z.  B.  Kreisprocesse  der  oben 
beschriebenen  Art.    Durch  einen  solchen  Process  kann  allerdings 

(wie  wir  es  bei  der  umgekehrten  Ausführung   des  obigen  Kreis- 
et an«  in»,  mech.  W&rmetheorie.  I.  (; 
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processes  gesehen  haben),  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen 
wärmeren  Körper  übertragen  werden;  unser  Satz  soll  aber  aus- 
drücken ,  dass  dann  gleichzeitig  oÜt-dieaeJJ(LjWäriafiühßlBa^^ 
desL. kälteren  in, den  wärmeren  Körper  entweder.  ein>  ftntgfigen^ 
gesetzter  Wärmeübergang  aus  einem  wärmeren  in  einenjcälteren 
KörpeiL  stattfinden odjer  irgendeine  sonstige  Veränderung^ eintreten 
muss,  welche  die  Eigenthümlichkeit  hat,  dass  sie  nicht  rückj&igig 
werdeiTlann,  ohne  ihrerseits,  sei  es  unmittelbar  oder  mittelbar, 
einen  solchen  entgegengesetzten  Wärmeübergang  zu  veranlassen. 
Dieser  gleichzeitig  stattfindende  entgegengesetzte  Wärmeübergang 
oder  die  sonstige  Veränderung,  welche  einen  entgegengesetzten 
Wärmeübergang  zur  Folge  hat,  ist  dann  als  Compensation  jenes 
Wärmeüberganges  von  dem  kälteren  zum  wärmeren  Körper  zu  be- 
trachten ,  und  unter  Anwendung  dieses  Begriffes  kann  man  die 
Worte  „von  selbst"  durch  die  Worte  „ohne  {3ompensation"  ersetzen, 
und  den  obigen  Satz  so  aussprechen: 

Ein  Wärmeübergang  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Korper  kann  nicht  ohne  Compensation  stattfinden. 
Dieser  von  mir  als  Grundsatz  hingestellte  Satz  hat  viele  An- 
fechtungen erfahren,  und  ich  habe  ihn  daher  zu  wiederholten  Malen 
vertheidigen  müssen,  wobei  ich  immer  nachweisen  konnte,  dass  die 
Einwände  nur  dadurch  veranlasst  waren,  dass  die  Erscheinungen, 
in  welchen  man  einen  uncompensirten  Wärmeübergang  aus  einem 
kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  zu  finden  geglaubt  hatte,  un- 
richtig aufgefasst  waren.  Es  würde  aber  an  dieser  Stelle  den  Gang 
unserer  Betrachtungen  zu  sehr  unterbrechen,  wenn  ich  die  Ein- 
wände und  ihre  Widerlegungen  hier  mittheilen  wollte.  Ich  will 
daher  bei  den  hier  folgenden  Auseinandersetzungen  den  Satz, 
welcher  gegenwärtig,  wie  ich  glaube,  von  den  meisten  Physikern 
als  richtig  anerkannt  wird,  einfach  als  einen  Grundsatz  in  Anwen- 
dung bringen,  so  wie  ich  es  in  meinen  Abhandlungen  gethan  habe, 
und  behalte  mir  vor,  weiter  unten  auf  die  über  ihn  geführten  Dis- 
cussionen  noch  etwas  näher  einzugehen. 

§.  6.  Beweis,  dass  das Verhältniss  zwischen  der  in  Arbeit 
verwandelten  Wärme  und  der  übergegangenen  Wärme 
von  der  Natur  des  vermittelnden  Stoffes  unabhängig  ist. 

Unter  Annahme  des  vorstehenden  Grundsatzes  lässt  sich  be- 
weisen, dass  zwischen  der  Wärmemenge  Q^  welche  in  einem  Kreis- 
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processe  der  oben  beschriebenen  Art  in  Arbeit  verwandelt  (oder 
bei  der  iimgekehrten  Ausführung  des  Processes  durch  Arbeit  er- 
zeugt) wird^  und  der  Wärmemenge  Q^,  welche  aus  einem  wärmeren 
in  einen  kälteren  Körper  (oder  umgekehrt)  übergeht,  ein  Yerhält- 
niss  besteht,  welches  von  der  Natur  des  veränderlichen  Körpers, 
der  die  Verwandlung  und  den  Uebergang  vermittelt,  unabhängig 
ist,  dass  also,  wenn  unterJ^ocK^ndung  derselben  Wärmereservoire 
Kl  und  JSTs  mit  verschiedenen  veränderlichen  Körpern  Kreisprocesse 

ausgeführt  werden,  dann  das  Verhältniss  —'-  bei  allen  gleich  ist. 

Denkt  man  sich  die  Kreisprocesse  ihrer  Grösse  nach  immer 
so  eingerichtet,  dass  die  Wärmemenge  Q,  welche  in  Arbeit  ver- 
wandelt wird,  einen  bestimmten  Werth  hat,  so  handelt  es  sich  nur 
noch  um  die  Grösse  der  übergegangenen  Wärmemenge  Q^ ,  und 
der  Satz,  welcher  bewiesen  werden  soll,  lautet  dann:  wenn  bei  An- 
wendung zweier  verschiedener  veränderlicher  Körper  die  in  Arbeit 
verwandelte  Wärmemenge  Q  gleich  i$t^  so  muss  auch  die  Überge- 
gangene Wärmemenge  Q2  gleich  sein. 

Angenommen ,  es  gebe  ^wei  Körper  C  und  (7  (z.  B.  das  oben 
betrachtete  Gas  und  die  aus  Flüssigkeit  und  Dampf  bestehende 
Masse),  für  welche  bei  gleichem  Werthe  von  Q  die  übergegangenen 
Wärmemengen  verschiedene  Werthe  haben,  die  mit  Q^  und  Qi  be- 
zeichnet werden  mögen ,  und  von  denen  Qi  grösser  als  Q^  sei ,  so 
können  wir  in  folgender  Weise  verfahren.  Zuerst  lassen  wir  den 
Körper  C  den  Kreisprocess  in  dem  Sinne  durchmachen,  dass  die 
Wärmemenge  Q  in  Arbeit  verwandelt  und  die  Wärmemenge  Q, 
von  Kl  nach  K2  übergeführt  wird.  Darauf  lassen  wir  den  Körper 
C  den  Kreisprocess  im  umgekehrten  Sinne  durchmachen,  wobei 
die  Wärmemenge  Q  durch  Arbeit  erzeugt  und  die  Wärmemenge 
Qi  von  Ki  nach  Ki  übergeführt  wird. 

Die  beiden  hierbei  vorkommenden  Verwandlungen  aus  Wärme 
in  Arbeit  und  aus  Arbeit  in  Wärme  heben  sich  gegenseitig  auf, 
denn,  nachdem  im  ersten  Kreisprocesse  die  Wärmemenge  Q^  welche 
ans  dem  Körper  Ki  stammt,  in  Arbeit  verwandelt  ist,  kann  man 
sich  denken,  dass  eben  diese  Arbeit  im  zweiten  Kreisprocesse  wie- 
der verbraucht  wurde ,  um  die  Wärmemenge  Q  zu  erzeugen ,  die 
dann  wieder  an  den  Körper  Ki  abgegeben  ist.  Auch  im  Uebrigen 
befindet  sich  zu  Ende  der  beiden  Operationen  Alles  wieder  im  ur- 
sprünglichen Zustande,  mit  Ausnahme  Einer  Veränderung,  die 
übrig  geblieben  ist.    Da  nämlich  die  von  JK,  zu  Ki  übergegangene 

6* 
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Wärmemenge  Qi  der  Annahme  nach  grösser  ist,  als  die  von  Ki  zu 
Kq  übergegangene  Wärmemenge  Q^^  so  heben  sich  diese  beiden 
Wärmeübergänge  nicht  vollständig  auf,  sondern  es  ist  schliesslich 
die  durch  die  Differenz  Qi  —  Q2  dargestellte  Wärmemenge  von  K^ 
zu  Kl  übergegangen.  Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultate,  dass 
ein  Wärmeübergang  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
ohne  eine  sonstige  als  Gompensation  dienende  Veränderung  statt- 
gefunden habe.  Da  dieses  dem  Grundsatze  widerspricht,  so  muss 
die  Annahme,  dass  Qi  grösser  als  Q^  sei,  unrichtig  sein. 

Würden  wir  die  andere  Annahme  machen,  dass  Qi  kleiner 
als  Q2  sei,  so  könnten  wir  uns  denken  ,^  dass  der  Körper  C  den 
Kreisprocess  im  ersten  Sinne  und  der  Körper  C  im  umgekehrten 
Sinne  durchmache.  Dann  würden  wir  zu  dem  Resultate  gelangen, 
dass  die  Wärmemenge  Q^  —  Qi  ohne  Gompensation  vom  kälteren 
Körper  JKj  zum  wärmeren  Körper  Ki  übergegangen  sei,  was  aber- 
mals dem  Grundsatze  widerspräche. 

Wenn  demnach  Qi  weder  grösser  noch  kleiner  als  Q,  sein 
kann,  so  müssen  beide  gleich  sein,  womit  der  obige  Satz  be- 
wiesen ist. 

Wir  wollen  nun  dem  auf  diese  Weise  gewonnenen  Resultate 
noch  eine  für  die  folgenden  Entwickelungen  möglichst  bequeme 

mathematische  Form  geben.    Da  der  Bruch  -^  von  der  Natur  des 

veränderlichen  Körpers  unabhängig  ist,  so  kann  er  nur  noch  von 
den  Temperaturen  der  beiden  als  Wärmereservoire  dienenden  Körper 
Kl  und  K2   abhängen.      Dasselbe   gilt   natürlich    auch  von  der 

Summe  1  -f-  -^t  i^^^d,  da  wir  femer  schreiben  können: 

\  ,    Q  _  Q^  +  Q  _  Qi 
■^  Ö.  ■"      ft       ~  «»  ' 

SO  können  wir  den  letzten  Bruch,  welcher  das  Verhältniss  zwischen 
der  aufgenommenen  und  der  abgegebenen  Wärme  dargestellt,  zur 
weiteren  Betrachtung  auswählen,  und  das  gewonnene  Resultat  da- 
hin ausdrücken,  dass  der  Bruch  -^  nur  von  den  Temperaturen  T^ 
tmd  T3  abhängen  kann.    Demgemäss  bilden  wir  die  Gleichung: 

(2)  %-  =  ^  C^i'  ^»)' 

worin  4>(Ti,  Tg)  eine  Function  der  beiden  Temperaturen  bedeuten 
soll,  welche  von  der  Natur  des  veränderlichen  Körpers  unabhängig  ist. 
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§.  7.    Bestimmung  der  Function  *(Ti, Tj). 


Der  Umstand,  dass  die  in  der  Gleichung  (2)  Yorkommende 
Function  der  beiden  Temperaturen  von  der  Natur  des  veränder- 
lichen Körpers  unabhängig  ist,  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
diese  Function  zu  bestimmen,  denn  sobald  für  irgend  einen  Körper 
die  Form  der  Function  gefunden  ist,  kann  diese  Form  als  die  all- 
gemein gültige  betrachtet  werden. 

Unter  den  verschiedenen  Körperclassen  eignen  sich  nun  ganz 
besonders  die  vollkommenen  Gase  zu  einer  solchen  Bestimmung, 
weil  deren  Gesetze  am  genauesten  bekannt  sind.  Wir  wollen  da- 
her einen  mit  einem  vollkommenen  Gase  ausgeführten  Kreisprocess 
betrachten,  wie  er  schon  in  der  zu  §.  1  gehörigen  Fig.  8,  welche 
hier  noch  einmal  Platz  finden  möge,  graphisch  dargestellt  ist,  in- 
dem damals  bei  der  Construction  der  Figur  beispielsweise  ein  voll- 
kommenes  Gas  als   veränderlicher  Körper  angenommen    wurde. 


Fig.  11. 


Die  in  diesem  Kreisprocesse  vor- 
kommenden Wärmemengen  Qi  und 
§25  welche  das  Gas  bei  der  Aus- 
dehnung ab  (Fig.  11)  aufnimmt 
und  bei  der  Zusammendrückuug 
cd  abgiebt,  wollen  wir  berechnen 
und  unter  einander  vergleichen. 
Dazu  müssen  wir  unsere  Auf- 
^  merksamkeit  zunächst  auf  die 
durch  die  Abscissen  oe^  oA,  of  and  og  dargestellten  und  mit  Vi^ 
9),  Vi  und  Fs  bezeichneten  Volumina  richten,  um  die  zwischen 
ihnen  bestehende  Beziehung  abzuleiten. 

Die  durch  oe  und  oh  dargestellten  Volumina  Vi  und  v^  bilden 
die  Grenzen  deijenigen  Volumenänderung,  auf  welche  die  isen- 
tropische  Curve  ad  sich  bezieht,  und  welche  man  nach  BeUeben 
als  Ausdehnung  oder  als  Zusammendrückung  geschehen  lassen 
kann.  Eine  solche  Volumenänderung,  bei  welcher  das  Gas  keine 
Wärme  empfangt  oder  abgiebt,  haben  wir  schon  in  §.8  des  vorigen 
Abschnittes  behandelt,  und  haben  folgende  dort  unter  (43)  gegebene 
Gleichung  gefunden: 
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und  wenn  wir  für  unseren  gegenwärtigen  Fall  die  Endtemperatur 
und  das  Endvolumen  mit  T^  und  Vf  bezeichnen,  so  erhalten  wir: 


f = (0 


Ganz  ebenso  erhalten  wir   bei  Betrachtung  der  durch  die  isen- 
tropische  Gurve  hc  dargestellten  Yolumenänderung: 

f=(f-r 

Aus  der  Vereinigung  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich : 

Fl         V, 


oder  umgeschrieben: 
(5) 


t?3 


Vi  V2 

Nun  wenden  wir  uns  zu  der  durch  die  isothermische  Curve 
ab  dargestellten  Volumenänderung,  welche  bei  der  constanten 
Temperatur  Ti  zwischen  den  Grenzen  Vi  und  Vi  vor  sich  geht. 
Die  bei  einer  solchen  Volumenänderung  aufgenommene  oder  ab- 
gegebene Wärmemenge  haben  wir  auch  schon  in  §.  8  des  vorigen 
Abschnittes  bestimmt,  und  gemäss  der  dort  unter  (41)  gegebenen 
Gleichung  können  wir  für  unseren  gegenwärtigen  Fall  setzen: 

(6)  Qi  =  IiTilog^' 

Vi 

Ebenso  haben  wir  für  die  durch  die  isothermische  Curve  de  dar- 
gestellte Volumenänderung,  welche  bei  der  Temperatur  T^  zwischen 
den  Grenzen  v^  und  V^  stattfindet,  zu  setzen: 

(7)  Q,  =  BT,  log  ^- 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividiren,  und 
dabei  die  Gleichung  (5)  berücksichtigen,  so  erhalten  wir  das  ge- 
suchte Verhältniss  zwischen  Qi  und  Q^^  nämlich: 

Hierdurch  ist  die  in  (2)  vorkommende  Function  der  beiden 
Temperaturen  bestimmt,  indem  wir,  um  jene  Gleichung  mit  der 
vorstehenden  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  setzen  müssen: 

(9)  <I>(2\,T,)  =  A 
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Die  nun  an  die  Stelle  von  (2)  tretende  bestimmtere  Gleichung 
(8),  welche  sich  auch  in  der  Form 

(10)  ^-^  =  0 

schreiben  lässt,  wollen  wir  äusserlich  noch  etwas  umändern,  indem 
wir  die  in  dem  Kreisprocesse  Yorkommenden  Wärmemengen,  welche 
bisher  als  absolute  Grössen  behandelt  wurden,  und  bei  denen  der 
Unterschied,  dass  die  eine  aufgenommene  und  die  andere  abgegebene 
Wärme  ist,  in  Worten  ausgedrückt  wurde,  dadurch  von  einander 
unterscheiden,  dass  wir  sie  als  positive  und  negative  Grössen  be- 
handeln. Es  ist  nämlich  für  die  Rechnung  bequemer,  immer  nur 
von  aufgenommener  Wärme  zu  sprechen,  und  abgegebene  Wärme- 
mengen als  aufgenommene  negative  Wärmemengen  zu  betrachten. 
Wenn  wir  demgemäss  sagen,  der  veränderliche  Körper  habe  wäh- 
rend des  Kreisprocesses  die  Wärmemengen  Qi  und  Q^  aufgenom- 
men, so  müssen  wir  unter  Q^  eine  negative  Grösse  verstehen,  näm- 
lich die  Grösse,  welche  bisher  durch  —  Q^  dargestellt  wurde.  Da- 
durch geht  die  Gleichung  (10)  über  in: 

(ii;  ^  +  ^  =  0. 


§.  8.    Complicirtere  Kreisprocesse. 

Bisher  haben  wir  uns  auf  solche  Kreisprocesse  beschränkt,  in 
denen  die  Aufnahme  von  positiven  und  negativen  Wärmemengen 
nur  bei  ztoei  Temperaturen  stattfindet.  Derartige  Kreisprocesse 
wollen  wir  von  jetzt  an  kurz  einfache  Kreisprocesse  nennen.  Wir 
müssen  nun  aber  auch  solche  Kreisprocesse  betrachten,  in  denen  die 
Aufnahme  von  positiven  und  negativen  Wärmemengen  bei  mehr 
als  zwei  Temperaturen  stattfindet 

Zunächst  möge  ein  Kreisprocess  mit  drei  Aufiaahmetempera- 
turen  betrachtet  werden,  welcher  umstehend  graphisch  dargestellt 
ist  durch  die  Figur  abcdefa^  die,  wie  die  früheren,  aus  lauter 
isothermischen  und  isentropischen  Curven  besteht.  Diese  Curven 
sind  wieder  beispielsweise  in  der  Gestalt  gezeichnet,  welche  sie  bei 
einem  vollkommenen  Gase  haben,  was  aber  nicht  wesentlich  ist 
Die  Curve  ab  bedeutet  eine  Ausdehnung  bei  der  constanten  Tempe- 
ratur jTi,  bc  eine  Ausdehnung  ohne  Wärmeaufnahme,  bei  welcher 


88 


Abschnitt  III. 


die  Temperatur  von  Ti  bis  T^  sinkt,  cd  eine  Ausdehnung  bei  der 
Constanten  Temperatur  Tj?  de  eine  Ausdehnung  ohne  Wärmeauf- 

Fig.  12. 


o 


nähme,  bei  welcher  die  Temperatur  von  T^  bis  Tg  sinkt,  ef  eine 
Zusammendrückung  bei  der  constanten  Temperatur  Tg  und  endlich 
fa  eine  Zusammendrückung  ohne  Wärmeabgabe,  bei  welcher  die 
Temperatur  von  T3  bis  Ti  steigt,  und  durch  welche  der  veränderliche 
Körper  wieder  in  sein  anfängliches  Volumen  zurückkommt  Bei  den 
«Ausdehnungen  ah  und  cd  nimmt  der  Körper  die  positiven  Wärme- 
mengen Qi  und  Q.i  und  bei  der  Zusammendrückung  ef  die  negative 
Wärmemenge  Q^  auf.  Es  handelt  sich  nun  darum,  zwischen  diesen 
drei  Wärmemengen  eine  Beziehung  zu  finden. 

Dazu  denken  wir  uns  in  der  Figur  die  isentropische  Gurve  hc 
fortgesetzt,  wie  es  durch  das  punktirte  Stück  cg  angedeutet  ist 
Dadurch  zerfällt  der  ganze  Kreisprocess  in  zwei  einfache  Kreis- 
processe  ahgfa  und  cdegc.  Beim  ersten  geht  der  Körper  von 
dem  Zustande  a  aus  und  kommt  in  denselben  wieder  zurück.  Beim 
zweiten  denken  wir  uns  einen  eben  solchen  Körper,  welcher  von 
dem  Zustande  c  ausgeht,  und  zu  demselben  wieder  zurückkehrt. 
Die  negative  Wärmemenge  Q3,  welche  bei  der  Zusammendrückung 
ef  aufgenommen  wird,  denken  wir  uns  in  zwei  Theile  ^3  und  qi 
zerlegt,  von  denen  der  erste  bei  der  Zusammendrückung  gfxaA 
der  zweite  bei  der  Zusammendrückung  e^jr  aufgenommen  wird.  Dann 
können  wir  die  beiden  Gleichungen  bilden,  welche  gemäss  (11)  für 
die  beiden  einfachen  Kreisprocesse  gelten,  nämlich  für  den  Pro- 
cess  abgfa: 
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r,  -^  T, 


und  für  den  Process  cdege: 

T,  "•"  T,  -"• 
Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man : 

Qi     I     Qi    I    ga  +  g3  _  ^ 
Ti  "^  T,  "^       T,       —   ' 


0. 


oder,  da  $3  4*  gs  gleich  Q^  ist: 

(12)  -^  +  -t-+-|-  = 

Ebenso  können  wir  einen  Kreisprocess   mit  vier  Aufhahme- 
temperaturen  behandeln,  wie  er  durch  die  folgende  Figur  ab  cde/gha 

Fig.  13. 


dargestellt  ist,  welche  wieder  aus  lauter  isothermischen  und  isentro- 
pischen  Gurven  besteht.  Die  Ausdehnungen  ab  und  cd  und  die 
Zusammendrückungen  ef  und  gh  sollen  bei  den  Temperaturen  Tu 
T},  Ts  und  T^  stattfinden  und  dabei  sollen  die  Wärmemengen  Qi, 
^„  Qi  und  ^4  aufgenommen  werden,  von  denen  die  beiden  ersten 
positiT  und  die  beiden  letzten  negativ  sind. 

Wir  denken  uns  die  isentropische  Curve  b  c  durch  das  punktirte 
Stück  ci  und  die  isentropische  Curve /^  durch  das  punktirte  Stück 
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gk  fortgesetzt.  Dadurch  zerfallt  der  ganze  Kreisprocess  in  drei 
einfache  Kreisprocesse  ahgha^  Jcbifk  und  cdeic^  welche  wir  uns 
mit  drei  ganz  gleichen  Körpern  ausgeführt  denken.  Die  bei  der 
Ausdelinung  ab  aufgenommene  Wärmemenge  Qy  denken  wir  uns 
in  zwei  Theile  gi  und  q[  zerlegt,  welche  den  Ausdehnungen  ah 
und  Itb  entsprechen,  und  die  bei  der  Zusammendrückung  ef  auf- 
genommene negative  Wärmemenge  Q^  denken  wir  uns  gleichfalls 
in  zwei  Theile  q^^  und  qi  zerlegt,  welche  den  Zusammendrückungen 
i/und  ei  entsprechen.  Dann  können  wir  für  die  drei  einfachen 
Kreisprocesse  folgende  Gleichungen  bilden.    Für  ahgha: 


+  ■^=0, 


fiir  hbifk: 


und  für  cdeic: 


iL 


Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 

gl  4-  gl        iQi,       g»  +  gB       I      Ö4    _  ft 

oder: 

(13)  ^4-^.4-^-1-^  =  0. 

Ebenso  kann  man  jeden  anderen  Kreisprocess,  welcher  sich 
durch  eine  nur  aus  isothermischen  und  isentropischen  Curven 
bestehende  Figur  darstellen  lässt,  aber  eine  beliebige  Anzahl  von 
Aufnahmetemperaturen  hat,  behandeln,  wobei  man  immer  eine 
Gleichung  von  der  obigen  Form  erhält,  nämlich : 

-|^  +  -|-  +  "l"  +  -|-  +  etc.  =  0, 
oder  unter  Anwendung  des  Simmienzeichens: 

(U)  24=0- 
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§.  Ö.    Kreisprocesse,  bei  deaen  Wärmeaufnahme  und 
Temperaturänderung  gleichzeitig  stattfinden. 

Wir  müssen  nun  endlich  noch  versuchen,  auch  solche  Kreis- 
processe, welche  durch  Figuren  dargestellt  werden,  die  nicht  bloss 
isothermische  und  isentropische  Curven  enthalten,  sondern  ganz 
beliebig  gestaltet  sind,  in  ähnlicher  Weise  zu  behandeln. 

Dazu  gelangen  wir  durch  folgende  Betrachtung.  Der  Punkt  a 
in  Fig.  14  deute  irgend  einen  Zustand  des  veränderlichen  Körpers 

Fig.  14. 


9X1,  pq  sei  der  Verlauf  der  durch  »  gehenden  isothermischen  Curve 
und  rs  der  Verlauf  der  durch  a  gehenden  isentropischen  Curve. 
Wenn  nun  der  Körper  eine  Veränderung  erleidet,  welche  durch 
eine  anders  verlaufende  Druckcurve,  z.  B.  durch  bc  oder  de  dar- 
gestellt wird,  und  bei  welcher  gleichzeitig  Wärmeaufnahme  und 
Temperaturänderung  stattfindet,  so  können  wir  uns  eine  solche 
Veränderung  ersetzt  denken  durch  eine  grosse  Anzahl  auf  ein- 
ander folgender  Veränderungen,  bei  denen  immer  abwechselnd 
Temperaturänderung  ohne  Wärmeaufnahme  und  Wärmeaufnahme 
ohne  Temperaturänderung  stattfindet. 

Diese  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Veränderungen  wird 
durSh  eine  gebrochene  Linie  dargestellt,  welche  aus  Stücken  von 
isothermischen  und  isentropischen  Curven  besteht,  so  wie  es  in 
Fig.  15  (a.  £  S.)  längs  bc  und  längs  de  gezeichnet  ist.  Die 
gebrochene  Linie  bleibt  der  stetig  verlaufenden  um  so  näher,  je 
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kleiner  die  Stücke  sind,  aus  denen  sie  besteht,  und  wenn  diese 
unendlich  klein  sind,  so  bleibt  sie  ihr  unendlich  nahe.    In  diesem 

Fig.  16. 


Falle  kann  es  in  Bezug  auf  die  aufgenommenen  Wärmemengen  und 
ihre  Temperaturen  nur  einen  unendlich  kleinen  Unterschied 
machen,  wenn  man  die  Veränderung,  welche  durch  die  stetig  ver- 
laufende Linie  dargestellt  wird,  ersetzt  durch  die  unendliche  Anzahl 
von  abwechselnd  verschiedenartigen  Veränderungen,  welche  durch 
die  gebrochene  Linie  dargestellt  wird. 

Nun  möge  ein  ganzer  Kreisprocess  zur  Betrachtung  gegeben 
sein,  bei  welchem  die  Wärmeaufnahmen  gleichzeitig  mit  Temperatur- 
änderungen stattfinden,  und  welcher  graphisch  durch  Gurven  von 
beliebiger  Art  oder  auch  nur  durch  eine  einzige  stetig  verlaufende 
und  in  sich  geschlossene  CuiTe  dargestellt  wird,  wie  in  Fig.  16. 

Fip.  16. 
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Dann  denke  man  sich  die  amschlossene  Fläche,  welche  die 
äussere  Arbeit  darstellt,  durch  isen tropische  Curven,  wie  sie  in 
der  Figur  punktirt  gezeichnet  sind,  in  unendlich  schmale  Streifen 
geiheilt  Diese  Curven  denke  man  sich  oben  und  unten  durch  unend- 
lich kleine  Stücke  von  isothermischtn  Curven  verbunden,  welche 
die  gegebene  Curve  durchschneiden,  so  dass  man  längs  der  ganzen 
gegebenen  Curve  eine  gebrochene  Linie  erhält,  die  ihr  überall 
unendlich  nahe  liegt.  Den  durch  diese  gebrochene  Linie  dar- 
gestellten Kreisprocess  kann  man  dem  Obigen  nach  an  die  Stelle 
des  durch  die  stetig  verlaufende  Linie  dargestellten  setzen,  ohne 
dass  dadurch  eine  bemerkenswerthe  Aenderung  in  den  aufgenomme- 
nen Wärmemengen  und  iliren  Temperaturen  entsteht.  Ferner 
kann  man  den  durch  die  gebrochene  Linie  dargestellten  Kreis- 
process wiederum  ersetzen  durch  die  unendlich  vielen  einfachen 
Kreisprocesse,  welche  durch  die  unendlich  schmalen  Vierecke  dar- 
gestellt werden,  deren  jedes  aus  zwei  neben  einander  liegenden 
isentropischen  Curven  und  zwei  unendlich  kleinen  Stücken  von 
isothermischen  Curven  besteht 

Bildet  man  nun  für  jeden  dieser  letztgenannten  Kreisprocesse 
eine  Gleichung  von  der  Form  (1 1),  bei  der  die  beiden  Wärmemengen 
unendlich  klein  sind,  und  daher  als  Differentiale  von  Q  bezeichnet 
werden  können,  und  addirt  *dann  alle  diese  Gleichungen,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  (14),  nur  dass  an  die 
Stelle  des  Summenzeichens  ein  Integralzeichen  tritt,  nämlich: 

(V.)  f'4  =  o. 

Diese  Gleichung,  welche  ich  zuerst  im  Jahre  1854  veröflFent- 
licht  habe^),  bildet  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie,  soweit  er  sich  auf 
umkehrbare  Kreisprocesse  bezieht.  Ihre  Bedeutung  lässt  sich 
folgendermaassen  in  Worten  ausdrücken.  Wenn  bei  einem  umkehf' 
hären  Kreisprocesse  jedes  von  dem  veränderlichen  Körper-  auf- 
genommene (positive  oder  negative)  Wärmeelement  durch  die  abso- 
lute Auf  nahmetemperatur  dividirt^  und  der  so  entstandene  Differen- 
tialausdruck für  den  ganzen  Verlauf  des  Kreisprocesses  integrirt 
wird^  so  hat  das  Integral  den  Werth  Null. 

Wenn  das  auf  beliebige  nach  einander  stattfindende  Ver- 
änderungen eines  Körpers  bezügliche  Integral 


1)  Pogg.  Anu.  Bd.  93,  S.  600. 
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jedes  Mal  gleich  Null  wird,  so  oft  der  Körper  wieder  In  seinen 
Anfangszustand  zunickkehrt,  welches  auch  die  dazwischen  durch- 
laufenen Zustände  sein  mögen,  so  muss  der  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck 

dQ 
T 

das  vollständige  DiflFerential  einer  Grösse  sein,  welche  nur  von  dem 
augenblicklichen  Zustande  des  Körpers,  und  nicht  von  dem  Wege, 
auf  welchem  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  abhängt. 
Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  S^  so  können  wir  setzen: 

oder: 

(VI.)  dQ  =  TdS, 

welche  Gleichung  einen  anderen  fiir  viele  Untersuchungen  bequemen 
Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie 
bildet. 


ABSCHNITT  IV. 


Veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes 

oder 

Satz  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen. 

§.  1.    Zwei  verschiedene  Arten  von  Verwandlungen. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  gesehen,  dass  bei  einem  ein- 
fachen Kreisprocesse  zwei  auf  die  Wärme  bezügliche  Veränderungen 
eintreten,  dass  nämlich  eine  Wärmemenge  in  Arbeit  verwandelt 
(oder  durch  Arbeit  erzeugt)  wird  und  eine  andere  Wärmemenge 
aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  (oder  umgekehrt) 
übergeht  Wir  haben  dann  weiter  gefunden,  dass  zwischen  der  in 
Arbeit  verwandelten  (oder  durch  Arbeit  erzeugten)  Wärmemenge 
und  der  übergehenden  Wärmemenge  ein  bestimmtes  Verhältniss 
bestehen  muss,  welches  von  der  Natur  d^s  veränderlichen  Körpers 
unabhängig  ist,  und  daher  nur  von  den  Temperaturen  der  beiden 
als  Wärmereservoire  dienenden  Körper  abhängen  kann. 

Für  die  ein^  jener  beiden  Veränderungen  haben  wir  schon 
früher  den  Ausdruck  Verwandlung  eingeführt,  indem  wir,  wenn 
Wärme  verbraucht  wird  und  dafür  Arbeit  entsteht,  oder  umgekehrt 
Arbeit  verbraucht  wird  und  dafür  Wärme  entsteht,  sagten,  es  habe 
sich  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme  verwandelt.  Wir 
können  nun  auch  die  zweite  Veränderung,  welche  darin  besteht, 
dass  Wärme  aus  einem  Körper  in  einen  anderen,  der  entweder 
wärmer  oder  kälter  ist,  übergelit,  als  eine  Verivandhmg  bezeichnen, 
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jedes  Mal  gleich  Null  wird,  so  oft  der  Körper  wiederum  seinen 
Anfangszustand  zurückkehrt,  welches  auch  die  dazwischen  durch- 
laufenen Zustände  sein  mögen,  so  muss  der  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck 

dQ 
T 

das  vollständige  Differential  einer  Grösse  sein,  welche  nur  von  dem 
augenhlicklichen  Zustande  des  Körpers,  und  nicht  von  dem  Wege, 
auf  welchem  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  abhängt. 
Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  5,  so  können  wir  setzen: 

oder: 

(VI.)  dQ=  TdS, 

welche  Gleichung  einen  anderen  für  viele  Untersuchungen  bequemen 
Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie 
bildet. 
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Veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes 

oder 

Satz  von  der  Aeqnivalenz  der  Verwandlungen. 

§.  1.    Zwei  verschiedene  Arten  von  Verwandlungen. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  gesehen,  dass  bei  einem  ein- 
fachen Kreisprocesse  zwei  auf  die  Wärme  bezügliche  Veränderungen 
eintreten,  dass  nämlich  eine  Wärmemenge  in  Arbeit  verwandelt 
(oder  durch  Arbeit  erzeugt)  wird  und  eine  andere  Wärmemenge 
aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  (oder  umgekehrt) 
übergeht.  Wir  haben  dann  weiter  gefunden,  dass  zwischen  der  in 
Arbeit  verwandelten  (oder  durch  Arbeit  erzeugten)  Wärmemenge 
und  der  übergehenden  Wärmemenge  ein  bestimmtes  Verhältniss 
bestehen  muss,  weiches  von  der  Natur  d^s  veränderlichen  Körpers 
unabhängig  ist,  und  daher  nur  von  den  Temperaturen  der  beiden 
als  Wärmereservoire  dienenden  Körper  abhängea  kann. 

Für  die  einef  jener  beiden  Veränderungen  haben  wir  schon 
früher  den  Ausdruck  Verwandlung  eingeführt,  indem  wir,  wenn 
Wärme  verbraucht  wird  und  dafür  Arbeit  entsteht,  oder  umgekehrt 
Arbeit  verbraucht  wird  und  dafür  Wärme  entsteht,  sagten,  es  habe 
sich  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme  verwandelt.  Wir 
können  nun  auch  die  zweite  Veränderung,  welche  darin  besteht, 
dass  Wärme  aus  einem  Körper  in  einen  anderen,  der  entweder 
wärmer  oder  kälter  ist,  übergelit,  als  eine  Verivandhmg  bezeichnen, 
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indem  wir  sagen,  es  verwandle  sich  dabei  Wärme  von  einer  Tem- 
peratur in  Wärme  von  einer  anderen  Temperatur. 

Bei  dieser  Auffassung  der  Sache  können  wir  das  Resultat  eines 
einfachen  Kreisprocesses  dahin  aussprechen ,  dass  zwei  Verwand- 
lungen eingetreten  sind^  eine  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit 
(oder  unigekehrt)  und  eine  Verwandlung  aus  Wärme  van  höherer 
Tetnperatur  in  Wärme  von  niederer  Temperatur  (oder  umgekehrt)^ 
und  die  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Verwandlungen  ist  es 
dann,  welche  durch  den  zweiten  Hauptsatz  ausgedrückt  werden  soll. 

Was  nun  zuerst  die  Verwandlung  aus  Wärme  von  einer  Tem- 
peratur in  Wärme  von  einer  anderen  Temperatur  anbetrifft,  so  ist 
es  im  Voraus  klar,  dass  dabei  die  beiden  Temperaturen,  zwischen 
denen  die  Verwandlung  vor  sich  geht,  in  Betracht  kommen  müssen. 
Es  entsteht  nun  aber  die  weitere  Frage,  ob  bei  der  Verwandlung 
aus  Wärme  in  Arbeit  oder  aus  Arbeit  in  Wärme  die  Temperatur 
der  betreffenden  Wärmemenge  auch  eine  wesentliche  Rolle  spielt, 
oder  ob  bei  dieser  Verwandlung  die  Temperatur  gleichgültig  ist. 

Wenn  wir  die  Beantwortung  dieser  Frage  aus  der  Betrachtung 
des  oben  beschriebenen  einfachen  Kreisprocesses  ableiten  wollen, 
so  finden  wir,  dass  er  fiir  diesen  Zweck  zu  beschränkt  ist.  Da 
nämUch  in  ihm  nur  zwei  als  Wärmereservoire  dienende  Körper 
vorkommen,  so  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  in  Arbeit 
verwandelte  Wärme  aus  einem  derselben  beiden  Körper  stamme 
(oder  die  durch  Arbeit  erzeugte  Wärme  von  einem  derselben  beiden 
Körper  aufgenommen  werde),  zwischen  denen  auch  der  Wärme- 
übergang stattfindet.  Dadurch  ist  über  die  Temperatur  der  in 
Arbeit  verwandelten  (oder  durch  Arbeit  erzeugten)  Wärme  im  Vor- 
aus die  bestimmte  Annahme  gemacht,  dass  sie  mit  einer  der  beiden 
beim  Wärmeübergange  vorkommenden  Temperaturen  überein- 
stimme, und  diese  Beschränkung  verhindert  es,  zu  erkennen,  welchen 
Einfluss  es  auf  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Verwandlungen 
hat,  wenn  die  erstgenannte  Temperatur  sich  ändert,  während  die 
beiden  letztgenannten  Temperaturen  ungeändert  bleiben. 

Man  würde  nun  zwar  die  iin  vorigen  Abschnitte  auch  schon 
beschriebenen  complicirteren  Kreisprocesse  und  die  aus  ihnen  ab- 
geleiteten Gleichungen  benutzen  können,  um  diesen  Einfluss  zu 
bestimmen;  ich  glaube  aber,  dass  es  der  Klarheit  und  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  zweckmässiger  ist,  einen  für  diese  Bestimmung  be- 
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sonders  geeigneten  Kreisprocess  zu  betrachten,  und  mit  dessen  Hülfe 
den  zweiten  Hauptsatz  in  seiner  veränderten  Form  noch  einmal 
abzuleiten. 

§.  2.    Ein  Kreisprocess  von  besonderer  Form. 


Es  sei  wiederum  ein  veränderlicher  Körper  gegeben,  dessen 
Zustand  durch  sein  Volumen  und  den  Druck,  unter  welchem  er 
steht,  vollkommen  bestimmt  ist,  so  dass  wir  seine  Veränderungen 
in  der  oben  beschriebenen  Weise  graphisch  darstellen  können. 
Dabei  wollen  wir  die  Figur  wieder  beispielsweise  in  der  Form  con- 
struiren,  welche  sie  für  ein  vollkommenes  Gas  annimmt,  ohne  aber 
bei  der  Betrachtung  selbst  eine  beschränkende  Annahme  über  die 
Natur  des  Körpers  zu  machen. 

Der  Körper  sei  zunächst  in  dem  durch  den  Punkt  a  (Fig.  17) 
angedeuteten  Zustande  gegeben,  in  welchem  sein  Volumen  durch 

Fig.  17. 


o 


die  Äbscisse  oh  und  der  Druck  durch  die  Ordinate  ha  dargestellt 
wird.  Die  durch  diese  beiden  Grössen  bestimmte  Temperatur  sei 
T,  Nun  mögen  mit  dem  -Körper  nach  einander  folgende  Ver- 
änderungen vorgenommen  werden. 

1.  Man  bringt  den  Körper  von  der  Temperatur  T  auf  eine 
andere  Temperatur  Ti,  die  beispielsweise  niedriger  als  T  sein  mag, 
und  zwar  dadurch,  dass  man  ihn  in  einer  für  Wäxme  undurch- 
dringlichen Hülle,  so  dass  er  weder  Wärme  aufnehmen  noch  ab- 
geben kann,  sich  ausdehnen  lässt.  Die  Abnahme  des  Druckes, 
welche  durch  die  gleichzeitige- Volumenzunahme  und  Temperatur- 
abnahme bedingt  wird ,  sei  durch  die  isentropische  Curve  a  b  dar- 
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gestellt,  so  dass,  wenn  die  Temperatur  des  Körpers  bis  Ti  gesunken 
ist,  sein  Volumen  und  sein  Druck  in  of  und  ib  übergegangen  sind. 

2.  Man  setzt  den  veränderlichen  Körper  mit  einem  Körper  JSTi 
von  der  Temperatur  Tj  in  Verbindung,  und  lässt  ihn  dann  sich 
noch  weiter  ausdehnen,  wobei  ihm  alle  durch  die  Ausdehnung  ver- 
schwindende Wärme  von  dem  Körper  Ki  wieder  ersetzt  wird.  Von 
dem  letzteren  sei  angenommen,  dass  seine  Temperatur  wegen  seiner 
Grösse  oder  aus  irgend  einem  anderen  Grunde  durch  diese  Wärme- 
abgabe nicht  merkUch  erniedrigt  wird,  und  daher  als  constant  zu 
betrachten  ist  Dann  behält  auch  der  veränderliche  Körper  wäh- 
rend der  Ausdehnung  diese  constante  Temperatur,  und  die  Druck- 
abnahme wird  daher  durch  eine  isothermische  Gurve  b  c  dargestellt. 
Die  hierbei  von  Ki  abgegebene  Wärmemenge  heisse  Qi. 

3.  Man  trennt  den  veränderlichen  Körper  von  dem  Körper  JTi, 
und  lässt  ihn  ohne  dass  er  Wärme  aufnehmen  oder  abgeben  kann, 
sich  noch  weiter  ausdehnen,  bis  seine  Temperatur  von  Ti  auf  T^ 
gesunken  ist.  Die  hierbei  stattfindende  Druckabnahme  sei  durch 
die  isentropische  Curve  cd  dargestellt. 

4.  Man  setzt  den  veränderlichen  Körper  mit  einem  Körper  K^ 
von  der  constanten  Temperatur  Tj  in  Verbindung  und  drückt  ihn 
dann  zusammen,  wobei  er  alle  in  ihm  entstehende  Wärme  dem 
Körper  j^a  mittheilt.  Diese  Zusammendrückung  setzt  man  so  lange 
fort,  bis  K^  dieselbe  Wärmemenge  Qi  empfangen  hat,  welche  vor- 
her von  Kl  a])gegeben  wurde.  Der  Druck  nimmt  hierbei  nach  der 
isothermischen  Gurve  de  zu. 

5.  Man  trennt  den  veränderhchen  Körper  von  dem  Körper  Ä^, 
und  drückt  ihn,  ohne  dass  er  Wärme  aufnehmen  oder  abgeben 
kann,  noch  so  lange  zusammen ,  bis  seine  Temperatur  von  T^  auf 
den  ursprünghchen  Werth  T  gestiegen  ist,  wobei  der  Druck  nach 
der  isentropischen  Gurve  ef  zunimmt  Das  Volumen  on,  in  welches 
der  Körper  auf  diese  Weise  gebracht  wird,  ist  ^leiner  als. sein 
ursprüngliches  Volumen  oü^,  d^P^^  da  bei  der  Zusammendrückung  <2e 
der  zu  überwindende  Druck  und  demgemäss  die  aufzuwendende 
äussere  Arbeit  geringer  waren,  als  die  entsprechenden  Grössen  hei 
der  Ausdehnung  bc^  so  musste  dafür,  wenn  doch  dieselbe  Wärme- 
menge Qi  entstehen  sollte,  die  Zusammendrückung  weiter  fortgesetzt 
werden,  als  nöthig  gewesen  wäre,  wenn  die  Zusammendrückungen 
nur  die  Ausdehnungen  hätten  aufheben  sollen. 

6.  Man  bringt  den  veränderhchen  Körper  mit  einem  Körper 
K  von  der  constanten  Temperatur  T  in  Verbindung  und  lässt  ihn 
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sich  bis  zu  seinem  ursprünglichen  Volumen  oh  ausdehnen,  indem 
ihm  K  die  dabei  verschwindende  Wärme  ersetzt.  Die  dazu  nöthige 
Wärmemenge  heisse  Q.  Wenn  der  Körper  mit  der  Temperatur  T 
das  Volumen  oh  erreicht,  so  muss  auch  der  Druck  wieder  der 
ursprüngliche  sein^  und  die  isothermische  Gurve,  welche  die  letzte 
Druckabnabme  darstellt)  muss  daher  gerade  den  Punkt  a  treffen. 

Diese  sechs  Veränderungen  bilden  zusammen  einen  Kreis- 
process^  da  der  veränderliche  Körper  sich  am  Schlüsse  derselben 
genau  wieder  in  seinem  Anfangszustande  befindet.  Von  den  drei 
Körpern  K^  Ki  und  Äi,  welche  bei  dem  ganzen  Vorgange  nur  in 
sofern  in  Betracht  kommen,  als  sie  als  Wärmequellen  oder  Wärme- 
reservoire dienen ,  haben  die  beiden  ersten  die  Wärmemengen  Q 
und  Qi  verloren,  und  der  letzte  die  Wärmemenge  Qi  empfangen, 
was  man  so  aussprechen  kann,  dassQi  bxlq  Ki  in  K^  übergegangen 
und  Q  verschwunden  ist.  Die  letztere  Wärmemenge  muss  nach 
dem,  was  bei  dem  ersten  Hftuptsatze  gesagt  ist,  in  äussere  Arbeit 
verwandelt  sein.  Der  Gewinn  an  äusserer  Arbeit,  welcher  während 
des  Kreisprocesses  dadurch  entstanden  ist,  dass  der  Druck  bei 
deF_AliBd5Enui\g^  grösser  ^  als,  tei  ^  der  Zusammendrückung ,  und 
daher  die  positive  Arbeit  grösser  als  die  negative  war,  wird,  wie 
man  leicht  übersieht,  durch  den  Flächeninhalt  der  geschlossenen 
Figur  ahcdef  dargestelli  Nennen  wir  diese  Arbeit  TT,  so  muss 
nach  Gleichung  (5  a)  des  ersten  Abschnittes  Q  =  T7sein. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  hier  beschriebene  Kreisprocess  den 
am  Anfange  des  Abschnittes  IIL  zur  Betrachtung  angewandten  und 
in  Fig.  8  dargestellten  Kreisprocess  als  speciellen  Fall  umfasst. 
Wenn  man  nämlich  in  Bezug  auf  die  Temperatur  T  des  Körpers 
K  die  specielle  Annahme  macht,  dass  sie  gleich  der  Temperatur 
Ti  des  Körpers  iCi  sei,  so  kann  man  den  Körper  K  ganz  fortlassen, 
und  statt  seiner  den  Körper  Ki  anwenden,  und  erhält  dann  das 
Resultat,  dass  von  der  Wärme,  welche  der  Körper  Ki  abgegeben 
hat,  ein  Theil  in  Arbeit  verwandelt,  und  der  andere  Theil  zum 
Körper  K^  übertragen  ist,  wie  es  bei  jenem  früher  angewandten 
Kreisprocesse  war. 

Der  ganze  hier  beschriebene  Kreisprocess  lässt  sich  auch  in 
umgekehrter  Weise  ausführen,  indem  man  zuerst  in  Verbindung 
mit  dem  Körper  K  statt  der  vorher  geschehenen  Ausdehnung  fa 
jetzt  die  Zusammendrückung  af  bewirkt,  und  ebenso,  immer  unter 
denselben  Umständen,  unter  denen  vorher  die  entgegengesetzten 
Veränderungen  geschahen ,  jetzt  nach  einander  die  Ausdehnungen 


7* 
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fe  und  eä  und  die  Zusammendrückungen  de,  ch  und&a  geschehen 
lässt  Hierbei  werden  offenbar  von  den  Körpern  K  und  Kx  die 
Wärmemengen  Q  und  Q^  aufgenommen  und  von  K^  wird  die  Wärme- 
menge Qy  abgegeiben.  Zugleich  ist  jetzt  die  negative  Arbeit  grösser 
als  die  positive,  so  dass  der  Flächeninhalt  der  geschlossenen  Figur 
jetzt  verbrauchte  Arbeit  darstellt.  Das  Resultat  des  umgekehrten 
Processes  ist  also,  dass  die  Wärmemenge  Qi  von  K^  nach  Ki  über- 
geführt, und  die  Wärmemenge  Q  durch  Arbeit  erzeugt  und  an  den 
Körper  K  abgegeben  ist 

§.  3.    Aequivalente  Verwandlungen. 

Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  beiden  gleichzeitig  ein- 
tretenden Verwandlungen  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  zuerst  an- 
nehmen, dass  die  Temperaturen  der  drei  Wärmereservoire  dieselben 
bleiben,  aber  die  Kreisprocesse,  durch  welche  die  Verwandlungen 
bewirkt  werden,  verschieden  seien,  indem  entweder  verschiedene 
veränderliche  Körper  ähnlichen  Veränderungen  unterworfen  wer- 
den, oder  auch  Kreisprocesse  von  beliebiger  anderer  Natur  statt- 
finden, welche  nur  der  Bedingung  genügen  müssen ,  dass  die  drei 
Körper  JT,  Ki  undK^  die  einzigen  sind,  welche  Wärme  empfangen 
oder  abgeben,  und  ausserdem  von  den  beiden  letzten  der  eine  so 
viel  empfängt,  als  der  andere  abgiebt  Diese  verschiedenen  Pro- 
cesse  können  entweder  umkehrbar  sein,  wie  der  vorher  betrachtete, 
oder  nicht,  und  darnach  ändert  sich  auch  das  für  die  Verwand- 
lungen geltende  Gesetz.  Indessen  lässt  sich  die  Aenderung,  welche 
das  Gesetz  für  die  nicht  umkehrbaren  Processe  erleidet,  leicht  nach- 
träglich hinzufügen,  und  wir  wollen  ims  daher  vorläufig  auf  die 
Betrachtung  der  umkehrbaren  Kreisprocesse  beschränken. 

Für  diese  lässt  sich  aus  dem  im  vorigen  Abschnitte  aufgestellten 
Grundsatze  beweisen,  dass  die  von  Ki  nach  K^  übertragene  Wärme- 
menge Qi  zu  der  in  Arbeit  verwandelten  Q  bei  ihnen  allen  in  einem 
und  demselben  Verhältnisse  stehen  muss.  Angenommen  nämlich, 
es  gäbe  zwei  solche  Processe,  bei  denen,  wenn  Q  in  beiden  gleich 
genommen  wird,  Q^  verschieden  wäre,  so  könnte  man  nach  einander 
den  einen,  bei  welchem  Qi  kleiner  wäre,  direct,  und  den  anderen 
umgekehrt  ausfuhren.  Dann  würde  die  Wärmemenge  Q,  welche  durch 
den  ersten  Process  in  Arbeit  verwandelt  wäre ,  durch  den  zweiten 
wieder  in  Wärme  verwandelt  und  an  den  Körper  K  zurückgegeben 
werden,  und  auch  im  Uebrigen  würde  sich  am  Schlüsse  Alles  wie- 
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der  in  dem  ursprünglichen  Zustande  befinden,  nur  dass  mehr  Wärme 
▼on  K^  nach  K^  als  in  umgekehrter  Richtung  übergeführt  wäre. 
Es  hätte  also  im  Ganzen  ein  Wärmeübergang  von  dem  kälteren 
Körper  K^  nach  dem  wärmeren  Ki  stattgefunden,  der  durch  nichts 
compensirt  wäre.  Da  dieses  unserem  Grundsatze  widerspricht,  so 
muss  die  obige  Annahme  unrichtig  sein,  und  Q  muss  zu  Qi  in 
einem  immer  gleichen  Verhältnisse  stehen. 

Von  den  beiden  in  einem  solchen  umkehrbaren  Kreisprocesse 
Torkommenden  Verwandlungen,  kann  jede  die  andere,  wenn  diese 
im  entgegengesetzten  Sinne  genommen  wird,  ersetzen,  so  dass, 
wenn  eine  Verwandlung  der  einen  Art  stattgefunden  hat,  diese 
wieder  rückgängig  werden,  und  dafür  eine  Verwandlung  der  an- 
deren Art  eintreten  kann,  ohne  dass  dazu  irgend  eine  sonstige 
bleibende  Veränderung  nöthig  ist  Sei  z.  B.  auf  irgend  eine  Weise 
die  Wärmemenge  Q  aus  Arbeit  entstanden  und  von  dem  Körper 
JS:  aufgenommen,  so  kann  man  sie  durch  den  oben  beschriebenen 
Kreisprocess  dem  Körper  K  wieder  entziehen,  und  in  Arbeit  zurück 
verwandeln,  aber  es  geht  dafür  die  Wärmemenge  Qi  von  dem 
Körper  K^  zu  K^  über.  Sei  ferner  die  Wärmemenge  Q^  vorher 
von  Kx  zu  K^  übergegangen ,  so  kann  man  diese  durch  die  umge- 
kehrte Ausführung  des  obigen  Kreisprocesses  wieder  nach  Ki  zu- 
rückschaffen, indem  man  dafür  die  Wärmemenge  Q  von  der  Tem- 
peratur des  Körpers  K  aus  Arbeit  entstehen  lässt 

Man  sieht  also,  dass  diese  beiden  Verwandlungsarten  als  Vor- 
gänge von  gleicher  Natur  zu  betrachten  sind,  und  zwei  solche  Ver- 
wandlungen, die  sich  in  der  erwähnten  Weise  gegenseitig  ersetzen 
können,  wollen  wir  äquivalent  nennen. 

§.  4.    Aequivalenzwerthe  der  Verwandlungen. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
man  die  Verwandlungen  als  mathematische  Grössen  darstellen 
muss,  damit  sich  die  Aequivalenz  zweier  Verwandlungen  aus  der 
Gleichheit  ihrer  Werthe  ergiebt.  Der  so  bestimmte  mathematische 
Werth  einer  Verwandlung  möge  ihr  Aequivälengwerth  heissen. 

Was  zunächst  den  Sinn  anbetrifft,  in  welchem  jede  Verwand- 
lungsart als  positiv  zu  rechnen  ist,  so  kann  man  diesen  bei  der 
einen  willkürlich  wählen,  bei  der  anderen  aber  ist  er  dadurch 
gleich  mit  bestimmt,  indem  man  offenbar  eme  solche  Verwand- 
lung als  positiv  annehmen  muss,  welche  einer  positiven  Verwand^ 
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lung  der  anderen  Art  äquivalent  ist.  Wir  wollen  im  Folgenden 
die  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme,  tmd  demgemäss  den  Ueber- 
gang  von  Wärme  von  höherer  0u  niederer  Temperatur  als  positive 
Verwandlungen  rechnen.  Man  wird  später  sehen,  wodurch  diese 
Wahl  des  positiven  und  negativen  Sinnes  sich  vor  der  entgegen- 
gesetzten empfiehlt 

In  Bezug  auf  die  Grösse  der  Aequivalenzwerthe  ist  zunächst 
klar,  dass  der  Werth  einer  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme 
der  Menge  der  entstandenen  Wärme  proportional  sein  muss,  und 
ausserdem  nur  noch  von  ihrer  Temperatur  abhängen  kann.  Man 
kann  also  den  Aequivalenzwerth  der  Entstehung  der  Wärmemenge 
Q  von  der  Temperatur  T  aus  Arbeit  ganz  allgemein  durch  den 
Ausdruck 

darstellen,  worin  f(T)  eine  für  alle  Fälle  gleiche  Temperatur- 
function  ist.  Wenn  in  dieser  Formel  Q  negativ  wird,  so  wird  da- 
durch ausgedrückt,  dass  die  Wärmemenge  Q  nicht  aus  Arbeit  in 
Wärme  sondern  aus  Wärme  in  Arbeit  verwandelt  ist. 

Ebenso  muss  der  Werth  des  Ueberganges  der  Wärmemenge 
Q  von  der  Temperatur  Ti  zur  Temperatur  T^  der  übergehenden 
Wärmemenge  proportional  sein,  und  kann  ausserdem  nur  noch  von 
den  beiden  Temperaturen  abhängen.  Wir  können  ihn  also  all- 
gemein durch  den  Ausdruck 

Q  .  F(T,,  T,) 
darstellen,  worin  F(2\, Tj)  ebenfalls  eine  für  alle  Fälle  gleiche 
Function  der  beiden  Temperaturen  ist,  welche  wir  zwar  noch  nicht 
näher  kennen,  von  der  aber  soviel  im  Voraus  klar  ist,  dass  sie 
durch  Verwechslung  der  beiden  Temperaturen  ihr  Vorzeichen  um- 
kehren muss,  ohne  ihren  numerischen  Werth  zu  ändern,  so  dass 
man  setzen  kann: 

(1)  F(T„  T,)  =  -  F{T,,  T,). 

Um  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander  in  Beziehung  zu 
bringen,  haben  wir  die  Bedingung,  dass  in  jedem  umkehrbaren 
Kreisprocesse  der  oben  angegebenen  Art  die  beiden  darin  vor- 
kommenden Verwandlungen  gleich  gross,  aber  von  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  sein  müssen,  so  dass  ihre  algebraische  Summe 
Null  ist.  Wählen  wir  also  zunächst  den  Process,  welcher  oben 
vollständig  beschrieben  ist,  so  wurde  dabei  die  Wärmemenge  Q 
von  der  Temperatur  T  in  Arbeit  verwandelt,  was  als  Aequivalenz- 


Veränderte  Form,  des  zweiten  Hauptsatzes.      103 

werth  —  Q  .f{T)  giebt,  und  die  Wärmemenge  ^i  von  der  Tem- 
peratur Ti  zu  T,  übergeführt,  was  als  Aequivalenzwerth  Qi .  F(Ti,  T^) 
giebt,  und  es  muss  also  die  Gleichung 

(2)  -  Q.f{T)+Q,.F{T,,T,)  =  0 

gelten. 

Denken  wir  uns  nun  einen  eben  solchen  Process  umgekehrt 
ausgeführt,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Körper  Ki  und  K^ 
und  die  zwischen  ihnen  übergehende  Wärmemenge  Qi  dieselben 
bleiben,  wie  vorher,  aber  für  den  Körper  K  von  der  Temperatur  T 
ein  anderer  Körper  K'  von  der  Temperatur  T  angewandt  wird, 
und  nennen  ynv  die  in  diesem  Falle  durch  Arbeit  erzeugte  Wärme- 
menge ^,  so  haben  wir,  entsprechend  der  vorigen,  die  Gleichung: 

(3)  Q[  .f{T)+  QiFiT,,T,)  =  0. 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  unter  Berücksichtigung 
von  (1)  ergiebt  sich: 

Sieht  man  nun,  was  natürlich  gestattet  ist,  diese  beiden  nach 
einander  ausgeführten  Kreisprocesse  zusammen  als  Einen  Kreis- 
process  an,  so  kommen  in  diesem  die  beiden  Wärmeübergänge 
zwischen  Ki  und  Kj  nicht  mehr  in  Betracht,  da  sie  sich  gerade 
gegenseitig  aufgehoben  haben ,  und  es  bleiben  also  nur  die  Ver- 
wandlung der  von  K  abgegebenen  Wärmemenge  Q  in  Arbeit,  und 
die  Entstehung  der  von  K'  aufgenommenen  Wärmemenge  Q'  aus 
Arbeit  übrig.  Diese  beiden  Verwandlungen  von  gleicher  Art  kön- 
nen aber  auch  so  zerlegt  und  zusammengesetzt  werden,  dass.  sie 
wieder  als  zwei  Verwandlungen  von  verschiedener  Art  erscheinen. 
Hält  man  nämlich  einfach  an  der  Thatsache  fest,  dass  der  eine 
Körper  K  die  Wärmemenge  Q  verloren  und  der  andere  K'  die 
Menge  Q^  empfangen  hat,  so  kann  man  den  Theil,  welcher  in  bei- 
den Mengen  gemeinsam  vorkommt,  ohne  Weiteres  als  von  K  zu 
JT'  übergeführt  betrachten,  und  braucht  nur  für  den  übrigen  Theil, 
um  welchen  die  eine  Menge  grösser  ist,  als  die  andere,  die  Ver- 
wandlung aus  Wärme  in  Arbeit  (oder  umgekehrt)  als  solche  zu  be- 
rücksichtigen. Sei  z.  B.  die  Temperatur  T  höher  als  T\  so  hat 
der  auf  diese  Weise  angenommene  Wärmeübergang  die  Richtung 
vom  wärmeren  zum  kälteren  Körper,  und  ist  somit  positiv.  Dem- 
nach muss  die  andere  Verwandlung  negativ,  also  eine  Verwand- 
lung aus  Wärme  in  Arbeit  sein,  woraus  folgt,  dass  die  von  E  ab- 
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gegebene  Wärmemenge  Q  grösser  als  die  von  K*  empfangene  ^ 
ist.    Zerlegen  wir  nun  Q  in  die  beiden  Theile 

Ö'  und  e  -  «', 

so  ist  der  erstere  die  von  K  zu  K*  übergeführte,  und  der  letztere 

die  in  Arbeit  verwandelte  Wärmemenge. 

Bei  dieser  Auffassungsweise  erscheint  der  Doppelprocess  als 
ein  Process  von  derselben  Art,  wie  die  beiden  Processe,  aus  denen 
er  besteht,  dönn  der  Umstand,  dass  die  in  Arbeit  verwandelte 
Wärme  nicht  von  einem  dritten  Körper,  sondern  von  einem  der- 
jenigen beiden  Körper  herstammt,  zwischen  denen  der  Wärme- 
übergang stattfindet,  macht  keinen  wesentlichen  Unterschied,  da 
die  Temperatur  der  in  Arbeit  verwandelten  Wärme  beliebig  ist, 
und  daher  auch  denselben  Werth  haben  kann,  wie  die  Temperatur 
eines  jener  beiden  Körper,  in  welchem  Falle  der  dritte  Körper 
überflüssig  ist  Es  muss  daher  für  die  beiden  Wärmemengen  (^ 
und  Ö  —  ^  eine  Gleichung  von  derselben  Form  gelten  wie  (2), 
nämlich: 

-  (G  -  «0  ./(T)  +  «'  .F(2',r)  =  0. 

Eliminirt  man  hieraus  vermittelst  (4)  die  Grösse  Q,  und  hebt  dann 
die  Grösse  (^  fort,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(5)  F{T,r)=f{r)-f{n 

durch  welche,  da  die  Temperaturen  T  und  T  willkürUch  sind,  die 
für  die  zweite  Verwandlungsart  geltende  Function  von  zwei  Tem- 
peraturen ganz  allgemein  auf  die  für  die  erste  Art  geltende  Func- 
tion von  Einer  Temperatur  zurückgeführt  ist 

Für  die  letztere  Function  wollen  wir  zur  Abkürzung  ein  ein- 
facheres Zeichen  einführen.  Dabei  ist  es  aber  aus  einem  Grunde, 
der  später  ersichtlich  werden  wird,  zweckmässig,  nicht  die  Func- 
tion selbst,  sondern  ihren  reciproken  Werth  durch  das  jieue  Zeichen 
darzustellen.    Wir  wollen  daher  setzen: 

(6)  i^=y^oder/(T)=4-, 

so  dass  nun  r  die  unbekannte  Temperaturfnnction  ist,  welche  in 
den  Aequivalenzwerthen  vorkommt.  Wenn  von  dieser  Function 
besondere  Werthe  auszudrücken  sind,  welche  den  Temperaturen 
2\,  T2  etc.  oder  T',  T"  etc.  entsprechen ,  so  soll  dieses  einfach  da- 
durch geschehen,  dass  die  Indices  oder  Accente  an  r  selbst  gesetzt 
werden,  also  ti,  r,  etc.  oder  t',  t"  etc.  Dann  lautet  die  Gleichung  (5) : 
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Hiemach  lässt  sich  der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie,  welchen  man,  wie  ich  glaube,  in  dieser  Form  pas- 
send den  Stüjif  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlimgen  nennen 
kann,  folgendermaassen  aussprechen. 

2f&%nt  man  awei  Verwandlungen^  welche  sichy  ohne  daau  eine 
sonstige  bleibende  Veränderung  zu  erfordern^  gegenseitig  ersetzen 
tonnen^  äquivalent,  so  hat  die  Entstehung  der  Wärmemenge  Q  von 
der  Temperatur  T  aus  Arbeit  den  Aequivalenzwerth 

Q 


T    ' 


vnd  der  Übergang  der  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  Ti  eur 
Temperatur  T^  den  Aequivalemwerth 


<i  -  t)' 


worin  t  eine  von  der  Art  des  Processes,  durch  welchen  die  Verwand- 
lung geschieht,  unabhängige  Temperatuvfufuiion  ist 


§.  5.    Gesammtwerth  aller  in  einem  Ereisprocesse  vor- 
kommenden Verwandlungen. 

Schreibt  man  den  letzten  im  vorigen  Paragraphen  angeführten 
Ausdruck  in  der  Form 

80  sieht  man ,  dass  der  IJebergang  der  Wärmemenge  Q  von  der 
Temperatur  Ti  zur  Temperatur  T^^  denselben  Aequivalenzwerth 
haTJ  wie  eine  doppelte  Verwandlung  der  ersten  Art,  nämlich  die 
Verwandlung  der  Menge  Q  aus  Wärme  von  der  Temperatur  Ti  in 
Ar6eit  und  aus  Arbeit  in  Wärme  von  der  Temperatur  Tj.  Eine 
Erörterung  der  Frage,  in  wieweit  diese  äussere  Uebereinstimmung 
in  dem  Wesen  der  Vorgänge  selbst  begründet  ist,  würde  hier  noch  l 
nicht  am  Orte  sein;  jedenfalls  aber  kann  man  bei  der  mathemati-  I 
sehen  Bestimmung  des  Aequivalenzwerthes  jeden  Wärmeübergang, 
gleichgültig  wie  er  geschehen  ist,  als  eine  solche  Combination 
von  zwei  entgegengesetzten  Verwandlungen  der  ersten  Art  be- 
trachten. 

Durch  diese  Regel  wird  es  leicht,  für  jeden  noch  so  compli- 
drten  Kreisprocess,  in  welchem  beliebig  viele  Verwandlungen  der 
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beiden  Arten  yorkommen,  den  mathematischen  Ausdruck  abzulei- 
ten, welcher  den  Gesammtwerth  aller  dieser  Verwandlungen  dar- 
stellt. Hiemach  braucht  man  nämlich  bei  einer  Wärmemenge, 
welche  ein  Wärmereservoir  abgiebt,  nicht  erst  zu  untersucheu, 
welcher  Theil  davon  in  Arbeit  verwandelt  wird,  und  wo  der  übrige 
Theil  hingeht,  sondern  kann  statt  dessen  bei  allen  in  dem  Kreis- 
processe  vorkommenden  Wärmereservoiren  jede  abgegebene  Wärme- 
menge im  Ganzen  als  in  Arbeit  verwandelt,  und  jede  aufgenommene 
als  aus  Arbeit  entstanden  in  Rechnung  bringen.  Nehmen  wir  also 
an,  dass  als  Wärmereservoire  die  Körper  JCi,  JEi,  K^  etc.  mit  den 
Temperaturen  Ti,  T^i  ^3  ®tc.  vorkommen,  und  nennen  wir  die 
Wärmemengen,  welche  sie  während  des  Kreisprocesses  abgegeben 
haben,  ^1,^2)^3  ©tc-»  wobei  wir  jetzt  aufgenommene  Wärmemengen 
als  abgegebene  negative  Wärmemengen  rechnen  wollen  i),  so  wird 
der  Gesammtwerth  aller  Verwandlungen,  welcher  mit  N  bezeichnet 
werden  möge,  folgendermaassen  dargestellt: 

Ti  tj  Tg 

oder  unter  Anwendung  eines  Summenzeichens: 

(7)  ^=-2t- 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Temperaturen  der  Körper 
£1,  üfs,  £3  etc.  constant,  oder  wenigstens  so  nahe  constant  seien, 
dass  ihre  Aenderungen  vernachlässigt  werden  können.  Wenn  aber 
einer  der  Körper  entweder  durch  die  Aufnahme  der  Wärmemenge 
Q  selbst,  oder  aus  irgend  einem  anderen  Grunde  seine  Temperatur 
während  des  Processes  so  bedeutend  ändert,  dass  diese  Aenderung 
Berücksichtigung  erfordert,  so  muss  man  für  jedes  aufgenommene 
Wärmeelement  dQ  die  Temperatur  anwenden,  welche  der  Körper 
bei  seiner  Aufnahme  gerade  hat,  wodurch  natürlich  eine  Integra- 
tion nöthig  wird.  Nehmen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  an,  dass 
dieser  Umstand  bei  allen  Körpern  stattfinde,  so  erhält  die  vorige 
Gleichung  folgende  Gestalt: 


1)  Diese  Wahl  des  positiven  und  negativen  Sinnes  der  Wärmemengen 
stimmt  mit  der  im  vorigen  Abschnitte  getrofifenen  überein ,  wo  wir  eine 
von  dem  veränderlichen  Körper  aufgenommene  Wärmemenge  als  positiv 
und  eine  von  ihm  abgegebene  als  negativ  rechneten,  denn  eine  von  einem 
Wärmereservoir  abgegebene  Wärmemenge  ist  von  dem  veränderlichen 
Körper  aufgenommen  und  umgekehrt. 
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(8)  ^=-/-^'' 

worin  das  Integral  auf  alle  von  den  yerschiedenen  Körpern  ab- 
gegebenen Wärmemengen  zu  beziehen  ist. 


§.  6.    Beweis,  dass  in  einem  umkehrbaren  Kreisprocesse 
der  Gesammtwerth  aller  Verwandlungen  gleich  Null 

sein  muss. 

Wenn  der  in  Rede  stehende  Kreisprocess  umkehrbar  ist,  so 
lässt  sich,  wie  complicirt  er  auch  sei,  beweisen,  dass  die  in  ihm 
verkommenden  Verwandlungen  sich  gegenseitig  gerade  aufheben 
müssen^  so  dass  ihre  algebraische  Summe  gleich  Null  ist 

Angenommen  nämlich,  es  sei  dieses  nicht  der  Fall,  sondern 
die  algebraische  Summe  der  Verwandlungen  habe  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth,  dann  denke  man  sich  folgendes  Verfahren 
angewandt.  Man  theile  alle  vorkommenden  Verwandlungen  in  zwei 
Theile,  von  denen  der  erste  die  algebraische  Summe  Null  hat,  und 
der  zweite  nur  aus  Verwandlungen  von  gleichen  Vorzeichen  be- 
steht Die  Verwandlungen  des  ersten  Theiles  denke  man  sich  in 
lauter  Paare  von  je  zwei  gleich  grossen  aber  den  Vorzeichen  nach 
entgegengesetzten  Verwandlungen  zerlegt.  Wenn  alle  vorhandenen 
Wärmereservoire  constante  Temperaturen  haben,  so  dass  in  dem 
Kreisprocesse  nur  eine  endliche  Anzahl  von  bestimmten  Tempe- 
raturen vorkommt,  so  ist  auch  die  Anzahl  der  Paare,  die  man  zu 
bilden  hat,  eine  endliche;  sollten  aber  die  Temperaturen  der 
Wärmereservoire  sich  stetig  ändern,  so  dass  unendlich  viele  ver- 
schiedene Temperaturen  vorkommen,  und  daher  die  abgegebenen 
und  aufgenommenen  Wärmemengen  in  Elemente  zerlegt  werden 
müssen,  so  wird  die  Anzahl  der  Paare,  die  man  zu  bilden  hat, 
unendlich  gross.  Das  macht  indessen  dem  Principe  nach  keinen 
Unterschied.  Die  beiden  Verwandlungen  jedes  Paares  lassen  sich 
nun  durch  einen  oder  zwei  Kreisprocesse  von  der  in  §.  2  beschrie- 
benen Form  rückgängig  machen. 

Seien  nämlich  erstens  die  beiden  gegebenen  Verwandlungen 
von  verschiedener  Art,  sei  z.  B.  die  Wärmemenge  Q  von  der  Tem- 
peratur T  in  Arbeit  verwandelt,  und  die  Wärmemenge  Qi  aus 
einem  Körper  Ki  von  der  Temperatur  Tj  in  einen  Körper  jST,  von 
der  Temperatur  II,  übertragen  (wobei  wir  unter  Q  und  Qi  die 


108  Abschnitt  IV. 

absoluten  Werthe  der  Wännemengen  verstehen  wollen),  und  sei 
angenommen,  dass  die  Grössen  der  beiden  Wärmemengen  unter 
einander  in  der  Beziehung  stehen,  dass  man  folgende  der  Gleichung 
(2)  entsprechende  Gleichung  habe: 


-4+«.(i-i)=«- 


Dann  denke  man  sich  den  oben  beschriebenen  Kreisprocess  in  um- 
gekehrter Weise  ausgeführt,  wodurch  die  Wärmemenge  Q  von  der 
Temperatur  T  aus  Arbeit  entsteht,  und  eine  andere  Wärmemenge 
aus  dem  Körper  K^  in  den  Körper  Ki  übertragen  wird.  Diese 
letztere  Wärmemenge  muss  dann  gerade  gleich  der  in  der  vorigen 
Gleichung  stehenden  Wärmemenge  Qi  sein,  und  die  gegebenen  Ver- 
wandlungen sind  somit  rückgängig  gemacht. 

Sei  ferner  eine  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme  und  eine 
aus  Wärme  in  Arbeit  gegeben,  sei  z.  B.  die  Wärmemenge  Q  von 
der  Temperatur  T  durch  Arbeit  erzeugt,  und  die  Wärmemenge  Q' 
von  der  Temperatur  T'  in  Arbeit  verwandelt,  und  stehen  diese  bei- 
den in  der  Beziehung  zu  einander,  dass  man  habe: 

t  r 

Dann  denke  man  sich  zuerst  den  oben  beschriebenen  Kreisprocess 
ausgeführt,  wodurch  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  T  in 
Arbeit  verwandelt,  und  eine  andere  Wärmemenge  Qi  aus  einem 
Körper  Zi  in  einen  anderen  Körper  K^  übertragen  vörd.  Darauf 
denke  man  sich  einen  zweiten  Kreisprocess  in  umgekehrter  Weise 
ausgeführt,  in  welchem  die  zuletzt  genannte  Wärmemenge  Qi  wie- 
der von  £9  nach  Ki  zurücktransportirt  werde,  und  ausserdem  eine 
Wärmemenge  von  der  Temperatur  T  aus  Arbeit  entstehe.  Diese 
Verwandlung  aus  Arbeit  in  Warme  muss  dann,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  der  vorigen  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  äqui- 
valent sein,  da  sie  beide  einem  und  demselben  Wärmeübergange 
äquivalent  sind.  Die  aus  Arbeit  entstandene  Wärmemenge  von 
der  Temperatur  T  muss  daher  eben  so  gross  sein,  wie  die  in  der 
vorigen  Gleichung  stehende  Wärmemenge  ^,  und  die  gegebenen 
Verwandlungen  sind  somit  rückgängig  gemacht 

Seien  endlich  zwei  Wärmeübergänge  gegeben,  sei  z.  B.  die 
Wärmemenge  Qi  aus  einem  Körper  Ki  von  der  Temperatur  Ti  in 
einen  Körper  K^  von  der  Temperatur  T,  und  die  Wärmemenge 
Qi  aus  einem  Körper  Ki  von  der  Temperatur  Ti  in  einen  Körper 
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JEi  von  der  Temperatur  Tl  übergegangen,  und  st^en  diese  zu 
einander  in  der  Beziehung,  dass  man  habe: 

<-v)+«(i-i)=»- 

Dann  denke  man  sich  zwei  Kreisprocesse  ausgeführt,  in  deren 
einem  die  Wärmemenge  Qi  von  K^  nach  JTi  übertragen,  und  da- 
bei die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  T  durch  Arbeit  erzeugt 
werde,  während  im  zweiten  dieselbe  Wärmemenge  Q  wieder  in 
Arbeit  verwandelt,  und  dabei  eine  andere  Wärmemenge  von  Kl 
nach  K%  übertragen  werde.  Diese  andere  Wännemenge  muss 
dann  gerade  gleich  der  gegebenen  Wärmemenge  Ql  sein,  und  die 
beiden  gegebenen  Wärmeübergänge  sind  somit  rückgängig  gemacht. 

Wenn  durch  Operationen  dieser  Art  alle  Verwandlungen  des 
ersten  Theiles  rückgängig  gemacht  sind,  so  bleiben  nur  die  den 
Vorzeichen  nach  übereinstimmenden  Verwandlungen  des  zweiten 
Theiles  ohne  irgend  eine  sonstige  Veränderung  übrig. 

Wären  nun  diese  Verwandlungen  negctUv,  so  könnten  sie  nur 
Verwandlungen  aus  Wärme  in  Arbeit  und  Wärmeübergänge  von 
niederer  zu  höherer  Temperatur  sein ,  und  von  diesen  liessen  sich 
noch  die  Verwandlungen  der  ersteren  Art  durch  Verwandlungen 
der  letzteren  Art  ersetzen.  Wenn  nämlich  eine  Wännemenge  Q 
von  der  Temperatur  T  in  Arbeit  verwandelt  ist,  so  braucht  man 
nur  den  in  §.  2  beschriebenen  Kreisprocess  in  umgekehrter  Weise 
auszuführen ,  wobei  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  T 
durch  Arbeit  erzeugt,  und  zugleich  eine  andere  Wärmemenge  Qi 
aus  einem  Körper  JT,  von  der  Temperatur  T^  in  einen  Körper  Ki 
von  der  höheren  Temperatur  Ti  übertragen  wird.  Dadurch  wird 
die  gegebene  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  rückgängig 
gemacht  und  durch  den  Wärmeübergang  von  K^  nach  Ki  ersetzt. 
Nach  Anwendung  dieses  Verfahrens  würden  schliesslich  nur  Wärme- 
übergänge von  niederer  zu  höherer  Temperatur  übrig  bleiben,  die 
durch  nichts  compensirt  wären.  Da  dieses  unserem  Grundsatze 
widerspricht,  so  muss  die  Voraussetzung,  dass  die  Verwandlungen 
des  zweiten  Theiles  negativ  seien,  unrichtig  sein. 

Wären  femer  jene  Verwandlungen  positiv^  so  würde  nun  die 
Bedingung,  dass  der  in  Rede  stehende  Kreisprocess  undcehrbar  seiA 
soll,  in  Betracht  zu  ziehen  sein.  Dächte  man  sich  nämlich  den 
ganzen  Kreisprocess  umgekehrt  ausgeführt,  so  würden  dabei  alle 
in  ihm  vorkommenden  Verwandlungen  das  entgegengesetzte  Vor- 
seich^a  annehmen,  und  jene  Verwandlungen  des  zweiten  Theiles 
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würden  somit  negativ  werden.  Dadurch  würde  man  abermals  zu 
dem  obigen  mit  unserem  Grundsatze  unvereinbaren  Falle  gelangen. 
Da  hiernach  die  Verwandlungen  des  zweiten  Theiles  weder 
positiv  noch  negativ  sein  können ,  so  können  sie  überhaupt  nicht 
existiren,  und  der  erste  Theil,  dessen  algebraische  Summe  Null 
ist,  umfasst  somit  alle  in  dem  Kreisprocesse  vorkommenden  Ver- 
wandlungen. Demnach  können  wir  in  der  Gleichung  (8)  ^  ==  0 
setzen,  und  erhalten  dadurch  als  analytischen  Ausdruck  des  pcgiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  umkehrbare 
Kreisprocesse  die  Gleichung: 

(VII.)  /■^=o- 


§.  7.    Die  Temperaturen  der  vorkommenden  Wärme- 
mengen und  die  Entropie. 

Bei  der  vorstehenden  Ableitung  der  Gleichung  (VII.)  wurden 
die  Temperaturen  der  in  Betracht  kommenden  Wärmemengen  nach 
den  Wärmereservoiren  bestimmt,  aus  welchen  sie  herstammen,  oder 
in  welche  sie  übergehen.  Betrachtet  man  nun  aber  einen  Kreis- 
process,  welcher  darin  besteht,  dass  ein  Körper  eine  Reihe  von 
Zustandsänderungen  durchmacht,  und  zuletzt  wieder  in  seinen 
Anfangszustand  zurückkehrt,  so  muss  dieser  veränderliche 
Körper,  wenn  er  mit  einem  Wärmereservoir  zur  Aufnahme  oder 
Abgabe  von  Wärme  in  Verbindung  gesetzt  wird,  dieselbe  Tem- 
peratur haben,  wie  das  Wärmereservoir,  weil  nur  in  diesem 
FaUe  die  Wärme  eben  so  gut  von  dem  Wärmereservoir  zu  dem 
veränderlichen  Körper,  wie  in  umgekehrter  Richtung  übergehen 
kann,  was  für  die  Umkehrbarkait  des  Kreisprocesses  erforder- 
lich ist.  Absolut  kann  diese  Bedingung  zwar  nicht  erfüllt  sein, 
da  bei  ganz  gleicher  Temperatur  überhaupt  kein  Wärmeübergang 
eintreten  würde,  aber  man  kann  sie  wenigstens  als  so  nahe  erfüllt 
annehmen,  dass  die  kleinen  noch  vorhandenen  Temperaturdiffe- 
renzen in  der  Rechnung  zu  vernachlässigen  sind. 

In  diesem  Falle  ist  es  natürlich  einerlei,  ob  man  die  Tempe- 
ratur einer  übergehenden  Wärmemenge  der  Temperatur  des  Wärme- 
reservoirs  oder  der  augenblicklichen  Temperatur  des  veränderlichen 
Körpers  gleichsetzen  will,  da  beide  unter  einander  übereinstimmen. 
Hat  man  aber  einmal  die  letztere  Wahl  getroffen ,  und  festgesetzt. 
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dass  bei  der  Bildung  der  Gleichung  (VII.)  für  jedes  Wärmeelement 
dQ  diejenige  Temperatur  in  Rechnung  gebracht  werden  soll, 
welche  der  veränderliche  Körper  bei  seiner  Aufnahme  gerade  hat, 
so  kann  man  nun  den  Wärmereservoiren  auch  beliebige  andere 
Temperaturen    zuschreiben,    ohne   dass    dadurch    der  Ausdruck 

y  — —  ii^end  eine  Aenderung  erleidet     Bei  dieser  Bedeutung 

der  vorkommenden  Temperaturen  kann  man  also  die  Gleichung 
(VII.)  als  gültig  betrachten,  ohne  sich  darum  zu  bekümmern,  wo 
die  von  dem  veränderlichen  Körper  aufgenommene  Wärme  her- 
kommt oder  die  von  ihm  abgegebene  Wärme  hingeht,  wenn  der 
Process  nur  im  Uebrigen  umkehrbar  ist 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  — ^,  wenn 

er  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  verstanden  wird,  ist  das  Diffe- 
rential einer  auf  den  Zustand  des  Körpers  bezüglichen  Grösse, 
und  zwar  einer  (Srösse,  welche  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald 
der  augenblickliche  Zustand  bekannt  ist,  ohne  dass  man  den  Weg, 
auf  welchem  der  Körper  in  denselben  gelangt  ist,  zu  kennen 
braucht,  denn  nur  in  diesem  Falle  kann  das  Integral  jedesmal 
gleich  Null  werden,  so  oft  der  Körper  nach  beliebigen  Veränderungen 
wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkommt  Ich  habe  bei 
einer  anderen  Gelegenheit  i),  nach  Einführung  einer  gewissen  Er- 
weiterung des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen,  den 
Vorschlag  gemacht,  diese  Grösse  nach  dem  griechischen  Worte 
TQOxfi^  Verwandlung,  die  Entrovie  des  Körpers  zu  nennen.  Die 
vollständige  Erklärung  dieses  Namens  und  der  Nachweis,  dass  er 
die  Bedeutung  der  betreffenden  Grösse  richtig  ausdrückt,  kann 
fireilich  erst  an  einer  späteren  Stelle  gegeben  werden,  nachdem 
die  eben  erwähnte  Erweiterung  besprochen  ist,  indessen  wollen 
wir  der  Bequemlichkeit  wegen  diesen  Namen  schon  jetzt  anwenden. 
Bezeichnen  wir  die  Entropie  des  Körpers  mit  S^  so  können 
wir  setzen: 

r 
oder  umgeschrieben: 
(VIIL)  dQ  =  rdÄ 


i)  Pogg.  Ann.  Bd.  125,  S.  890. 
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§.  8,    Die  Temperaturfunction  r. 

Um  die  Temperaturfunction  r  zu  bestimmen,  wenden  wir  das- 
selbe Verfahren  an,  welches  wir  im  vorigen  Abscjinitte,  §.  7,  an- 
gewandt haben,  um  die  Function  <P(Ti,  Tg)  zu  bestimmen.  Da 
nämlich  die  Function  z  von  der  Natur  des  beim  Kreispröcesse  an- 
gewandten veränderlichen  Körpers  unabhängig  ist,  so  kommt  es 
nur  darauf  an,  bei  einem  mit  irgend  einem  Körper  ausgeführten 
Kreisprocesse  ihre  Form  zu  bestimmen.  Wir  wählen  dazu  als  ver- 
änderlichen Körper  wieder  ein  vollkommenes  Gas  und  denken  uns 
mit  demselben,  wie  in  jenem  Paragraphen,  einen  einfachen  Kreis- 
process  ausgeführt,  in  welchem  das  Gas  nur  bei  Einer  Temperatur, 
welche  wir  T  nennen  wollen,  Wärme  aufiiimmt,  und  bei  einer 
anderen  Temperatur,  welche  Ti  heissen  möge,  Wärme  abgiebt. 
Die  beiden  Wärmemengen,  welche  in  diesem  ^le  aufgenommen 
und  abgegeben  werden,  und  deren  absolute  Werthe  mit  Q  und  Qi 
bezeichnet  werden  mögen,  stehen,  gemäss  der  Gleichung  (8)  des 
vorigen  Abschnittes,  in  folgendem  Verhältnisse  zu  einander: 

0        T 

Nun  erhalten  wir  aber  andererseits,  wenn  wir  die  Gleichung  (VEL) 
auf  diesen  einfachen  Kreisprocess  anwendeik ,  indem  wir  dabei  die 
Abgabe  der  Wärmemenge  Qi  als  Au&ahme  der  negativen  Wärme- 
menge —  Qi  in  Rechnung  bringen,  die  Gleichung: 

woraus  folgt: 

(.0,  1  =  ^. 

Aus  der  Vereinigung  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  ergiebt  sich: 
oder: 

(U)  ^  =  -^  ^• 

Betrachten  wir  nun  T  als  eine  beliebige  und  Ti  als  eine  gegebene 
Temperatur,  so  können  wir  die  vorige  Gleichung  so  schreiben: 

(12)  t  =  T .  Const, 
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und  die  Temperaturfunction  x  ist  somit  bis  auf  einen  constanten 
Factor  beiüliimt. 

Welchen  Werth  wir  dem  constanten  Factor  zuschreiben  wollen, 
ist  gleichgültig,  da  er  sich  aus  der  Gleichung  (VU.)  fortheben 
lässt  und  somit  auf  die  mit  dieser  Gleichung  angestellten  Bech- 
nungen  ohne  Einfluss  ist.  Wir  wollen  daher  den  bequemsten 
Werth,  nämlich  die  Einheit,  wählen,  wodurch  die  vorige  Gleichung 
übergeht  in : 

(13)  ^  z  =  T. 

Demnach  ist  die  Temperaturfunction  r  nichts  weiter,  als  die  ab- 
solute Temperatur  selbst. 

Da  die  hier  ausgeführte  Bestimmung  der  Function  x  sich  auf 
die  für  Gase  abgeleiteten  Gleichungen  stützt,  so  bildet  die  bei  der 
Behandlung  der  Gase  gemachte  Nebenannahme,  dass  ein  voll- 
kommenes Gas,  wenn  es  sich  bei  constanter  Temperatur  ausdehnt, 
nur  so  viel  Wärme  verschluckt,  wie  zu  der  dabei  gethanen  äussern. 
Arbeit  verbraucht  wird,  eine  der  Grundlagen,  auf  welchen  diese 
Bestimmung  beruht  Sollte  Jemand  wegen  dieses  Grundes  Be- 
denken tragen,  diese  Bestimmung  als  vollständig  zuverlässig  an- 
zuerkennen, so  könnte  er  in  den  Gleichungen  (VII.)  und  (VIII.) 
X  als  Zeichen  einer  noch  unbestimmten  Temperaturfunction  bei- 
behalten, und  die  Gleichungen  in  dieser  Form  anwenden.  Ein 
solches  Bedenken  würde  aber  meiner  Ansicht  nach  nicht  gerecht- 
fertigt sein,  und  ich  werde  daher  im  Folgenden  immer  T  an  die 
Stelle  von  x  setzen.  Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (VII.)  und 
(Vin.)  in  diejenigen  über,  welche  schon  im  vorigen  Abschnitte 
unter  (V.)  und  (VI.)  gegeben  wurden,  nämlich: 

dQ 


f 


^=0 


dQ  =  TdS. 
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üxnfonnuxigen  der  beiden  Hauptgleiohungen. 

§.  1.  Einführung  Yon  Veränderlichen,  welche  den  Zustand 

des  Körpers  bestimmen. 

In  den  bisherigen  allgemeinen  Betrachtungen  sind  wir  dahin 
gelangt,  die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie 
durch  zwei  sehr  einfache,  unter  (III.)  und  (VI.)  gegebene  Gleichungen 
auszudrücken,  nämlich: 

(in.)  dQ  =  dü+dW, 

(VI.)  dQ  =  TdS. 

Wir  wollen  nun  mit  diesen  Gleichungen  einige  Umformungen  vor- 
nehmen, durch  welche  sie  fiir  weitere  Rechnungen  bequem  werden. 

Beide  Gleichungen  beziehen  sich  auf  eine  unendlich  kleine 
Zustandsänderung  eines  Körpers ,  und  zwar  ist  bei  der  letzteren 
Gleichung  vorausgesetzt,  dass  die  Zustandsänderung  in  umkehr- 
barer Weise  vor  sich  gehe.  Für  die  Gültigkeit  der  ersteren  Glei- 
chung ist  diese  Voraussetzung  zwar  nicht  nothwendig,  wir  wollen 
sie  aber  auch  bei  ihr  machen  und  in  den  hier  folgenden  Rech^ 
nungen  ebenso,  wie  bisher,  annehmen,  dass  wir  es  nur  mit  um- 
kehrbaren Veränderungen  zu  thun  haben. 

Den  Zustand  des  betrachteten  Körpers  denken  wir  uns  durch 
irgend  welche  Grössen  bestimmt,  und  zwar  wollen  wir  für  jetzt 
annehmen,  dass  zwei  Grössen  dazu  ausreichen.  Fälle,  welche 
besonders  oft  vorkommen,  sind  die,  wo  der  Zustand  des  Körpers 
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durdi  seine  Temperatur  und  sein  Volumen,  oder  durch  seine  Tem- 
peratur und  den  Druck,  unter  welchem  er  steht,  oder  endlich 
durch  sein  Volumen  und  den  Druck  bestimmt  ist.  Wir  wollen 
uns  aber  nicht  gleich  an  besondere  Grössen  binden,  sondern  wollen 
zunächst  annehmen,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  zwei  be- 
liebige Grössen,  welche  x  und  y  heissen  mögen,  bestimmt,  und 
diese  Grössen  wollen  wir  in  den  Rechnungen  als  die  unabhängigen 
Veränderlichen  betrachten.  Natürlich  steht  es  uns  dann  bei 
specielleren  Anwendungen  immer  frei,  unter  einer  dieser  Ver- 
änderlichen oder  unter  beiden  eine  oder  zwei  der  vorher  genannten 
Grössen,  Temperatur,  Volumen  und  Druck,  zu  verstehen. 

Wenn  die  Grössen  x  und  y  den  Zustand  des  Körpers  bestim- 
men, so  können  wir  in  den  obigen  Gleichungen  die  Energie  U  und 
die  Entropie  8  als  Functionen  dieser  Veränderlichen  behandeln. 
Ebenso  ist  die  Temperatur  jP,  sofern  sie  nicht  selbst  eine  der 
Veränderlichen  bildet,  als  Function  der  beiden  Veränderlichen  an- 
zusehen. Die  Grössen  W  und  Q  dagegen  lassen  sich,  wie  schon 
früher  erwähnt,  nicht  so  einfach  bestimmen,  sondern  müssen  in 
anderer  Weise  behandelt  werden. 

Die  DiflFerentialcoefficienten  dieser  Grössen,  welche  wir  folgen- 
dermaassen  bezeichnen  wollen : 

dW  dW 

sind  bestimmte  Functionen  von  x  und  y.  Wenn  nämlich  festge- 
setzt wird,  dass  die  Veränderliche  x  m  x  -{-  dx  übergehen  soll, 
während  y  unverändert  bleibt ,  und  dass  diese  Zustandsänderung 
des  Körpers  in  umkehrbarer  Weise  geschehen  soll ,  so  handelt  es 
sich  um  einen  vollkommen^  bestimmten  Vorgang,  und  es  muss  da- 
her auch  die  dabei  gethane  äussere  Arbeit  eine  bestimmte  sein, 

dW 
woraus  weiter  folgt,  dass  der  Bruch  -^ —  ebenfalls  einen  bestimmten 

ax 

Werth  haben  muss.    Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  festgesetzt  wird, 

dass  y  in  y  -{-  dy  übergehen   soll,  während  x  constant  bleibt. 

Wenn  hiemach  die  Differentialcoefficienten  der  äusseren  Arbeit 

W  bestinamte  Functionen  von  x  und  y  sind ,  so  muss  zufolge  der 

Gleichung  (IIL)   auch  von  den  Differentialcoefficienten  der  vom 

Körper  aufgenommenen  Wärme  Q  dasselbe  gelten,  dass  auch  sie 

bestimmte  Functionen  von  x  und  y  sind. 

8* 
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Bilden  wir  nun  aber  fnr  dW  und  dQ  ihre  Ausdrücke  in  dx 
und  dy^  indem  wir  unter  Vernachlässigung  der  Glieder,  welche  in 
Bezug  auf  dx  und  dy  von  höherer  Ordnung  sind,  schreiben: 

(3)  dW=mdx-}'ndy 

(4)  dQ   =  Mdx  -f  Ndyy 

so  erhalten  wir  dadurch  zwei  vollständige  Differentialgleichungen, 
welche  sich  nicht  integriren  lassen,  so  lange  die  Veränderlichen  x 
und  y  von  einander  unabhängig  sind,  indem  die  Grössen  nt,  n  und 
üf,  N  der  Bedingungsgleichung  der  Integrabilität,  nämlich : 

dm dn  dM dN 

dy        dx  dy         drc ' 

nicht  genügen.  Die  Grössen  W  und  Q  gehören  also  zu  denjenigen, 
welche  in  der  mathematischen  Einleitung  besprochen  wurden,  deren 
Eigenthümlichkeit  darin  besteht,  dass  zwar  ihre  Differentialcoef- 
ficienten  bestimmte  Functionen  der  beiden  unabhängigen  Veränder- 
lichen sind,  dass  sie  selbst  aber  nicht  durch  solche  Functionen 
dargestellt  werden  können,  sondern  sich  erst  dann  bestimmen 
lassen,  wenn  noch  eine  weitere  Beziehung  zwischen  den  Veränder- 
lichen gegeben  und  dadurch  der  Weg  der  Veränderungen  vor- 
geschrieben ist. 


§.  2.    Elimination  der  Grössen  U  und  S  aus  den  beiden 

fifauptgleichungen. 

Kehren  wir  nun  zur  Gleichung  (III.)  zurück  und  setzen  darin 
für  dW  und  dQ  die  Ausdrücke  (3)  und  (4),  und  zerlegen  ebenso 
dUm  seine  beiden  auf  dx  und  dy  bezüglichen  Theile,  so  lautet 
die  Gleichung: 

Mdx  +  Ndy  ^  (^+  „.)  di  +  (|?+  n)  dy. 

Da  diese  Gleichung  für  alle  beliebigen  Werthe  von  dx  und  dy 
gültig  sein  muss,  so  zerfällt  sie  in  folgende  zwei: 

Differentiiren  wir  die   erste  dieser  Gleichungen  nach  y  und   die 
zweite  nach  x^  so  erhalten  wir: 
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dM        d^U    ,   dm 
dy        dxdy  "^  dy 

dN ^  dW    ,    dn 
dx        dydx        dx 

Nun  ist  auf  U  der  für  jede  Function  von  zVei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen geltende  Satz  anzuwenden,  dass,  wenn  man  sie  nach 
den  beiden  Veränderlichen  differentiirt,  die  Ordnung  der  Diffe- 
rentiationen gleichgültig  ist,  so  dass  man  setzen  kann: 

d^U         d^U 
dxdy       dydx 

Wenn  man  unter  Berücksichtigung  dieser  letzten  Gleichung  diiB 
zweite  der  beiden  vorigen  Gleichungen  von  der  ersten  abzieht,  so 
kommt: 

,-.  dM       dN       dm       dn 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  nun  auch  die  Gleichung  (VI.) 
behandeln.  Setzen  wir  in  derselben  für  dQ  und  d/S»  die  vollstän- 
digen Differentialausdrücke,  so  lautet  sie: 

oder,  °weon  wir  noch  mit  Tdividiren: 

M,     ,    N  ,        dS,     ,   dS, 
-dx-^^dy^-^dx  +  ^dy. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  ebenso,  wie  die  oben  betrachtete,  in 
zwei  Gleichungen  zerlegen,  nämlich: 

M        dS 
T  ~~  dx 

N  _  dS 
T  -  dy' 

Indem  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  y  und  die  zweite 
nach  X  differentiiren,  erhalten  wir: 

j,dM       ^dT 

dy  dy         d*  S 


T«        dxdy 

dN        j^dT^ 
dx  dx  _   d^S 

T>      ~~  dydx 
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Da  nun  für  die  zweiten  Differentialcoefficienten  von  S  dasselbe 
gilt,  was  oben  über  diejenigen  von  ü  gesagt  wurde,  nämlich  dass 
zu  setzen  ist: 


dxdy       dydx^ 

80  erhält  man  durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  von  ein- 
ander: 

dy  dy  dx dx 

oder  umgeschrieben: 

,-.  dM      dN       1  /     dT       j^dT\ 

Den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  (5)  und  (6)  wollen  wir 
noch  eine  etwas  ai\dere  äussere  Gestalt  geben.  Um  nicht  zu  viele 
verschiedene  Buchstaben  in  den  Formeln  zu  haben,  wollen  wir 
für  M  und  N^  welche  als  abgekürzte  Zeichen  für  die  Differential- 

coefficienten  -=^  und  -^  eingeführt  sind,  künftig  wieder  die  Diffe- 

rentialcoeffidenten  selbst  schreiben.     Betrachten  wir  femer  die 

in  (5)  an  der  rechten  Seite  stehende  Differenz,  welche,  wenn  wir 

dW 
auch  für  m  und  n  wieder  die  Differentialcoefficienten  —5 —  und 

ax 

—5 —  schreiben,  lautet: 
dy 

d  (dW\  _    d  (dW\ 

dy\dx  )       dx\dy  /' 

so  ist  die  durch  diese  Differenz  dargestellte  Grösse  eine  Function 
von  X  und  y,  die  gewöhnlich  als  bekannt  anzunehmen  ist,  indem 
die  von  aussen  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  der  directen 
Beobachtung  zugänglich  sind,  und  daraus  dann  weiter  die  äussere 
Arbeit  bestimmt  werden  kann.  Wir  wollen  diese  Differenz,  welche 
im  Folgenden  sehr  häufig  vorkommen  wird,  die  auf  xy  bezügliche 
Arbeitsdifferene  nennen,  und  dafür  ein  besonderes  Zeichen  ein- 
führen, indem  wir  setzen : 

m  n     _  d  (dW\       ±(dW\ 

(1)  u^^  —  ^^y^^j       dx\dy)' 

Durch  diese  Aenderungen  in  der  Bezeichnung  gehen  die  Gleichun- 
gen (5)  und  (6)  über  in : 
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^^^  dyXdx)  ■"  dx\dy)  ~  ^'^ 

^  dy\dx)       dxxdy)       T\dy     dx        dx'  dyj' 

Diese  beiden  Gleichungen  bilden  die  auf  umkehrbare  Ver- 
änderungen bezüglichen  analytischen  Ausdrücke  der  beiden  Haupt- 
sätze für  den  Fall,  wo  der  Zustand  des  Körpers  durch  zwei  belie- 
bige Veränderliche  bestimmt  ist.  Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt 
sich  sofort  noch  eine  dritte,  welche  insofern  einfacher  ist,  als  sie 
nur  die  Differentialcoefiicienten  erster  Ordnung  von  Q  enthält, 
nämlich : 


(10) 


dT    dQ       dT    dQ       ^^ 
d^'Tx-di'Ty^  ^^'^ 


§.  8.    Anwendung  der  Temperatur  als  eine  der  unab- 
hängigen Veränderlichen. 

Besonders  einfach  werden  die  drei  vorstehenden  Gleichungen, 
wenn  man  als  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen  die  Tem- 
peratur des  Körpers  wählt.  Wir  wollten  zu  dem  Zwecke  y  =  T 
setzen,  so  dass  nun  die  noch  unbestimmt  gelassene  Grösse  x  und 
die  Temperatur  T  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 
Wenn  y  =  T  ist,  so  folgt  daraus  ohne  Weiteres,  dass 

dT 


dy 


=  1 


j  rp 

ist    Was  femer  den  Differentialcoeßicienten  -j-  anbetrifiFt,  so  ist 

bei  der  Bildung  desselben  vorausgesetzt,  dass,  während  x  in 
X  '\'  dx  übergeht,  die  andere  Veränderliche,  welche  Bisher  y  hiess, 
consü^nt  bleibe.  Da  nun  gegenwärtig  T  selbst  die  andere  Ver- 
änderliche ist,  welche  in  dem  Differentialcoefficienten  als  constant 
vorausgesetzt  wird,  so  folgt  daraus,  dass  man  zu  setzen  hat: 

dx 

Bflden  wir  nun  zunächst  die  auf  xT  bezügliche  Arbeitsdifferenz, 
so  lautet  diese: 

(11)  !>,,=  _,(__)  __(_), 
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und  unter  Anwendung  dieses  Werthes  gehen  die  Gleichungen  (8), 
(9)  und  (10)  über  in : 

^"''  dT\dxJ       dx\dT)  ~  T'  dx 

Wenn  man  das  in   (14)  gegebene  Product  TD^r  statt  des 

Differentialcoefficienten  -j^  in  die  Gleichung  (12)  einsetzt,  und  es, 

wie  dort  vorgeschrieben  ist,  nach  T  differentiirt,  so  erhält  man 
noch  folgende  einfache  Gleichung: 


§.  4.    Specialisirung  der  äusseren  Kräfte. 

Bisher  haben  wir  über  die  äusseren  Kräfte,  denen  der  Körper 
unterworfen  ist,  und  auf  welche  sich  die  bei  Zustandsänderungen 
gethane  äussere  Arbeit  bezieht,  keine  besonderen  Annahmen  ge- 
macht. Wir  wollen  nun  einen  Fall  näher  betrachten,  welcher  vor- 
zugsweise häufig  vorkommt,  nämlich  den,  wo  die  einzige  vorhandene 
äussere  Kraft,  oder  wenigstens  die  einzige,  welche  bedeutend  genug 
ist,  um  bei  den  Rechnungen  Berücksichtigung  zu  verdienen,  ein 
auf  die  Oberfläche  des  Körpers  wirkender  Druck  ist,  welcher  an 
allen  Punkten  gleich  stark  und  überall  normal  gegen  die  Ober- 
fläche gerich^t  ist 

In  diesem  Falle  wird  nur  bei  Volumenänderungen  des  Körpers 
äussere  Arbeit  gethan.  Nennen  wir  den  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Druck  p,  so  ist  die  äussere  Arbeit,  welche  gethan  wird, 
wenn  das  Volumen  v  um  dv  ziminmit: 

(16)  dW  =  pdv. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  Zustand  des  Körpers  durch 
zwei  beliebige  Veränderliche  x  und  y  bestimmt  sei,  so  sind  der 
Druck  jp  und  das  Volumen  i;  als  Functionen  von  x  und  y  zu  be- 
trachten. Wir  können  also  die  vorige  Gleichung  in  folgender 
Form  schreiben; 
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«oraojs  folgt: 

{dW         dv 

(17) 


dx 

^clx 

dW 

dy 

dv 
'"dy 

dW        dW 
Setzen  wir  diese  Werthe  von  -?—  und  -^—  in  den  in  (7)  gegebenen 

Ausdruck  von  D,,  ein,  und  fuhren  die  darin  angedeuteten  zwei- 
ten  Differentiationen    aus,    und   berücksichtigen   zugleich,    dass 

d^v  d*t7  1.  li.        • 

— — ^—  =  -5 — ^—  Bern  muss,  so  erhalten  wir: 
dxdy        dydx 

(18)  D     =^.  — —  ^.— . 

'^       dy    dx       dx    dy 

Diesen  Werth  von  D^f  haben  wir  auf  die  Gleichungen  (8)  und 
(10)  anzuwenden. 

Sind  x  und  T  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen,  so 
erhalt  man,  ganz  der  vorigen  Gleichung  entsprechend: 

7)     _dp    dv        dp    dv 

(19)  2,,,_^.___._ 

welchen  Werth  man  auf  die  Gleichungen  (12),  (14)  und  (15)  anzu- 
wenden hat. 

Die  einfachsten  Formen  nimmt  der  in  (18)  gegfebene  Aus- 
druck an,  wenn  man  entweder  das  Volumen  oder  den  Druck  als 
eine  der  unabhängigen  Veränderlichen,  oder  wenn  man  Volumen 
und  Druck  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  wählt. 
Für  diese  Fälle  geht  nämlich  die  Gleichung  (18),  wie  sich  leicht 
ersehen  lässt,  übf^r  in : 

dp 

dy 


(20)  D.,  = 


(«)  D,. = -  g 

(22)  D,p  =  1. 

Will  man  endlich  in  den  Fallen,  wo  entweder  das  Volumen 
oder  der  Druck  als  eine  unabhängige  Veränderliche  gewählt  ist, 
die  Temperatur  als  andere  unabhängige  Veränderliche  wählen,  so 
braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  T  an  die  Stelle 
von  y  zu  setzen,  also: 
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(23) 
(24) 
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B^r  = 


dp 

IT 


i>pr=~ 


dv 

Jt 


§.  5.    Zusammenstellung  einiger  häufig  vorkommender 
Formen  der  Differentialgleichungen. 

Unter  den  vorher  genannten  Umständen,  wo  die  einzige  vor- 
handene fremde  Kraft  ein  gleichmässiger  und  normaler  Oberilächen- 
druck  ist,  pAegt  man  als  unabhängige  Veränderliche,  welche  den 
Zustand  des  Körpers  bestimmen  sollen,  am  häufigsten  die  im 
vorigen  Paragraphen  zuletzt  genannten  Grössen  zu  wählen^  näm- 
lich Volumen  und  Temperatur,  oder  Druck  und  Temperatur,  oder 
endlich  Volumen  und  Druck.  Die  für  diese  drei  Fälle  geltenden 
Systeme  von  Differentialgleichungen  will  ich,  obwohl  sie  sich  leicht 
aus  den  obigen  allgemeineren  Systemen  ableiten  lassen,  doch  ihrer 
häufigen  Anwendung  wegen  hier  in  übersichtlicher  Weise  zu- 
sammenstellen. Das  erste  System  ist  dasjenige,  welches  ich  in 
meinen  Abhandlungen  bei  Betrachtung  specieller  Fälle  meistens 
angewandt  habe. 

Wenn  v  und  T  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  sind : 

d    /dQ\ d_  /dQ\  _  d£ 

dT\dv)       dv\dT)  ~  dT 


(25) 


dT\dvl 


i_(dQ\ 
\v\dT) 

l(dQ\ 
V  \dT) 


L  t^\  ^  A  f^\  =  L.^ 


dv 


=  T 


dp 
IT 


dv  \rf  '^ 


TJ  dT» 

Wenn  p  und  T  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  sind : 

d    /dQ\ d_  /dQ\  _        dv 

\dp)       dp\dT)~~ 


(26) 


dT\dpJ       dpKdTJ"       dT 

dT\dp)       dp\JT)~  T'  dp 

d£  _  _  rj^dv 
dp  dT 

jÄ_/d£\  __  y  dH 
\dp\dT)~  dT^' 


r 
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Wenn  v  und  p  als  unabhängige  VeränderUche  gewählt  sind: 

dp  \dv )        dv  \dp) 

^        ^dl)\di;/        dv\dp)~  T\dp' dv        dv' dp) 

dT      dQ_dT     dQ  ^  j, 
dp       dv        dv      dp 

§.  6.    Gleichungen  für  einen  Körper,  welcher  eine  theil- 
weise  Aenderung  seines  Aggregatzustandes  erleidet. 

Ein  Fall,  welcher  noch  eine  eigenthümliche  Vereinfachung  zu- 
lässt,  and  welcher  wegen  seiner  häufigen  Anwendungen  von  beson- 
derem Interesse  ist,  ist  der,  wo  mit  den  Zustandsänderungen  des 
betrachteten  Körpers  eine  theilweise  Aenderung  des  AggregcUaustan- 
des  verbunden  ist 

Wir  wollen  annehmen ,  es  sei  ein  Körper  gegeben ,  von  dem 
sich  ein  Theil  in  einem  und  der  übrige  Theil  in  einem  anderen 
Aggregatzustande  befinde.  Als  Beispiel  kann  man  sich  denken, 
ein  Theil  des  Körpers  befinde  sich  im  flüssigen  und  der  übrige 
Theil  im  dampfförmigen  Zustande,  und  zwar  mit  derjenigen  Dich- 
tigkeit, welche  der  Dampf  in  Berührung  mit  der  Flüssigkeit  an- 
nimmt; indessen  gelten  die  aufzustellenden  Gleichungen  auch, 
wenn  ein  Theil  des  Körpers  sich  im  festen  und  der  andere  im 
flüssigen,  oder  ein  Theil  im  festen  und  der  andere  im  dampfförmigen 
Zustande  befindet.  Wir  wollen  daher  der  grösseren  Allgemeinheit 
wegen  die  beiden  Aggregatzustände,  um  die  es  sich  handeln  soll, 
nicht  näher  bestimmen,  sondern  sie  nur  den  ersten  und  den 
jnoeiten  Aggregatzustand  nennen. 

Es  sei  also  in  einem  Gefässe  von  gegebenem  Volumen  eine 
gewisse  Menge  des  Stoffes  eingeschlossen,  und  ein  Theil  desselben 
habe  den  ersten  und  der  andere  Theil  den  zweiten  Aggregat- 
zustand. Wenn  die  specifischen  Volumina,  welche  der  Stoff  bei 
einer  gegebenen  Temperatur  in  den  beiden  Aggregatzuständen 
hat,  ungleich  sind,  so  können  in  einem  gegebenen  Räume  die  bei- 
den in  verschiedenen  Aggregatzuständen  befindlichen  Theile  nicht 
beliebige,  sondern  nur  ganz  bestimmte  Grössen  haben.  Wenn 
nämlich  der  Theil,  welcher  sich  in  dem  Aggregatzustande  von 
grösserem  specifischem  Volumen  befindet,  an  Grösse  zunimmt,  so 
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wächst  damit  zugleich  der  Druck,  den  der  eingeschlossene  Stoff 
auf  die  Umhüllungswände  ausüht,  und  den  er  daher  auch  umge- 
kehrt Yon  den  Umhüllungswänden  erleidet,  und  es  wird  zuletzt 
ein  Punkt  erreicht,  wo  der  Druck  so  gross  ist,  dass  er  den  weite- 
ren Uebergang  in  diesen  Aggregatzustand  verhindert.  Wenn  die- 
ser Punkt  erreicht  ist,  so  können,  so  lange  die  Temperatur  der 
Masse  und  ihr  Volumen,  d.  h.  der  Rauminhalt  des  Gefasses,  con- 
stant  bleiben,  die  Grössen  der  in  den  beiden  Aggregatzuständen 
befindlichen  Theile  sich  nicht  weiter  ändern.  Nimmt  dann  aber, 
während  die  Temperatur  constant  bleibt,  der  Rauminhalt  des  Ge- 
fasses zu,  so  kann  der  Theil,  welcher  sich  in  dem  Aggregat- 
zustande mit  grösserem  specifischem  Volumen  befindet,  noch  weiter 
auf  Kosten  des  anderen  wachsen,  bis  abermals  derselbe  Druck, 
wie  vorher,  erreicht  und  dadurch  der  weitere  Uebergang  ver- 
hindert ist 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Eigenthümlichkeit,  welche  diesen 
Fall  von  anderen  unterscheidet.  Wählen  wir  nämlich  die  Tempe- 
ratur tmd  das  Volumen  der  Masse  als  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen,  durch  welche  ihr  Zustand  bestimmt  wird,  so  ist 
der  Druck  nicht  eine  Function  dieser  beiden  Veränderlichen,  son- 
dern* eine  Function  der  Temperatur  allein.  Ebenso  verhält  es 
sich,  wenn  wir  statt  des  Volumens  eine  andere  Grösse,  welche  sich 
gleichfalls  unabhängig  von  der  Temperatur  ändern  kann  und  mit 
der  Temperatur  zusammen  den  ganzen  Zustand  des  Körpers  be- 
stimmt, als  zweite  unabhängige  Veränderliche  wählen.  Auch  von 
dieser«  kann  der  Druck  nicht  abhängen.  Die  beiden  Grössen 
Temperatur  und  Druck  zusammen  können  in  diesem  Falle  nicht 
als  die  beiden  Veränderlichen,  welche  zur  Bestimmung  des  Körper- 
zustandes dienea  sollen,  gewählt  werden. 

Wir  wollen  nun  neben  der  Temperatur  T  irgend  eine  noch 
unbestimmt  gelassene  Grösse  x  als  zweite  unabhängige  Veränder- 
liche zur  Bestimmung  des  Körperzustandeß  wählen.  Betrachten 
wir  dann  den  in  (19)  gegebenen  Ausdruck  der  auf  :r  T  bezüglichen 
Arbeitsdiflferenz,  nämlich: 

j.      dp   dv  dp   dv 

^'^~dTdx^dx'dT' 

so  ist  hierin  dem  Vorigen  nach  -~  =  0  zu  setzen,  und  wir  erhal- 

°  dx 

ten  also: 


1 

I 
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Hierdurch  geben  die  drei  Gleichungen  (12),  (13)  und  (14)  über  in: 

d   /dQ\ d_  /dQ\  _  dp  dv 

dT\dx)       dx\dT)~  dT'dx 


(29) 


^'^^  dT\dx)      dx\dTj~  T  dx 


§.  7.    Die  Glapeyron^sche  Gleichung  und  die  Carnot'sche 

Function. 

Im  Anschlüsse  an  die  in  diesem  Abschnitte  enthaltenen  Um- 
formungen der  Hauptgleichungen  möge  hier  noch'  diejenige 
Gleichung,  welche  Clapeyron^)  aus  der  Carnot'schen  Theorie 
als  Hauptgleichung  abgeleitet  hat,  angeführt  werden,  um  zu  sehen, 
in  welcher  Beziehung  sie  zu  den  von  uns  entwickelten  Gleichungen 
steht  Da  aber  die  Clapeyron^sche  Gleichung  eine  unbestimmte 
Temperaturfunction  enthält,  welche  man  die  Garnot'sche  Func- 
tion zu  nennen  pflegt,  so  wird  es  zweckmässig  sein,  auch  unseren 
Gleichungen,  so  weit  sie  hierbei  in  Betracht  kommen,  vorher  die 
Form  zu  geben,  in  welcher  man  sie  erhält,  wenn  man  die  im  vorigen 
Abschnitte  eingeführte  Temperaturfunction  r  nicht,  gemäss  der 
nachträglichen  Bestinunung,  gleich  der  absoluten  Temperatur  T 
setzt,  sondern  als  eine  noch  unbestimmte  Temperaturfunction  bei- 
behält. Dadurch  wird  sich  dann  die  Gelegenheit  bieten,  die  Be- 
ziehung zwischen  unserer  Temperaturfunction  t  und  der  Carnot'- 
schen  Fimction  festzustellen. 

Wenn  man  statt  der  Gleichung 

dQ  =  TdS 

die  weniger  bestimmte,  im  vorigen  Abschnitte  unter  (VUL)  gegebene 
Gleichung 

dQ  =  zd8 

anwendet,  und  aus  ihr  ebenso,  wie  es  in  §.  2  geschehen  ist,  S  eli- 
minirt»  so  erhält  man,  statt  der  Gleichung  (9),  die  folgende: 


1)  Jaurnid  de  VEcvU  polt/technique  T.  iCIP.(2654)u.  Pogg.  Ann.Bd.  59. 
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'     dy\dx)       dx\dy)         t   \dy    dx        dx    dy ^ 

und  wenn  man  diese  mit  (8)  verbindet,  so  erhält  man  statt  (10) 

die  Gleichung: 

(33)  rfr    dQ         dt    dQ  ^^j^^ 

dy    dx        dx    dy  '"* 

Nimmt  man  nun  an,  dass  als  äussere  Kraft  nur  ein  gleichmässiger 
und  normaler  Oberflächendruck  wirke,  so  kann  man  für  D^y  den 
in  (18)  gegebenen  Ausdruck  anwenden,  und  die  Gleichung  geht 
dadurch  über  in: 

^    ^        dy    dx        dx    dy  \dy    dx        dx    dy) 

Wählt  man  ferner  als  unabhängige  Veränderliche  v  und  p ,  indem 
man  setzt:  x  =^  v  und  y  -=1  p^^o  kommt: 

(35)  iLM^^M  =  r. 
^    ^  dp    dv        dv    dp 

Da  nun  r  nur  eine  Function  von  T  ist,  so  kann  man  setzen : 

dT__dr    dT       .   dr  _  dt   dT 
dv  ~  dT'  dv  dp  ^  dT'  dp' 

Wenn  man  diese  Werthe  von  -j-  und  -j—  in  die  vorige  Gleichung 

einführt,  und  dann  durch  -TTfi  dividirt,    so  erhält  man,  statt  der 

dT 

letzten  der  Gleichungen  (27),  folgende  Gleichung: 

(36)  ^.^  _  ^M  =  J-. 

dp    dv         dv    dp        dt 

dT 

Hierin  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Wärme  nach  mechanischem 
Maasse  gemessen  sei.  Will  man  gewöhnliches  Wärmemaass  ein- 
führen, so  hat  man  den  Ausdruck  an  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  durch  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  zu 
dividiren,  und  erhält: 

,_.  dT  dQ        dT  dQ  X 

dp    dv         dv    dp        j^  dt 

Mit  dieser  Gleichung  stimmt  die  Clapeyron'sche  der  Form 
nach  überein,  indem  sie  lautet  i) : 


»)  Pogg.  Ann.  Bd.  59,  S.  574. 
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Y38)  ilM-il.i9.  =  c 

^  dp    dv         dv    dp  ' 

worin  C  eine  unbestimmte  Temperaturfanction  ist,  nämlich  die 
schon  erwähnte  Carnot'sche  Function. 

Setzt  man  die  in  den  beiden  vorigen  Gleichungen  an  der 
rechten  Seite  stehenden  Ausdrücke  unter  einander  gleich,  so  erhält 
man  die  Beziehung  zwischen  C  und  r,  nämlich : 

(39)  C=—^  = ;! 


dT        ^     dT 

Wenn  man,  gemäss  der  von  uns  ausgeführten  Bestimmung,  an- 
nimmt, dass  r  nichts  weiter,  als  die  absolute  Temperatur  T  ist,  so 
nimmt  auch  C  eine  einfache '  Form  an,  nämlich: 

(40)  ^  =  ^' 

Da  die  Gleichung  (33)  aus  der  Verbindung  zweier  Gleichungen 
hervorgegangen  ist,  welche  den  ersten  und  zweiten  Hauptsatz  aus- 
drücken, so  ergiebt  sich  daraus,  dass  auch  die  Clapeyron'sche 
Gleichung  nicht  als  ein  Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes  in  der 
von  uns  angenommenen  Form  anzusehen  ist,  sondern  als  Ausdruck 
eines  Satzes,  welcher  sich  aus  der  Verbindung  des  ersten  und 
zweiten  Hauptsatzes  ableiten  lässt. 

Was  nun  weiter  die  Art  anbetrifiFt,  wieClapeyron  seine  Diffe- 
rentialgleichung behandelt  hat,  so  ist  diese  von  unserer  Behand- 
lungsart sehr  verschieden.  Er  ging  nämlich,  wie  Gar  not,  von  der 
Annahme  aus,  dass  die  Wärmemenge,  welche  man  einem  Körper 
mittheilen  muss,  während  er  aus  einem  Zustande  in  einen  anderen 
übergeht,  durch  seinen  Anfangs-  und  Endzustand  vollkommen  be- 
stimmt sei ,  ohne  dass  man  zu  wissen  brauche,  in  welcher  Weise 
und  auf  welchem  Wege  der  Uebergang  stattgefunden  hat.  Dem- 
gemäss  betrachtete  er  Q  als  eine  Function  von  p  und  v  und  leitete 
für  diese  durch  Integration  seiner  Differentialgleichung  folgenden 
Ausdruck  ab: 

(41)  Q=-F{T)-  C^>(p,v\ 

worin  F{T)  eine  willkürliche  Function  der  Temperatur  ist,  und 
9(p,i7)  eine  Function  von  p  und  v  bedeutet,  welche  der  folgenden 
einüacheren  Differentialgleichung  genügt : 

^  dv     dp         dp     dv 


' 
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Um  auch  diese  Gleichung  zu  integriren,  muss  man  für  den 
betrachteten  Körper  die  Temperatur  T  als  Function  von  p  und  v 
ausdrücken  können.  Nimmt  man  an,  der  betrachtete  Körper  sei 
ein  vollkommenes  Gas,  so  hat  man: 

(43)  ,  ^  =  ^' 

und  demgemäfls : 

dT        p        ,dT        V 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (42)  über  in: 

und  hieraus  erhält  man  durch  Integration: 

90PiV)  =  Hlogp  +  *(pt;), 
worin  9{pv)  eine  willkürliche  Function  des  Productes  pv  ist  Für 
diese  kann  man  gemäss  (43)  auch  eine  willkürliche  Function  der 
Temperatur  setzen,  so  dass  die  Gleichung  lautet: 

(45)  ,     q>(p,v)  =  Rlogp+V(T). 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  fp(p^v)  in  (41)  ein,  und  setzt 
dann  noch 

F(T)  -  CV(T)  =  RB, 

worin  B  wiederum  eine  willkürliche  Function  der  Temperatur  be- 
deutet, so  kommt: 

(46)  Q  =  B(B—  Clogp). 

Dieses  ist  die  Gleichung,  welche  Clapeyron  für  Gase  abgeleitet  hat. 


ABSCHNITT  VI. 


Anwendung  der  meohanischen  Wärmetheorie  auf 

gesättifirte  Dämpfe. 

§.  1.    Hauptgleichungen  für  gesättigte  Dämpfe. 

Unter  den  Gleichungen  des  vorigen  Abschnittes  mögen  zu- 
nächst die  in  §.  6  angeführten,  welche  sich  auf  eine  theilweise 
Aenderung  des  Aggregatzustandes  beziehen,  zur  Anwendung 
gebracht  werden,  weil  der  dort  erwähnte  Umstand,  dass  der 
Druck  nur  eine  Function  der  Temperatur  ist,  eine  besondere 
Erleichterung  der  Behandlung  gewährt.  Wir  wollen  zunächst 
den  Uebergang  aus  dem  flüssigen  in  den  dampfförmigen  Zustand 
betrachten. 

In  einem  ausdehnsamen  Gefässe  sei  von  irgend  einem  Stoffe 
die  Gewichtsmenge  M  enthalten,  und  von  dieser  befinde  sich  der 
Theil  m  im  Zustande  von  Dampf,  und  zwar,  wie  es  sich  bei  der 
Berührung  mit  der  Flüssigkeit  von  selbst  versteht,  von  Dampf  im 
Maximum  der  Dichtigkeit,  und  der  übrige  Theil  JHf — m  sei  flüssig. 
Wenn  die  Temperatur  T  der  Masse  gegeben  ist,  so  ist  damit  der 
Zustand  des  dampfförmigen  Theiles  und  ebenso  der  Zustand  des 
flüssigen  Theües  bestimmt.  Wenn  nun  auch  noch  m  gegeben  ist 
und  dadurch  die  Grössen  jener  beiden  Theile  bestimmt  sind,  so 
kennt  man  den  Zustand  der  ganzen  Masse.  Wir  wollen  daher  T 
und  m  als  die  unabhängigen  Veränderlichen  wählen,  und  somit 

Clansins,  mech.  W&nnetheorie.  I.  9 
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in  den  Gleichungen  (29),  (30)  und  (31)  des  vorigen  Abschnittes  m 
an  die  Stelle  von  x  setzen.  Dadurch  gehen  diese  Gleichungen 
über  in: 

n\  A.  (^£\  «.  A  (^\  _  ^  i^ 

^^^  dT\dm)       dm\dT)  ~  dT'  dm 

^^^  dT\dm)       dm\dT)  ~  Tdm 

,ox  ^  _  rpdp    dv 

^"^^  dm~     dT'dm 

Es  möge  nun  das  specifische  Volumen  (d.  h.  das  Volumen  der 
Gewichtseinheit)  des  gesättigten  Dampfes  mit  s,  und  das  specifische 
Volumen  der  Flüssigkeit  mit  ö  bezeichnet  werden.  Beide  Grössen 
beziehen  sich  auf  die  Temperatur  T  und  auf  den  dieser  Temperatur 
entsprechenden  Druck,  und  sind  ebenso,  wie  der  Druck,  als  Func- 
tionen der  Temperatur  allein  zu  betrachten.  Bezeichnen  wir  ferner 
das  Volumen,  welches  die  Masse  im  Ganzen  einnimmt,  mit  t?,  so  ist 

zu  setzen: 

V  =  ms  -f"  (-M  —  m)6 

=  m(s  —  ö)  +  Mö. 

Hierin  wollen  wir  noch  für  die  Differenz  s  —  ö  ein  vereinfachtes 
Zeichen  einführen,  indem  wir  setzen: 

(4)  w  =  s  —  <y, 
dann  kommt: 

(5)  V  =  mu  +  Jtf^ö, 
woraus  folgt: 

Die  Wärmemenge,  welche  der  Masse  zugeführt  werden  muss^ 
wenn  eine  Gewichtseinheit  derselben  bei  der  Temperatur  T  und 
unter  dem  entsprechenden  Drucke  aus  dem  flüssigen  in  den 
dampfförmigen  Aggregatzustand  übergehen  soll,  und  welche  wir 
kurz  die  Verdampfungswärme  nennen,  möge  mit  q  bezeichnet  wer- 
den, dann  ist:  ""  ""'"' 

(7)  ^=,. 

dm       ^ 

Ferner  wollen  wir  die  specifische  Wärme  des  Stoffes  im 
flüssigen  und  dampfförmigen  Aggregatzustande  in  die  Gleichungen 
einführen.  Die  specifische  Wärme,  um  welche  es  sich  hier  handelt, 
ist  aber  nicht  die  bei  constantem  Volumen,  noch  auch  die   bei 
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constantem  Drucke,  sondern  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  mit  der 
Temperatur  der  Druck  in  der  Weise  wächst,  wie  das  Maximum  der 
Spannkraft  des  gesättigten  Dampfes. 

Auf  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  hat  dieses  Wachsen 
des  Druckes  einen  sehr  geringen  Einiluss,  da  die  Flüssigkeiten 
sich  durch  Druckzunahmen  von  solchen  Grössen,  wie  sie  hierbei 
vorkommen,  nur  sehr  wenig  zusammendrücken  lassen.  Es  wird 
später  bei  den  auf  die  verschiedenen  specifischen  Wärmen  bezüg- 
lichen Untersuchungen  davon  die  Rede  sein,  wie  man  diesen  Ein- 
fluss  bestimmen  kann,  und  ich  will  mich  daher  für  jetzt  damit 
begnügen,  nur  Eine  Zahl  als  Beispiel  anzuführen.  Für  Wasser  bei 
lOO'^  beträgt  die  Differenz  zwischen  der  hier  in  Betracht  kommen- 
den specifischen  Wärme  und  der  specifischen  Wärme  bei  constantem 

Drucke  nur  ^^rrrr  der  letzteren,  eine  Differenz,  welche  unbedenk- 

lieh  vernachlässigt  werden  kann.  Wir  können  daher  die  hier  in 
Betracht  kommende  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit,  welche  wir 
mit  C  bezeichnen  wollen,  wenn  sie  auch  der  Bedeutung  nach  von 
der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke  verschieden  ist, 
doch  für  unsere  Rechnungen  als  mit  ihr  gleich  betrachten. 

Anders  ist  es  bei  dem  Dampfe.  Die  hier  in  Betracht  kom- 
mende specifische  Wärme  soll  sich  dem  Obigen  nachi  auf  diejenige 
Wärmemenge  beziehen,  welche  gesättigter  Dampf  zur  Erwärmung 
bedarf,  wenn  er  zugleich  so  stark  zusammengedrückt  wird,  dass 
er  sich  bei  der  erhöhten  Temperatur  wieder  im  gesättigten  Zu- 
sj^de  befindet  Da  diese  Zusammendrückung  sehr  erheblich  ist, 
so  ist  auch  diese  Art  von  specifischer  Wärme  von  allen  bisher 
betrachteten  sehr  verschieden.  Wir  wollen  sie  die_S]^ecifische 
Wärme  des  gesättigten  BoAn^es  nennen  und  mit  fl  bezeichnen. 

Nach  Einführung  der  beiden  Zeichen  G  und  H  kann  man  die 
Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  um  die  Dampfinenge  m  und  die 
Flüssigkeitsmenge  Jf  —  mum  d  T  zu  erwärmen,  sofort  hinschreiben, 
nämUch: 

^^-m£rdT+  (itf~m)CdT, 
woraus  folgt: 

oder  anders  geordnet: 

(8)  II  =  m{H-  C)  +  MC. 

9* 


/  ' ■■>    » 
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Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  folgt  weiter: 

^^'  dT\dm)'      dT 

Durch  Einsetzung  der  in  den  Gleichungen  (7),  (9)  und  (10) 
gegebenen  Werthe  in  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  erhält  man: 

(11)  ||,+  C-7/  =  «^ 

(13)  9  =  ^«Ä- 

Dieses  sind  die  auf  die  Dampfbil.dupg  bezüglichen  Hauptgleichungen 
der  mechanischen  Wärmetheorie.  Die  Gleichung  (1 1)  ist  eine  Folge 
des  ersten  Hauptsatzes,  (12)  eine  Folge  des  zweiten  Hauptsatzes 
und  (13)  ergiebt  sich  aus  der  Vereinigung  beider  Hauptsätze. 

Will  man  die  Wärmemengen  nicht  nach  mechanischem  Maasse 
sondern  nach  gewöhnlichem  Wänuemaasse  messen,  so  braucht  man 
nur  alle  Glieder  der  vorigen  Gleichungen  durch  das  mechanische 
Aequivalent  der  Wärme  zu  dividiren.  Für  diesen  Fall  wollen  wir 
die  beiden  speciiischen  Wärmen  und  die  Verdampfungswärme  durch 
neue  Zeichen  darstellen,  indem  wir  setzen : 

(14)  c  =  ^;        A  =  §;         r  =  -|.. 

Dann  lauten  die  Gleichungen: 

(15)  dI'  +  ''-*=£-dT 

(16)  Ä  +  ''~*=-f 

(17)  r  =  ^.^. 
^    '  E    dl 
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§.  2.    Specifische  Wärme  des  gesättigten  Dampfes. 

Da  (Jie  vorstehenden  Gleichungen  (15),  (16)  und  (17),  von 
denen  jedoch  nur  zwei  unabhängig  sind,  durch  die  mechanische 
Wärmetheorie  neu  gewonnen  sind,  so  kann  man  sie  dazu  benutzen, 
zwei  Grossen,  deren  eine  früher  ganz  unbekannt  und  die  andere 
nur  unvollkommen  bekannt  war,  näher  zu  bestimmen,  nämlich  die 
Grösse  h  und  die  in  u  enthaltene  Grösse  s. 

Indem  wir  uns  zuerst  zur  Betrachtung  der  Grösse  fe,  der  spe- 
cifischen  Wämie  des  gesättigten  Dampfes^  wenden,  wird  es  viel- 
leicht zweckmässig  sein,  zunächst  Einiges  von  den  früher  über 
diese  Grösse  ausgesprochenen  Ansichten  mitzutheilen. 

Die  Grösse  h  ist  besonders  für  die  Dampfmaschinentheorie 
sehr  wichtig  und  in  der  That  ist  der  Erste,  welcher  über  sie  eine 
bestimmte  Ansicht  ausgesprochen  hat,  der  berühmte  Verbesserer 
der  Dampfinaschinen,  James  Watt,  gewesen. 

Dieser  ging  natürlich  bei  seinen  Betrachtungen  von  denjenigen 
Ansichten  aus,  welche  auf  der  älteren  Wärmetheorie  beruhen.  Da- 
hin gehört  besonders  die  schon  im  Abschnitt  I.  erwähnte  Ansicht, 
dass  die  sogenannte  Gesammtwärme  (d.  h.  die  von  einem  Körper 
während  des  Ueberganges  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande 
in  seinen. gegenwärtigen  Zustand  im  Ganzen  aufgenommene  Wärme-  \ 
menge)  nur  von  dem  gegenwärtigen  Zustande,  und  nicht  von  der 
Art»  wie  der  Körper  in  denselben  gelangt  ist,  abhänge ,  und  dass  i 
sie  daher  als  eine  Function  derjenigen  Veränderlichen,  von  welchen 
der  Zustand  des  Körpers  abhängt,  dargestellt  werden  könne.  Ge- 
mäss dieser  Ansicht  würden  wir  in  unserem  Falle,  wo  der  Zustand 
des  aus  Flüssigkeit  und  Dampf  bestehenden  Körpers  durch  die 
Grössen  T  und  m  bestimmt  wird,  die  betreflfende  Wärmemenge, 
für  welche  wir,  unserer  bisherigen  Bezeichnung  entsprechend,  den 
Buchstaben  Q  wählen,  als  eine  Function  von  T  und  m  zu  betrachten 
und  in  Folge  dessen  zu  setzen  haben : 

d^(dQ\_d^(dQ\_ 
dT\dm)       dm\dT)~^' 
Führt  man  hierin  für  die  beiden  zweiten  Diflferentialcoefficienten 
die  in  (9)  und  (10)  gegebenen  Werthe  ein,  so  kommt: 

oder  nach  Division  aller  Glieder  durch  E: 
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woraus  man  zur  Bestiimuung  von  h  erhalten  würde : 

(18)  A  =  ^,  +  c. 

Diese  Gleichung  war  es  in  dei:That,  welche  man,  wenn  auch  nicht 

gerade  in  derselben  Form,  früher  benutzt  hat,  um  h  zu  bestinmien. 

Um  aus  dieser  Gleichung  A  berechnen  zu  können,  musste  man 

dr 
den  Differentialcoefiicienten  -pp^   also   die  Aenderung    der    Ver- 
dampfungswärme mit  der  Temperatur,  kennen. 

Watt  hatte  über  die  Verdampfungswänne  des  Wassers  bei 
verschiedenen  ^Temperaturen  Messungen  angestellt,  und  war  dabei 
zu  einem  Resultate  gelangt,  welches  sich  in  einem  sehr  einfachen 
Satze  aussprechen  liess,  den  man  das  WatPsche  Gesetz  zu  nennen 
pflegte.  Dieser  Satz  lautete  in  seiner  kürzesten  Form :  die  Sumtne 
der  freien  und  latenten  Wärme  ist  constant^  und  sollte  aussagen, 
dass  die  Summe  der  beiden  Wärmemengen,  welche  man  einer 
Gewichtseinheit  Wasser  mittheilen  muss,  um  sie  vom  Gefrierpunkte 
bis  zur  Temperatur  T  zu  erwärmen  und  dann  bei  dieser  Tempe- 
ratur in  Dampf  zu  verwandeln,  von  der  Temperatur  T  unabhängig 
sei.  Die  zur  Erwärmung  des  Wassers  nöthige  Wärmemenge  wird 
durch  das  Integral 

T 


f 


cdT 


dargestellt,  worin  a  die  absolute  Temperatur  des  Gefrierpunktes 
bedeutet,  und  der  obige  Satz  fuhrt  daher  zu  der  Gleichung: 


Const, 


(19)  r+    redT=C 

a 

durch  deren  Differentiation  man  erhält: 

(20)  JT  +  <^  =  ^- 

Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  (18),  so  erhält  man: 

(21)  A  =  0. 

Dieses  Resultat  hat  man  lange  für  richtig  gehalten,  und  hat  es  in 
folgendem  Satze  ausgesprochen :  Wenn  Dampf  vom  Maximum  d<ir 
Dichtigkeit  in  einer  für  Wärme   undurchdringlichen  Hülle  sein 
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Vclutnen  ändert  ^  so  bleibt  er  dabei  immer  im  Maximum  der  Dich- 
tigkeit. 

Später  hat  Regnaul  t  die  Aenderung  der  Verdampfungs- 
wärme mit  der  Temperatur  zum  Gegenstande  neuer  und  sehr 
sorgfältiger  Untersuchungen  gemacht  i),  und  hat  dabei  gefunden, 
dass  das  Watt'sche  Gesetz,  nach  welchem  die  Summe  der  freien 
und  latenten  Wärme  constant  sein  soll,  der  Wirklichkeit  nicht 
entspricht,  sondern  dass  diese  Summe  einen  mit  steigender  Tem- 
peratur wachsenden  Werth  hat  Das  Resultat  seiner  Unter- 
suchungen wird  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt,  in  welcher 
statt  der  absoluten  Temperatur  T  die  vom  Gefrierpunkte  an  ge- 
zählte Temperatur  t  eingeführt  ist: 

t 
(22)  r  +    f  cdt  =  606-5  -f  OSOö  t 


f 


Wenn  man  diese  Gleichung  nach  t  diflFerentiirt,  und  dann  statt 

des  DiflFerentialcoefficienten  -yr  den  gleichbedeutenden  -7777  setzt, 

dt  dl 

so  kommt: 

(23)  Ä  +  "^  ""  ^*^^^- 

Durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  (18)  erhält  man: 

(24)  ft  =  0-305. 

Dieses  war  der  Werth  von  A,   welchen  man  nach  der  Ver- 
öffentlichung der  Regnault 'sehen   Versuche    glaubte    statt   des 
Werthes  Null  annehmen  und  in  die  Dampfmaschinentheorie  ein- 
führen zu  müssen.     Man  kam  also  zu  der  Ansicht,  dass  gesättigter 
Dampf  bei  der  Zusammendrückung,  wenn  er  sich  dabei  so  erwär-  \ 
men  soll,  dass  er  immer  gerade  die'  Temperatur  hat,  für  welche  \ 
die  Dichtigkeit  das  Maximum  ist,  Wärme  von  Aussen  aufnehmen   \ 
müsse,  und  dass  er  umgekehrt  bei  der  Ausdehnung,  um  sich  gerade    \ 
in  der  richtigen  Weise  abzukühlen,  Wärme  nach  Aussen  abgeben    • 
müsse.    Daraus  musste  man  weiter  schliessen,  dass.  in  einer  für    . 
Wärme  undurchdringlichen  Hülle  bei  der  Zusammendrückung  des    . 
gesättigten  Dampfes  ein  theilweiser  Niederschlag  erfolge,  während    • 
bei  Ausdehnung  der  Dampf  nicht  im  Maximum   der  Dichtigkeit    ; 


V     . 


^)  Belation  des  experiences  t,  L,  zugleich  MSm.  de  VÄcad.  t.  XXI, 
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bleibe,  indem  seine  Temperatur  nicht  so  stark  sinke,  wie  dazu 
erforderUch  sem  würde. 

Nach  diesen  Mittheilungen  über  die  früher  in  Bezug  auf  h 
gezogenen  Schlüsse,  wollen  wir  nun  sehen,  was  sich  aus  unseren 
Gleichungen  schliessen  lässt.  Die  Urösse  h  kommt  in  den  beiden 
Gleichungen  (15)  und  (16)  vor;  die  erst«re  derselben  enthält  aber 
ausser  h  noch  die  Grösse  u,  welche  nicht  ohne  Weiteres  als  genügend 
bekannt  angesehen  werden  darf,  und  sie  ist  daher  zur  Bestimmimg 
von  h  weniger  geeignet,  als  die  letztere,  welche  ausser  h  nur  solche 
Grössen  enthält,  die  beim  Wasser  und  bei  einer  Anzahl  anderer 
Flüssigkeiten  durch  die  Versuche  von  Regnault  sehr  genau  be- 
stimmt sind.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  blosse  Um- 
stellung der  Glieder: 

(25)  A  =  |j  +  c_^, 

und  wir  haben  somit  durch  die  mechanische  Wärmetheorie  zur 
Bestimmung  von  h  eine  neue  Gleichung  gewonnen,  welche  sich 
von  der  früher  angenommenen  Gleichimg  (18)  durch  das  negative 

Glied =- ,  dessen  Werth  sehr  beträchtlich  ist,  unterscheidet. 


§.  3.    Numerische  Bestimmung  von  h  für  Wasserdampf. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (25)  zunächst  auf  Wasser  anwenden, 
so  haben  wir  nach  Regnault  für  die  Summe  der  beiden  ersten 
Glieder  an  der  rechten  Seite  die  Zahl  0-305  zu  setzen.  Um  das 
letzte  Glied  zu  bestimmen,  müssen  wir  r  als  Function  der  Tempe- 
ratur kennen.    Nach  Gleichimg  (22)  haben  wir  zu  setzen : 


(26)  r  =  606-5  -f  0-305 1  — 


t 
I  cdt 


Die  specifische  Wärme  c  des  Wassers  bestimmt  Regnanlt  durch 
folgende  Formel: 

(27)  c  =  1  +  0-00004  t  +  0-00000Ö9  e«, 
durch  deren  Anwendung  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

(28)  r  =  606-5  —  0-695  t  —  000002  t^  —  00000003  t^ 
Wenn  man  diesen  Ausdruck  von  r  in  (25)  einsetzt,  und  dabei  auch 
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noch  T  durch  273  -f*  *  ersetzt,  so  erhält  man  für  Wasserdampf 
die  Gleichung: 

/o«^  L        n  o^^        606-5  —  0-695  t  —  0-00002  P  —  0-0000003  t^ 

(29)  h  =  0-305 ^,^3-p^ 

Der  unter  (28)  gegebene  Ausdruck  von  r  ist  durch  seine  Länge 
unbequem,  und  ich  glaube,  dass  die  Versuche  über  die  Verdampfungs- 
wärme  bei  verschiedenen  Temperaturen,  so  werthvoll  sie  auch 
sind,  doch  nicht  einen  solchen  Grad  von  Genauigkeit  besitzen, 
dass  eine  so  lange  Formel  zu  ihrer  Darstellung  erforderlich  wäre. 
Ich  habe  daher  in  meiner  Abhandlung  über  die  Dampfmaschinen- 
theorie  vorgeschlagen,  statt  jener  Formel  folgende  anzuwenden: 

(30)  r  =  607  —  0-708  t 

Die  Art,  wie  die  beiden  Constanten  dieser  Formel  bestimmt  sind, 
soll  später  bei  Besprechung  der  Dampfmaschinen  näher  mitgetheilt 
werden.  Hier  möge  nur,  um  zu  zeigen,  dass  die  Abweichung  bei- 
der Formeln  von  einander  so  gering  ist,  dass  man  ohne  Bedenken 
die  eine  für  die  andere  setzen  kann,  eine  Zusammenstellung  einiger 
,  Zahlenwefthe  folgen: 


t 

0» 

500 

1000 

150« 

2000 

r  nach  Gleichang  (28) 
r  nach  Gleichung  (30) 

606-5 
607-0 

5716 
571-6 

536-5 
536-2 

500-7 
500-8 

464-3 
465-4 

Durch  Einsetzung  des  in  (30)  gegebenen  Ajisdruckes  von  r  in 
die  Gleichung  (25)  erhält  man,  statt  (29),  die  Gleichung : 

welche  sich  auch  in  folgende  noch  einfachere  Form  bringen  lässt: 

800-3 


(31) 


h  =  1-013  — 


273  +  t 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (29)  und  (31)  lässt  sofort  er- 
kennen, dass  für  Temperaturen,  welche  nicht  sehr  hoch  sind,  A 
eine  negative  Grösse  ist,  und  für  einige  bestimmte  Temperaturen 
ergeben  sich  aus  (29)  folgende  Werthe,  welche  mit  den  aus  (31) 
berechneten  Werthen  sehr  nahe  übereinstimmen: 
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t 

00 

500 

100« 

1500 

2000 

h 

—  1-916 

—  1-465 

-  1133 

—  0-879 

—  0-676 

Der  Umstand,  dass  die  specifische  Wärme  des  gesättigten 
Wasserdampfes  negative  und  zwar  so  grosse  negative  Werthe  hat, 
bildet  eine  wichtige  Eigenschaft  desselben.  Man  kann  sich  von 
der  Ursache  dieses  eigenthümlichen  Verhaltens  in  folgender  Weise 
Rechenschaft  geben.  Wenn  der  Dampf  zusammengedrückt  wird, 
so  wird  durch  die  dabei  verbrauchte  Arbeit  Wärme  erzeugt,  und 
diese  Wärme  ist  mehr  als  ausreichend,  um  den  Dampf  um  so  viel 
zu  erwärmen,  dass  er  die  Temperatur  annimmt,  zu  welcher  die 
neue  Dichtigkeit  als  Maximum  gehört.  Man  muss  ihm  daher,  wenn 
er  sich  gerade  nur  in  der  Weise  erwärmen  soll,  dass  er  gesättigt 
bleibt,  einen  Theil  der  erzeugten  Wärme  entziehen.  In  entsprechen- 
der Weise  wird  bei  der  Ausdehnung  des  Dampfes  mehr  Wärme  zu 
Arbeit  verbraucht,  als  nöthig  ist,  um  den  Dampf  um  so  viel  abzu- 
kühlen, dass  er  gerade  in  dem  Zustande  als  gesättigter  Dampf 
bleibt.  Man  muss  ihm  also,  wenn  dieses  Letztere  stattfinden  soll, 
bei  der  Ausdehnung  Wärme  mittheilen. 

Sollte  der  ursprünglich  gesättigte  Dampf  sich  in  einer  für 
Wärme  undurchdringlichen  Hülle  befinden,  so  würde  er  bei  der 
Zusammendrückung  überhitzt  werden,  und  bei  der  Ausdehnung 
sich  theilweise  niederschlagen. 

Der  Schluss,  dass  die  specifische  Wärme  des  gesättigten 
Wasserdampfes  negativ  sei,  wurde  unabhängig  und  gleichzeitig  von 
Rankine  und  mir*)  gezogen.  Rankine  hat  aber  von  den  beiden 
Gleichungen  (15)  und  (16),  welche  A  enthalten,  nur  die  erstere 
(freilich  in  etwas  anderer  Form)  entwickelt.  Die  letztere  konnte 
er  nicht  entwickeln,  weil  ihm  der  dazu  nöthige  zweite  Hauptsatz 
fehlte.  Da  in  der  ersteren  Gleichung  neben  h  noch  das  in  der 
Grösse  u  enthaltene  specifische  Volumen  des  gesättigten  Dampfes 
vorkommt,  so  wandte  Rankine,  um  dieses  zu  bestimmen,  das 
Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche Gesetz  auf  den  gesättigten 


*)  Rankine's  Abhandlung  ist  im  Februar  1860  in  der  Edinburger 
Royal  Society  vorgetragen  und  dann  in  den  Transactions  dieser  Gesell- 
schaft Vol.  XX,  p.  147  gedruckt.  Meine  Abhandlung  ist  im  Februar  1850 
in  der  Berliner  Akademie  vorgetragen  und  dann  in  Poggendor£Ps  Annalen 
Bd.  79,  S.  368  und  500  gedruckt. 
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Dampf  an,  was,  wie  wir  später  sehen  werden,  ungenau  ist.  Die 
genauere  Bestimmung  von  h  konnte  nur  durch  die  zuerst  von  mir 
abgeleitete  Gleichung  (16)  stattfinden. 


§.4.  Numerische  Bestimmung  von  h  für  andere  Dämpfe. 

Zur  Zeit  der  ersten  Aufstellung  der  Gleichung  (25)  hatte 
Regnaul  t  seine  bekannten  werthvoUen  Messungen  zur  Bestimmung 
der  specifischen  Wärme  und  der  Verdampfungswärme  als  Func- 
tionen der  Temperatur  nur  beim  Wasser  ausgeführt  i) ,  und  es 
konnte  daher  auch  die  Grösse  h  nur  für  Wasser  numerisch  be- 
rechnet werden.  Später  hat  Regnault  seine  Messungen  auch  auf 
andere  Flüssigkeiten  ausgedehnt^),  und  es  ist  nun  möglich,  auch 
für  diese  Flüssigkeiten  jene  Gleichung  zur  numerischen  Berechnung 
von  h  anzuwenden.  Man  erhält  auf  diese  Weise  folgende  Resultate: 

Schwefelkohlenstoff:  CS^. 
Nach  Regnault  ist  zu  setzen: 

jcdt  =  0-23523  t  +  O'OOOOSlö  t^ 


0 

( 


-f-    redt  =  90-00  +  0-14(]0r  t  —  0- 


0004123  t\ 


woraus  lolgt : 

c  =  0-23523  -f-  0-0001630  t 

r  =  90-00  —  0-08922  t  —  0-0004938  t^. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  (25)  über  in : 

h  =  O-imi  -  00008246t  -  90-00- 008922  <- 00004938 <-^, 

273  +  t 

Hieraus  ergeben  sich  für  h  unter  anderen  folgende  Werthe: 


i 

00 

1000 

h 

—  01837 

—  0-1406 

^)  Belation  des  expMences  t.  L    Paris  1847. 
2)  Ebendaa.  t  IL    Paris  1862. 
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Die  specifisohe  Wärme  des  gesättigten  Dampfes  ist  also  auch 
beim  Schwefelkohlenstoff  negativ,  hat  aber  kleinere  Werthe,  als 
beim  Wasser. 

Aether:  C4H10O. 

Nach  ßegnault  ist  zu  setzen: 

t 


jcdt  =  0-52900 1  +  0K)0029587  P 


0 
t 


r  f    fcdt  =  94-00  +  0-45000 1  —  000055556 1^ 

0 
woraus  folgt:  % 

c  =  0-52900  +  0-00059174^ 

r  =  94-00  —  007900«  —  0-0008514«». 

Dadurch  geht  (25)  über  in: 

k  =  0-45000  -  00011111 1  -  9^00  "  OOTaCK)^  -  00008514  t^ 

273  +  t 

und  hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe: 


t 

00 

1000 

h 

Ü1057 

01309 

Beim  Aether  hat  also  die  specifische  Wärme  des  gesättigten 
Dampfes ,  wenigstens  bei  den  gewöhnlich  vorkommenden  Tempe- 
raturen, positive  Werthe. 


Chloroform:  CHCl,. 

Nach  Begnault  ist  zu  setzen: 

t 

cdt  =  0-23235«  +  0-00005072«» 


0 

( 


+    Ccdt  =  67  00  4-  0-1375 «, 
woraus  folgt: 


r 

0 


c  =  0-23235  +  0-00010144« 

r  =  6700  —  0-09485 «  —  0-00005072 «». 
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Dadurch  geht  (25)  über  in: 

.. ,  o..        67-00  —  009485 1  —  000005072^2 
Ä  =  0-1370 ^.^^-p 

und  hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe: 


t 

(fi 

lOQO 

h 

—  01079 

—  00153 
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Chlorkohlenstoff:  CCI4. 

Nach  Regnault  ist  zu  setzen: 

t 

redt  =  0-19798  f  -f  0-0000906  f« 

t 
r  +    fcdi  =  52-00  -f  014625^  —  0-000172 ««, 

0 
woraus  folgt: 

c  =  0-19798  +  00001812  f 

r  =  52-00  —  0-05173  e  —  0-0002626^«. 

Dadurch  geht  (25)  über  in: 

52-00  —  0-05173*  —  0-0002626«« 


k  =  0-14625  —  0-000344  e  — 
und  hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe: 


273  +  « 


t 

0« 

1000 

h 

—  00442 

—  0-0066 

Aceton:  CaHisO. 


3**6 


Nach  Begnault  ist  zu  setzen: 

t 


redt  =  0-50643 1  +  0-0003965 1^ 

0 
t 

r  +    redt  =  140-5  4-  0-36644«  —  0-000516««, 


woraus  folgt: 
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c  =  0-50643  +  00007930* 
r  =  140-5  —  0-13999«  —  OK)009125*». 
Dadurch  geht  (25)  über  in: 

J.         r^aaaAÄ  aaaiaoo/  ^"^^'^  "  0-13999«  —  0-0009125  «« 

h  =r  0-36644  —  0-001032« ^-^    .    . . 

und  hieraus  ergeben  sich  folgende  Werthe : 


t 

00 

100» 

h 

—  01482 

—  0-0515 

Ausser  den  vorstehenden  Flüssigkeiten  hat  Regnault  noch 

Alcohol,  Benzin  und  Terpentinöl  in  der  Weise  untersucht,  dass  er 

t 

die  Grösse  r  -j-    /  cdt  bestimmt  hat    Beim  Alcohol  und  Terpen- 

M  giebt  er  .b«  keine  empiAche  Fomel  ..rD.ntel.«.g  *e»r 

Grösse  an,  weil  die  Versuchsresultate  zu  viele  Unregelmässigkeiten 

zeigten,  und  beim  Benzin  hat  er  die  Grösse    /  cdt  nicht  als  Func- 

0 

tion  der  Temperatur  bestimmt,  sondern  nur  einen  Mittelwerth  der 
specifischen  Wärme  für  ein  beschränktes  Temperatur-Intervall  auf- 
gesucht. Für  diese  Flüssigkeiten  würde  daher  die  numerische 
Berechnung  von  h  mit  grösseren  Unsicherheiten  behaftet  sein,  als 
bei  den  oben  angeführten  Flüssigkeiten,  weshalb  wir  von  ihrer 
Ausfuhrung  hier  absehen  wollen. 

In  allen  vorstehenden  speciellen  Formeln  für  h  zeigt  sich,  dass 
diese  Grösse  mit  steigender  Temperatur  wächst.  In  dem  einzigen 
Falle,  wo  sie  bei  gewöhnlichen  Temperaturen  positiv  ist,  beim 
Aether,  nimmt  ihr  absoluter  Werth  mit  steigender  Temperatur  zu. 
In  den  anderen  Fällen,  wo  sie  negativ  ist,  nimmt  ihr  absoluter 
Werth  mit  steigender  Temperatur  ab.  Sie  nähert  sich  in  diesen 
Fällen  also  der  Null,  und  zwar  meistens  in  solcher  Weise,  dass 
man  annehmen  darf,  dass  ^sie  bei  einer  gewissen  höheren  Tempe- 
ratur  den  Werth  Null  erreichen  und  bei  noch  weiterem  Wachsen 
der  Temperatur  positiv  werden  wird.  Zur  Bestimmung.iLar  XfiflO^- 
peratur,  für  welche  Ä  =  0  wird,  hat  man  gemäss  (25)  zu  setzen: 

(32)  |J  +  ^  -  T  =  ^' 
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und  diese  Gleichung  hat  man,  nachdem  darin,  wie  es  oben  geschehen 
ist,  c  und  r  durch  Functionen  der  Temperatur  ersetzt  sind,  nach 
t  aufzulösen. 

Die  empirischen  Formeln  von  Regnault,  nach  welchen  wir 
c  und  r  als  Functionen  von  t  bestimmt  haben ,  dürfen  aber  natür- 
lich nicht  zu  weit  über  die  Temperaturgrenzen  hinaus  angewandt 
werden,  innerhalb  deren  Regnault  seine  Versuche  angestellt  hat. 
Dadurch  wird  die  Bestimmung  der  Temperatur,  für  welche  A  =  0 
wird,  in  manchen  Fällen  unmöglich,  wie  z.  B.  beim  Wasser,  wo 
man  aus  den  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  (29) 
und  (31)  Ä  =  0  setzt,  eine  Temperatur  von  etwa  500°  erhalten 
würde,  während  doch  die  Gleichungen  nur  bis  etwas  über  200*^ 
anwendbar  sind.  Bei  anderen  Flüssigkeiten  dagegen  liegt  die 
Temperatur,  für  welche  die  Formel  von  h  den  Werth  Null  an- 
nimmt, und  über  welche  hinaus  sie  positive  Werthe  hat,  noch 
innerhalb  der  Grenzen,  für  welche  man  die  Formel  anwenden  darf. 
So  berechnet  Cazini)  diese  Temperatur  für  Chloroform  zu  123-48^ 
und  für  Chlorkohlenstoff  zu  128-9o. 

§.  5.     Experimentelle  Prüfung  der  specifischen  Wärme 

des  gesättigten  Dampfes. 

Nachdem  die  Theorie  zu  dem  Resultate  geführt  hatte,  dass 
die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Wasserdampfes  negativ  sei, 
und  dass  daher  gesättigter  Wasserdampf  in  einer  für  Wärme  un- 
durchdringlichen Hülle  sich  bei  der  Ausdehnung  theilweise  nieder- 
schlagen müsse,  ist  dieses  Resultat  von  Hirn  einer  experimentellen 
Prüfung  unterworfen «).  Ein  cylinderformiges  Gefäss  von  Metall 
war  an  seinen  beiden  Enden  mit  parallelen  Spiegelglasplatten  ver- 
sehen, so  dass  man  hindurchsehen  konnte.  Nachdem  dieser  Cylin- 
der  mit  Wasserdampf  von  hohem  Drucke  gefüllt  war,  welcher  voll- 
kommen durchsichtig  war,  öi&iete  man  plötzlich  einen  Hahn,  so 
dass  ein  Theil  des  Dampfes  in  die  Atmosphäre  ausströmte  und  der 
zurückbleibende  Dampf  sich  somit  ausdehnte.  Dabei  sah  man 
einen  dicken  Nebel  im  Innern  des  Cylinders  entstehen,  wodurch 
der  theilweise  Niederschlag  des  Dampfes  erwiesen  war. 

Als  später  der  zweite  Band  der  Eelation  des  experiences  von 
Regnault  erschienen  war,  worin  die  oben  erwähnten,  auf  andere 

')  Annales  de  Chimie  et  de  Phystque,  4.  sSrie,  t.  XIV. 

^  Bulletin  133  de  la  SocUti  industrielle  de  Mulhouse,  p.  137. 
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Flüssigkeiten  bezüglichen  Data  enthalten  waren,  mittelst  deren 
man  h  auch  für  diese  Flüssigkeiten  berechnen  konnte,  und  als 
sich  dabei  herausgestellt  hatte,  dass  h  für  Aetherdampf  positiv  sein 
muss,  stellte  Hirn  auch  mit  diesem  Dampfe  Versuche  an,  welche 
er  folgendermaassen  beschreibt i).  „An  den  Hals  einer  festen 
Flasche  von  Krystall  brachte  ich  eine  Pumpe  an,  deren  Capacität 
angenähert  gleich  der  der  Flasche  war,  und  welche  unten  mit 
einem  Hahn  versehen  war.  Nachdem  etwas  Aether  in  die  Flasche 
gegossen  war,  tauchte  man  sie  bis  zum  Halse  in  Wasser  von  un- 
gefähr 50^,  und  öffnete  den  Hahn,  bis  man  annehmen  konnte,  dass 
die  Luft  vollkommen  ausgetrieben  sei.  Dann  schloss  man  den 
Hahn,  und  tauchte  die  Pumpe  ebenfalls  mit  der  Flasche  in  das 
warme  Wasser.  Sofort  wurde  der  Stempel  durch  den  Aether- 
dampf ganz  hinauf  getrieben.  Indem  man  dann  plötzlich  den 
Apparat  aus  dem  Wasser  nahm ,  stiess  man  den  Stempel  schnell 
hinunter.  In  diesem  Augenblicke,  aber  auch  nur  während  eines 
Augenblickes,  füllte  eich  die  Flasche  mit  einem  sehr  sichtbaren 
NebeL"  Hiermit  war  also  erwiesen,  dass  der  Aetherdampf  sich 
umgekehrt  verhält,  wie  der  Wasserdampf,  dass  er  nämlich,  statt 
bei  der  Ausdehnung,  vielmehr  bei  der  Zusammendrückung  sich 
theil  weise  niederschlägt,  wie  es  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen 
von  h  entspricht. 

Zur  Controle  dieses  Versuches  machte  Hirn  noch  einen  ganz 
eben  solchen  Versuch  mit  Schwefelkohlenstoff.  Da  zeigte  sich, 
dass  beim  Hinunterstossen  des  Stempels  die  Flasche  vollkommen 
durchsichtig  blieb.  Dieses  stimmt  wieder  mit  der  Theorie  über- 
ein, indem  beim  Schwefelkohlenstofti  wie  beim  Wasser,  h  negativ 
ist,  und  somit  bei  der  Zusammendrückung  des  Dampfes  nicht  ein 
Niederschlag,  sondern  umgekehrt  eine  Ueberiiitzung  eintreten  muss. 

Fiinige  Jahre  später  hat  Cazin,  unterstützt  von  der  Associa- 
tion scientifique^  ähnliche  und  in  einigen  Beziehungen  noch  er- 
weiterte Versuche  mit  grosser  Sorgfalt  und  vielem  Geschidce  an- 
gestellt 2). 

Er  wandte  ebenfalls  ein  cylindrisches  Metallgefäss  an,  welches 
an  seinen  Enden  mit  Glasplatten  zum  Durchsehen  versehen  war. 
Dasselbe  befand  sich  in  einem  Oelbade,  um  ihm  eine  bestimmte 
für  den  Versuch  geeignete  Temperatur  geben  zu  können. 


1)  Coamos,  10.  April  1868. 

2)  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  4.  serie^  t.  XIV, 
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Bei  einer  ersten  Versuchsreihe  wurde  nur  Ausdehnung  des 
Dampfes  beabsichtigt,  und  es  war  daher  die  Einrichtung  getroffen, 
dass  man ,  wenn  das  cylindrische  Gefäss  mit  Dampf  gefüllt  war, 
einen  Hahn  öffiien  konnte,  durch  den  dann  ein  Theil  des  Dampfes 
entweder  in  die  Atmosphäre  austrat,  oder  in  ein  Luftreservoir 
strömte,  dessen  Druck  man  um  eine  beliebige  Differenz  kleiner  als 
den  Druck  des  Dampfes  machen  konnte.  Bei  einer  zweiten  Ver- 
suchsreihe war  mit  dem  cylindrischen  Gefässe  eine  Pumpe  in  Ver- 
bindung gebracht,  welche  sich  in  dem  gleichen  Oelbade  befand, 
und  deren  Kolben  durch  einen  besonderen  Mechanismus  schnell 
aufwärts  oder  abwärts  getrieben  werden  konnte,  so  dass  das  Volu- 
men des  Dampfes  yergrössert  oder  verkleinert  wurde. 

Durch  die  Versuche  mit  diesen  Apparaten  wurden  zunächst 
die  Yon  Hirn  beim  Wasserdampf  und  Aetherdampf  gefundenen 
Residtate  bestätigt,  und  zwar  geschah  die  Prüfung  mit  dem  letzten 
Apparate  jedesmal  in  doppelter  Weise,  durch  Verdünnung  und 
Verdichtung.  Der  Wasserdampf  zeigte  bei  der  Verdünnung  Nebel- 
bildung, während  er  bei  der  Verdichtung  klar  durchsichtig  blieb. 
Der  Aetherdampf  dagegen  zeigte  bei  der  Verdichtung  Nebelbildung, 
während  er  bei  der  Verdünnung  klar  durchsichtig  blieb. 

Ausserdem  stellte  Gazin  noch  specielle  Versuche  mit  Chloro- 
formdampf an.  Wie  schon  oben  erwähnt ,  wird  beim  Chloroform- 
dampf die  Grösse  A, 'welche  bei  niederen  Temperaturen  negativ 
ist,  bei  einer  Temperatur  von  massiger  Höhe,  welche  Cazin  zu 
123-48<^  berechnet  hat,  Null,  und  bei  noch  höheren  Temperaturen 
positiv.  Dieser  Dampf  muss  also  bei  niederen  Temperaturen  sich 
bei  der  Ausdehnung  theilweise  condensiren,  und  bei  höheren  Tem- 
peraturen, jenseit  jener  Uebergangstemperatur,  sich  bei  der  Zu- 
sammendrückung theilweise  condensiren. 

Mit  dem.  ersten  Apparate,  welcher  nur  Ausdehnung  gestattete, 
beobachtete  Cazin  bis  zur  Temperatur  von  123^  Nebelbildung  bei 
der  Ausdehnung.  Bei  Temperaturen  über  145^  fand  die  Nebel- 
bildung nicht  mehr  statt.  Zwischen  123®  und  145<>  war  das  Ver- 
halten je  nach  der  Grösse  der  Ausdehnung  etwas  verschieden.  Bei 
kleiner  Ausdehnung  fand  keine  Nebelbildung  statt;  bei  grosser 
Ausdehnung  dagegen  trat  zu  Ende  der  Ausdehnung  etwas  Nebel- 
bildung ein.  Dieses  Letztere  erklärt  sich  sehr  einfach  daraus,  dass 
die  grosse  Ausdehnung  auch  eine  Temperaturemiedrigung  von 
entsprechender  Grösse  zur  Folge  hatte,  und  dadurch  der  Dampf 
zu  denjenigen  Temperaturen  gelangte,  bei  welchen  Ausdehnung 

Cl»ii«lni,  mech.  Wirmetheorie.  I.  20 
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mit  Niederschlag  verbunden  ist    Das  Resultat  stimmte  also  ganz 
mit  der  Theorie  überein. 

Mit  dem  zweiten  Apparate  zeigte  der  Chloroformdampf  bis 
130<>  bei  der  Ausdehnung  Nebelbildung,  während  er  bei  der  Zu- 
sammendrückung klar  durchsichtig  blieb.  Ueber  136^  zeigte  er 
bei  der  Zusammendrückung  Nebelbildung,  während  er  bei  der  Aus- 
dehnung klar  durchsichtig  blieb.  Hierdurch  ist  die  Theorie  noch 
vollständiger  als  durch  die  Versuche  mit  dem  ersten  Apparate 
bestätigt.  Auf  den  Umstand,'  dass  die  Temperatur,  bei  Welcher 
das  Verhalten  des  Dampfes  sich  umkehrt,  bei  diesen  Versuchen 
zwischen  130*  und  136<>  zu  liegen  schien,  während  die  Theorie 
123*480  giebt,  darf  man  kein  zu  grosses  Gewicht  legen.  Einerseits 
sind  diese  Versuche  zu  einer  genauen  Bestimmung  dieser  Tempe- 
ratur nicht  geeignet,  weil  bei  ihnei^  immer  endliche  Volumen- 
äuderungen  von  beträchtlicher  Grösse  vorkommen,  während  die 
theoretische  Zahl  sich  auf  unendlich  kleine  Volumenändernngcn 
bezieht.  Andererseits  sagt  Cazin  selbst,  dass  sein  Chloroform 
nicht  chemisch  rein  war,  und  zu  gegebenen  Dampfspannungen 
höherer  Temperaturen  bedurfte,  als  die,  welche  Regnault  gefun- 
den hat.  Man  kann  also  unter  Berücksichtigung  dieser  Umstände 
die  Bestätigung  der  Theorie  durch  das  Experiment  als  ganz  ge- 
nügend betrachten. 


§.  6.    Das  specifische  Volumen  des  gesättigten  Dampfes. 

Wir  wollen  nun  die  zweite  der  beiden  Grössen,  welche  zu 
Anfang  des  §.  2  genannt  wurden,  nämlich  die  Grösse  s,  das  speci- 
fische Volumen  des  gesättigten  Dampfes^  betrachten. 

Man  wandte  früher  zur  Berechnung  des  Volumens,  welches 
ein  Dampf  bei  verschiedenen  Temperaturen  und  unter  verscliiede- 
nem  Drucke  einnimmt,  dasMariotte'sche  undGay-Lussac'sche 
Gesetz  an,  und  machte  dabei  keinen  Unterschied,  ob  sich  der 
Dampf  im  gesättigten  oder  im  überhitzten  Zustande  befindet.  Es 
wurden  freilich  von  manchen  Seiten  Zweifel  darüber  ausgesprochen, 
ob  die  Dämpfe  wirklich  bis  zum  Sättigungspunkte  jenen  Gesetzen 
folgen;  da  aber  die  expeiimentelle  Bestimmung  des  Volumens 
gesättigter  Dämpfe  zu  grosse  Schwierigkeiten  darbot,  und  eine 
theoretische  Bestimmung  aus  Mangel  an  sicheren  Anhaltspunkten 
nicht  möglich  war,   so  blieb  man  dabei,  jene  Gesetze  auch    auf 
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gesättigte  Dämpfe  anzuwenden,  um  dadurch  wenigstens  eine  unge- 
fähre Bestimmung  ihres  Volumens  ausführen  zu  können. 

Unsere  neu  gewonnenen,  am  Ende  des  §.  1  angeführten  Glei- 
chungen gewähren  uns  nun  aber  ein  Mittel  zu  einer  theoretisch 
strengen  und  mit  zuverlässigen  Daten  ausführbaren  Berechnung 
des  Volumens  gesättigter  Dämpfe.  In  diesen  Gleichungen  kommt 
nämlich  die  Grösse  u  vor,  welche  gleich  der  Differenz  s  —  ö  ist, 
worin  0  das  specifische  Volumen  der  Flüssigkeit  bedeutet.  Dieses 
letztere  ist  der  Regel  nach  gegen  's  sehr  klein  und  kann  daher  bei 
vielen  Rechnungen  ganz  vernachlässigt  werden;  ausserdem  aber 
ist  es  als  bekannt  anzusehen,  so  dass  auch  seine  Berücksichtigung 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Die  letzte  jener  Gleichungen,  nämlich  die  Gleichung  (17) 
lautet,  wenn  wir  darin  u  durch  s  —  ö  ersetzen : 

(33)  T(s-c)    dp 

Indem  wir  diese  Gleichung  nach  s  auflösen,  erhalten  mr: 

(34)  '=-fk^'' 

dT 
Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  für  alle  Stoffe,  für  welche  die 
Dampfspannung  p  und  die  Verdampfungswämie  r  als  Functionen 
der  Temperatur  bekannt  sind,  auch  das  specifische  Volumen  s  des 
gesättigten  Dampfes  für  jede  Temperatur  berechnen. 


§.  7.     Abweichung  des  gesättigten  Wasserdampfes  vom 
Mariotte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Gleichungen  zunächst  dazu  an- 
wenden, zu  untersuchen,  ob  der  gesättigte  Wasserdampf  dem 
Mariotte'schen  und  Gay-Lussac'sclien  Gesetze  folgt,  oder  ob 
und  in  wie  weit  er  davon  abweicht. 

Wenn  der  gesättigte  Dampf  jenen  Gesetzen  folgte ,  so  müsste 
die  nachstehende  Gleichung  gelten : 

^p■  r=z  Const., 

oder  auch,  indem  man  T  durch  «  -f-  f  ersetzt,  und  die  Gleichung 

mit  dem  constanten  Factor  -p-  multiplicirt: 

10* 
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-TT-  PS  — i — 7  =  Const. 
JS  -^    a  +  < 

Aus  der  Gleichung  (33)  lässt  sich  aber,  nachdem  auch  in  ihr  T 
durch  a  -j-  t  ersetzt  ist,  folgende  Gleichung  ableiten: 

^      ^     ^    p    dt 

Da  nun  die  DifiFerenz  s  —  ö  sehr  wenig  von  s  verschieden  ist,  so 
ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  sehr  nahe  gleich  der  linken 
Seite  der  vorigen  Gleichung,  und  man  braucht  also,  um  zu  unter- 
suchen, wie  der  gesättigte  Dampf  sich  zum  Mariotte'schen  und 
Gay-Lussac'schen  Gesetze  verhält,  nur  zu  prüfen,  ob  der  an  der 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  stehende  Ausdruck  constant  ist^ 
oder  sich  mit  der  Temperatur  ändert.  Eine  solche  Prüfung  eines 
Ausdruckes,  ob  seine  aufeinander  folgenden  Werthe  untereinander 
gleich  sind,  oder  ob  und  in  welcher  Weise  sie  von  der  Gleichheit 
abweichen,  ist  besonders  einfach  und  anschaulich,  und  die  unter 
(35)  gegebene  Form  der  Gleichung  ist  daher  für  unseren  gegen- 
wärtigen Zweck  sehr  geeignet. 

Ich  habe  die  Werthe  des  Ausdruckes  für  eine  Keihe  von  Tem- 
peraturen von  0^  bis  über  200^  berechnet,  indem  ich  dabei  für  r 
und  p  die  von  Regnault  gegebenen  Zahlen  angewandt  habe. 

Was  zunächst  die  Verdampfungswärme  r  anbetriflFt,  so  habe 
ich  von  der  schon  unter  (28)  angeführten  Formel 

r  =  606-5  —  0-695 1  —  000002 1^  —  0-0000003 1^ 

Gebrauch  gemacht,  wofür  man  ohne  wesentUche  Aenderung  der 
Resultate  auch  die  unter  (30)  gegebene  vereinfachte  Formel 
benutzen  könnte. 

Was  femer  den  Druck  p  anbetrifft,  so  wandte  ich  bei  meinen 
Rechnungen  zuerst  diejenigen  Zahlen  an,  welche  Regnault  in 
seiner  bekannten  grossen  Tabelle  zusammengestellt  hat,  in  welcher 
von  —  32^  bis  -f-  230^  die  Spannungen  des  Wasserdampfes  von 
Grad  zu  Grad  angegeben  sind.  Ich  fand  aber  dabei  eigenthüm- 
liche  Abweichungen  vom  regelmässigen  Verlaufe  der  Zahlen,  welche 
in  gewissen  Temperaturintervallen  einen  anderen  Charakter  hatten, 
als  in  anderen  Intervallen,  und  ich  erkannte  bald,  dass  der  Grund 
dieser  Abweichungen  darin  lag,  dass  Regnault  seine  Zahlen 
mittelst  empirischer  Formeln  berechnet  hat,  und  dass  er  in  ver- 
schiedenen Temperaturintervallen  verschiedene  Formeln  angewandt 
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hat  Demnach  schien  es'  mir  zweckmässiger,  mich  bei  meiner 
Untersuchung  von  dem  Einflüsse  der  empirischen  Formeln  ganz 
frei  zu  machen,  und  mich  an  diejenigen  Zahlen  zu  halten,  welche 
das  Ergebniss  der  Beobachtungen  in  möglichster  Reinheit  dar- 
stellen, weil  diese  zur  Vergleichung  mit  theoretischen  Resultaten 
besonders  geeignet  sind. 

Regnault  hat,  um  aus  seinen  zahlreichen  Beobachtungen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  zu  erhalten,  eine  graphische  Dar- 
stellung zu  Hülfe  genommen,  indem  er  Curven  construirt  hat,  deren 
Äbscissen  die  Temperatur,  und  deren  Ordinaten  den  Druck  j>  be- 
deuten, und  welche  in  verschiedenen  Absätzen  von  —  33<>  bis 
+  230*^  gehen.  Von  100<^  bis  230^  hat  er  auch  noch  eine  Curve 
gezeichnet,  deren  Ordinaten  nicht  p  selbst,  sondern  den  Logarith- 
mus von  p  bedeuten.  Aus  dieser  Darstellung  haben  sich  folgende 
Werthe  ergeben,  welche  als  das  unmittelbarste  Resultat  seiner  Be- 
obachtungen zu  betrachten  sind,  und  aus  welchen  auch  diejenigen 
Werthe,  die  zur  Berechnung  seiner  empirischen  Formeln  gedient 
haben,  entnommen  sind: 


p  in  Millimetern 

i  in  Cent.-Gr. 
des  Lau- 

t  in  Cent.-Gr. 
des  Luftr 

p  in 

nach  der 

~\ 

nach  der 

thermometers. 

MiUimetem. 

thermometera. 

Curve  der 

« 

Zahlen. 

Curve  der  Lo- 
garithmen ^). 

—  200 

0-91 

110« 

1073-7 

1073-3 

—  10 

208 

120 

1489-0 

1490-7 

0 

4-60 

130 

2029-0 

2030-5 

10 

916 

140 

2713-0 

2711-5 

20 

17-39 

150 

35720 

3578-5 

30 

31-55 

160 

4647-0 

4651-6 

40 

54-91 

170 

5960-0 

5956-7 

50 

91-98 

180 

7545-0 

7537-0 

60 

148-79 

190 

94280 

9425-4 

70 

23309 

200 

11660-0 

11679-0 

80 

354-64 

210 

143080 

14325-0 

90 

525-45 

220 

17390-0 

17390-0 

^  100 

760-00 

230 

20915-0 

209270 

*)  Eb  sind  in  dieser  Columne  statt  der  durch  die  Curve  unmittelbar 
gegebenen  und  von  Regnault  angeführten  Logarithmen^  die  dazu  gehö- 
rigen Zahlen  mitgetheilt,  um  sie  besser  mit  den  Werthen  der  vorher- 
gehenden Columne  vergleichen  zu  können. 
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Um  nun  mit  diesen  Daten  die  beabsichtigte  Rechnung  auszu- 
führen, habe  ich  zuerst  nach  der  vorstehenden  Tabelle  die  Werthe 

von  —  .^  für  die  Temperaturen  5%  15»,  25'^  etc.  bestimmt,  und 
p    dt 

zwar  auf  folgende  Weise.    Da  die  Grösse  —  -^  mit  wachsender 

Temperatur  nur  langsam  abnimmt,  habe  ich  die  Abnahme  in  jedem 
Intervall  von  10  Graden,  also  von  0«  bis  10»,  von  10»  bis  20«  etc. 
als  gleichförmig  betrachtet,  so  dass  ich  den  z.  B.  für  26^  geltenden 
Werth  als  das  Mittel  aus  allen  zwischen  20^  und  30^  vorkommen- 
den Werthen  ansehen  konnte.    Dann  konnte  ich  mich,  da ^ 

P    iit 

=:     ^  f^^^  ist,  folgender  Formel  bedienen : 
dt 

1    dp\        lo(j  P'iQ  —  log  pio 


{1  '1P\ 
\p    dt) 

25» 


10 


oder  auch: 

^^^^  \J'di) loTM ' 

250 

worin  Log  das  Zeichen  der  Briggs'schon  Logarithmen  und  M  der 

Modulus  dieses  Systems  ist.    Mit  Hülfe  dieser  Werthe  von ^ 

•^  2)    dt 

und  der  durch  die  oben  angeführte  Gleichung  gegebenen  Werthe  von 

r,  so  wie  endlich  des  Werthcs  273  von  a  sind  die  Werthe,  welclie 

die  Formel  auf  der  rechten  Seite  von  (35)  und  somit   auch  der 

Ausdruck  -j^p(s  —  o)      .  ■    für  die  Temperaturen  5",  15«,  25«  etc. 

annimmt,  berechnet  und  finden  sich  in  der  zweiten  Columne  der 
nachstehenden  Tabelle  angeführt.  Bei  den  Temperaturen  über 
100^  sind  die  beiden  oben  für  p  mitgetheilten  Zahlenreihen  einzeln 
benutzt,  und  die  dadurch  gefundenen  doppelten  Resultate  neben 
einander  gestellt.  Die  Bedeutung  der  dritten  und  vierten  Coluninc 
wird  gleich  weiter  unten  noch  näher  bezeichnet  werden. 


Behandlung  der  gesättigten  Dämpfe.  151 


1. 

t  in  Cent.-Gr. 

des  Luft- 
thermometers. 


1        /  X       ö 


50 
15 
25 
35 
45 
55 
65 
75- 
85 
95 

105 

115 

125 

185 

145 

155 

165 

175 

185 

195 

206 

215 

225 


2. 
nach  den  Beobach- 
tati gswerthen. 


30-93 
30-60 
30-40 
30-23 
30-10 
29-98 
29-88 
29-76 
29-65 
29-49 


4. 

n 
n. 


29-47 
"29-16 
28-89 
28-88 
28-65 
28-16 
28-02 
27-84 
27-76 
27-45 
26-89 
26-56 
26-64 


r 


'A 


-^ 


29-50 
29-02 
28-93 
29-01 
28-40 
28-25 
28-19 
27-90 
27-67 
27-20 
26-94 
26-79 
26-50 


3. 
nach  der  Glei- 
chung (38). 


4. 


Differenzen. 


30-46 

— 

0-47 

30-38 

— 

0-22 

30-30 

— 

0-10 

30-20 

— 

0-03 

3010 

0-00 

30-00 

+ 

0-02 

29-88 

0-00 

29-76 

0-00 

29-63 

— 

0-02 

29-48 

0-01 

29-33 

—  0-14 

—  0-17 

2917 

4-  0-01 

4-  0-15 

28-99 

4-  0-10 

4-  006 

28-80 

—  0-08 

—  0-21 

28-60 

—  0-05 

+  0-20 

28-38 

+  0-22 

+  013 

28-14 

4-  012 

—  0-05 

27-89 

+  0-05 

-  0-01 

27-62 

—  0-14 

—  0-05 

27-33 

012 

+  0-13 

2702 

-f  013 

-f-  0-08 

26-68 

+  0-12 

—  0-11 

26-32 

—  0-32 

—  0-18 

1 


a 


Man  sieht  in  dieser  Tabelle  sogleich,  dass  -^p  (s  —  0)  — -r— r- 

nicht,  wie  es  sein  müsste,  wenn  das  Mariotte'sche  und  Gay- 
Lussac'sche  Gesetz  gültig  wäre,  constant  ist,  sondern  mit  der 
Temperatur  entschieden  abnimmt.  Zwischen  35^  und  95^  zeigt 
sich  diese  Abnahme  sehr  regelmässig.  Unter  35^  findet  die 
Abnahme  weniger  regelmässig  statt,  was  sich  einfach  daraus 
erklärt,   dass  hier  der  Druck  p  und    sein  Differentialcoefficient 
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•^  sehr  klein  sind,  und  dass  daher  geringe  Ungenauigkeiten  in  ihrer 
dt 

Bestimmung,  die  ganz  in  die  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  fallen, 

doch  verhäUnissmässig  bedeutend  werden  können.  Ueber  I00<^  hinaus 

nehmen  dieWerthe  dieses  Ausdrucks  ebenfalls  nicht  so  regelmässig 

ab,  wie  zwischen  35^  und  95^  doch  zeigen  sie  wenigstens  im  Ällge- 

meinen  einen  entsprechenden  Gang,  und  besonders,  wenn  man  eine 

graphische  Darstellung  ausfuhrt,  findet  man,  dass  die  Gurve,  welche 

innerhalb  jenes  Intervalls  fast  genau  die  Punkte  verbindet,  welche 

durch  die  in  der  Tabelle  enthaltenen  Zahlen  bestunmt  werden, 

sich  auch  darüber  hinaus  bis  230<)  ganz  natürlich  so  fortsetzen 

lässt,  dass  diese  Punkte  gleichmässig  auf  beiden  Seiten  vertheilt 

liegen. 

Der  Gang  dieser  Curve  kann  in  der  ganzen  Ausdehnung  der 

Tabelle  ziemlich  genau  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(37)  y^s-6)^^  =  m-ne^' 

ausgedrückt  werden ,  worin  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithr 
men  bedeutet,  undm,  n  und  Ä;Constante  sind.  Wenn  die  letzteren 
aus  den  Werthen,  welche  die  Curve  für  45^,  125»  und  205<^  giebt, 
bestimmt  werden,  so  kommt: 

(37  a)  m  =  31-549;    n  =  10486;   Je  =  0-007138, 

und  wenn  man  zur  Bequemlichkeit  noch  Briggs'sche  Logarithmen 
einführt,  so  erhält  man: 

(38)  Log  [31-549  —  ^p(s  —  6)  ^47-.]  =  00206  +  0003100 1 

Nach  dieser  Gleichung  sind  die  in  der  dritten  Columne  enthalte- 
nen Zahlen  berechnet,  und  in  der  vierten  sind  die  Differenzen  hin- 
zugefügt, welche  diese  Zahlen  mit  den  in  der  zweiten  befindlichen 
bilden. 


8.  8.    Differentialcoefficienten  von  -^• 

PSo 

Aus  dem  Vorstehenden  lässt  sich  nun  leicht  eine  Formel  ab- 
leiten, aus  welcher  man  noch  bestimmter  erkennen  kann,  in  welcher 
Weise  das  Verhalten  des  Dampfes  vomMariotte'schen  undGay- 
Lussac'schen  Gesetze  abweicht    Unter  Annahme  dieser  Gesetze 
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würde  man,  wenn  p  Sq  den  bei  0^  geltenden  Werth  von  p  s  bedeutet, 
setzen  können: 

ps   g  "f"  ^ 

p$Q  ~      a     ' 

und  würde  also  für  den  DiflFerentialcoefficienten  -77  { -^  )  eine 

dt  \pSo/ 

constante  Grösse,  nämlich  den  bekannten  Ausdehnungscoefficienten 

—  =  0-003665  erhalten.  Statt  dessen  ergiebt  sich  aus  (37),  wenn 
a 

man  darin  für  5  —  6  einfach  s  setzt,  die  Gleichung: 

^    ^  psQ  tn  —  n         a 

nnd  daraus  folgt: 

^     ^  dt  KpSoJ        a  m  —  n 

Der  Di£ferentialcoefficient  ist  also  nicht  eine  Constante,  sondern 
eine  mit  wachsender  Temperatur  abnehmende  Function,  welche, 
nachdem  man  für  nt,  n  und  ä;  die  in  (37a)  mitgetheilten  Zahlen 
eingesetzt  hat,  unter  anderen  folgende  Werthe  annimmt: 


t. 

d   (ps\ 
dt  \psj 

t. 

d    /ps\ 
dtKpsJ 

t. 

dt  \pso/ 

(fi 

0K)0342 

70» 

0-00307,, 

140» 

000244  ., 

10 

0-00338 

80 

0-00300 

150 

0-00231 

;   / 

20 

000334 

90 

0-00293. 

160 

0-00217 

30 

0-00329  ' 

100 

0-00285 ; 

170 

000203 

40 

000325 

110 

0-00276 

180 

000187 

50 

0-00319 

120 

0-00266 

190 

0-00168    , 

60 

0-00314. 

130 

0-00256 

200 

0-00149 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Abweichungen  vom  Mariotte^- 
schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  bei  niedrigen  Temperaturen 
nur  gering  sind,  bei  höheren  aber,  z.  B.  bei  100<*  und  darüber  hin- 
aus, nicht  mehr  yemachlässigt  werden  dürfen. 

Es  kann  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  auffallend  erscheinen, 

dass  die  gefundenen  Werthe  von  ^t(^  jWctwcrsind,  als  0*003665, 

di\psj 
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während  man  doch  weiss,  dass  bei  denjenigen  Gasen,  welche 
beträchtlich  vom  M ariotte'schen  und  Gay-Lussac'schen 
Gesetze  abweichen,  wie  die  Kohlensäure  und  die  schweflige  Säure, 
der  Ausdehnungscoefficient  nicht  Jdeiner,  sondern  grösser  ist,  als 
jene  Zahl.  Man  darf  jedoch  den  vorher  berechneten  Differential- 
coefficienten  nicht  ganz  gleichstellen  mit  dem  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  im  wörtlichen  Sinne,  welcher  sich  auf  die  Vermehrung  des 
Volumens  bei  constantem  Drucke,  bezieht,  auch  nicht  mit  der  Zahl, 
welche  man  erhält,  wenn  man  bei  der  Erwäimung  das  Volumen 
cotistant  lässt,  und  dann  die  Zunahme  der  Expansivkraft  beob- 
achtet, sondern  es  handelt  sich  hier  um  einen  dritten  besonderen 

Fall  des  allgemeinen  Düferentialcoefficienten  ^rl^^  ) ,    nämlich 
^  dt  \pso/ 

um  den,  wo  zugleich  mit  der  Erwärmung  der  Druck  in  so  starkem 
Verhältnisse  wächst,  wie  es  beim  Wasserdampfe  geschieht,  wenn 
dieser  im  Maximum  seiner  Dichte  bleibt;  und  diesen  Fall  müssen 
wir  auch  bei  der  Kohlensäure  betrachten,  wenn  wir  eine  Vergleichung 
anstellen  wollen. 

Der  Wasserdampf  hat  bei  etwa  108<*  eine  Spannkraft  von  1  m 
und  bei  129 1/3 <>  eine  solche  von  2  m.  Wir  wollen  daher  unter- 
suchen, wie  sich  die  Kohlensäure  verhält,  wenn  sie  sich  auch  um 
2IV2®  erwärmt,  und  dabei  der  Druck  von  1  m  bis  2  m  vennehrt 
wird.  NachRegnaulti)  ist  der  Ausdehnungscoefficient  der  Kohlen- 
säure bei  constantem  Drucke,  wenn  dieser  760  mm  beträgt,  0'00371O, 
und  wenn  er  2520  mm  beträgt,  0003846.  Für  einen  Druck  von 
1500  mm  (dem  Mittel  zwischen  1  m  und  2  m)  erhält  man  daraus, 
wenn  man  die  Zunahme  des  Ausdehnungscoefficienten  als  propor- 
tional der  Druckzunahme  betrachtet,  den  Werth  0-003767.  Würde 
also  die  Kohlensäure  unter  diesem  mittleren  Drucke  von  0®  bis 

2P;o<>   erwärmt,    so   würde  dabei  die  Grösse  ~ —    von    1    zu 

1  +  0-003767  X  21-5  =  1-08099  anwachsen.  —  Femer  ist  aus 
anderen  Versuchen  von  Regnault2)^ekanut,  dass  wenn  Kohlen- 
säure ,  welche  sich  bei  einer  Temperatur  von  nahe  0^  unter  dem 
Drucke  von  1  m  befunden  hat,  mit  einem  Drucke  von  1*98292  m 
belastet  wird,  dabei  die  Grösse  i^t;  im  Verhältnisse  von  1  :  0*99146 
abnimmt,  woraus  sich  bei  einer  Druckvermehrung  von  1  m  zu  2  m 


*)  Relation  des  experiences,  t  I,  Mem.  L 
»)  Ebendas.  t.  /,  Mem.  VI. 


ferentialcoefficienten  -^  l^—]'' 
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eine  Abnahme  im  Verhältnisse  von  1  :  0*99 131  ergiebt.  —  Wenn 
nun  beides  gleichzeitig  stattfindet,  die  Temperaturerhöhung  von  0^ 
bis  21  Vi^  und  die  Druckzunahme  von  1  m  zu  2  m,  somuss  dabei  die 

Grösse  -^  sehr  nahe  von  1  zu  1-08099  X  0-99131  =  1*071596 

anwachsen,  und  daraus  erhält  man  als  mittleren  Werth  des  Dif- 

dt 

5:^«  =  000333. 
21*5 

Man  sieht  also,  dass  man  für  den  Fall,  auf  den  es  hier  ankommt, 
schon  bei  der  Kohlensäure  einen  Wei-th  erhält,  der  kleiner  als 
0-003G65  ist,  und  es  kann  daher  jenes  Resultat  beim  Dampfe  im 
Maxifimm  seiner  Dichte  um  so  weniger  befremden. 

Wollte  man  dagegen  den  eigentlichen  Ausdehnungscoefficien- 
ten  des  Dampfes  bestimmen,  also  die  Zahl,  welche  angiebt,  um 
wie  viel  ein  Dampfquantum  sich  ausdehnt,  wenn  es  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur  im  Maximum  seiner  Dichte  genommen,  und 
dann,  getrennt  von  Wasser,  unter  coustantem  Drucke  erwärmt 
vrird,  so  würde  man  gewiss  einen  Werth  erhalten,  der  grösser  und 
vielleicht  beträchtlich  grösser  wäre,  als  0*003665. 


§.  9.    Formel  zur  Bestimmung  des  specifischen  Volumens 
des  gesättigten  Wasserdampfes,  und  Vergleichung  der- 
selben mit  der  Erfahrung. 

Aus  der  Gleichung  (37)  und  ebenso  aus  der  Gleichung  (34) 
lassen  sich  die  relativen  Werthe  von  s  —  (S  und  daher  auch  mit 
grosser  Annäherung  von  s  für  verschiedene  Temperaturen  be- 
rechnen, ohne  dass  man  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme 
^  zu  kennen  braucht.  Will  man  aber  aus  diesen  Gleichungen  die 
absoluten  Werthe  von  s  berechnen,  so  niuss  entweder  E  bekannt 
sein,  oder  man  muss  suchen,  mit  Hülfe  eines  anderen  Datums  E 
zu  eliminiren. 

Zu  der  Zeit,  als  ich  zuerst  diese  Rechnungen  ausführte,  waren 
für  E  von  .Joule  mehrere  aus  verschiedenen  Versuchsarten  abge- 
leitete Werthe  angegeben,  welche  ziemlich  weit  von  einander  ab- 
wichen, und  Joule  h&tte  sich  noch  nicht  darüber  ausgesprochen, 
welchen  dieser  Werthe  er  für  den  wahrecheinlichsteu  hielt.   Wegen 
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dieser  Unsicherheit  schien  es  mir  zweckmässig,  zur  Bestimmung 
der  absoluten  Werthe  von  s  einen  anderen  Anhaltspunkt  zu  suchen, 
und  ich  glaube ,  dass  das  von  mir  gewählte  Verfahren  auch  jetzt 
noch  genügendes  Interesse  besitzt,  um  es  hier  mittheilen  zu  dürfen. 
Man  drückt  bekanntlich  das  specifische  Gewicht  der  Gase  und 
Dämpfe  gewöhnlich  in  der  Weise  aus,  dass  man  das  Gewicht  einer 
Volumeneinheit  des  Gases  oder  Dampfes  mit  dem  Gewichte  einer 
Volumeneinheit  atmosphärischer  Luft  unter  demselben  Drucke 
und  bei  derselben  Temperatur  vergleicht.  Ebenso  kann  man  das 
specifische  Volumen  in  der  Weise  ausdrücken,  dass  man  das  Volumen 
einer  Gewichtseinheit  des  Gases  oder  Dampfes  mit  dem  Volumen 
einer  Gewichtseinheit  atmosphärischer  Luft  unter  demselben  Drucke 
und  bei  derselben  Temperatur  vergleicht  Wenden  wir  dieses 
Letztere  auf  den  gesättigten  Dampf  an,  für  welchen  wir  das 
Volumen  einer  Gewichtseinheit  mit  s  bezeichnet  haben,  und  be- 
zeichnen wir  ferner  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  atmo- 
sphärischer Luft  unter  demselben  Drucke  und  bei  derselben  Tem- 
peratur mit  t;',  so  wird  die  in  Rede  stehende  Grösse  durch  den 

Bruch  —7-  dargestellt 

Für  s  ergiebt  sich  aus  (37),  wenn  wir  darin  ö  vernachlässigen, 
der  Ausdruck: 

(41)  s  =  £(iiJ)  (,„_„«»*). 

Für  t/  können  wir  nach  demMariotte^schen  und  Gay-Lussac'- 
schen  Gesetze  die  Gleichung: 

P 
bilden.    Darob  Division  dieser  beiden  Gleichungen  durch  einander 

erhalten  wir: 

<*2>  -7  =  Ä  ('«-«''*'>• 

Bilden  wir  dieselbe  Gleichung  für  irgend  eine  specielle  Temperatur, 

welche  wir  mit  t^  bezeichnen  wollen,  und  bezeichnen  auch  den 

betreffenden  Werth  des  Bruches  -7-  mit  ( — r  j ,  so  kommt: 

Indem  wir  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  aus  der  vorigen  den  con- 

E 

stanten  Factor  -737-  eliminiren,  erhalten  wir: 

li  a 
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fA^\  -L  —  f±\  ^  —  ^^^' 

Es  fragt  sich  nun,  ob  man  für  irgend  eine  Temperatur  ^o  die 
Grösse  v—r)   oder  ihren  reciproken  Werth  ( — j  ,  welcher  das  spe- 

dfische  Gewicht  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  to  bedeutet,  mit 
genügender  Sicherheit  bestimmen  kann. 

Die  gewöhnlich  für  die  specifischen  Gewichte  der  Dämpfe  an- 
geführten Werthe  sind  nicht  an  gesättigten,  sondern  an  stark 
überhitzten  Dämpfen  beobachtet.  Sie  stimmen,  wie  man  weiss, 
ziemlich  gut  mit  den  theoretischen  Werthen  überein,  welche  man 
aus  dem  bekannten  Gesetze  über  die  Beziehung  zwischen  dem 
Volumen  eines  zusammengesetzten  Gases  und  den  Volumen'  seiner 
gasförmigen  Bestandtheile  ableiten  kann.  So  hat  z.  B.  Gay- 
Lussac  für  das  specifische  Gewicht  des  Wasserdampfes  experi- 
mentell den  Werth  0*6235  gefunden ,  und  der  theoretische  Werth, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  annimmt,  dass  zweiMaass  Wasser- 
stoff und  ein  Maass  SauerstoiT  bei  ihrer  Verbindung  zwei  Maass 
Wasserdampf  geben,  ist: 

2  X  0-06926  4-  M0563  ^  ^^^^ 

Diesen  Werth  des  specifischen  Gewichtes  darf  man  aber  auf 
den  gesättigten  Wasserdampf  nicht  allgemein  anwenden,  indem  sich 
aus  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen,  welche  die  Werthe  von 

-jj(-^—)  enthält,  zu  grosse  Abweichungen  vom  Mariotte'schen 

und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  ergeben.  Nun  zeigt  aber  anderer- 
seits jene  Tabelle,  dass  die  Abweichungen  um  so  geringer  werden, 
je  niedriger  die  Temperatur  wird,  und  man  wird  daher  nur  noch 
einen  unbedeutenden  Fehler  begehen,  wenn  man  annimmt,  dass 
der  gesättigte  Wasserdampf  bei  der  Temperatur  des  Gefrierpunktes 
dem  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac^schen  Gesetze  schon  hin- 
länglich folge,  um  für  diese  Temperatur  das  specifische  Gewicht 
gleich  0-622  setzen  zu  dürfen.  Streng  genommen  müsste  man 
noch  weiter  gehen,  und  die  Temperatur,  für  welche  das  specifische 
Gewicht  des  gesättigten  Wasserdampfes  den  theoretischen  Werth 
annimmt,  noch  tiefer,  als  den  Gefrierpunkt,  setzen.  Da  es  aber 
bedenklich  sein  würde,  die  Gleichung  (37),  welche  nur  eine  empi- 
rische Formel  enthält,  für  so  tiefe  Temperaturen  noch  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  so  wollen  wir  uns  mit  jener  Annahme  begnügen. 
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Indem  wir  also  für  f,  den  Werth  0  anwenden,  und  zugleich 
setzen : 

(t)o  =  '■''' ""'  '^^^^^  (-Jl  =  ö4j' 

geht  die  Gleichung  (43)  über  in: 

s    m  —  we*^ 

V  ""   0'G22  (m  —  n)  ' 


(44) 


aus  welcher  Gleichung  man  unter  Anwendung  der  in  (37  a)  ge- 

gebenen  Werthe  von  w,  n  und  i  die  Grösse  -V  und    somit    auch 

die  Grösse  s  für  jede  Temperatur  berechnen  kann. 

Man  kann   der  vorstehenden  Gleichung  noch  eine    für    die 
Rechnung  bequemere  Form  geben,  indem  man  setzt: 

(45)  J_  =  J|f-JV«', 

und  den  Constanten  Jlf,  N  und  a  folgende  aus  den  Werthen  von 
w,  n  und  fc  berechnete  Werthe  giebt: 

(45  a)         M  =  1-6630;    N  =  0-05527;    a  =  1-007164. 

Um  von  dem  Verhalten  dieser  Formel  eine  Anschauung  zu 

s 
geben,  sind  in  der  folgenden  Tabelle  einige  Werthe  von  —7-  und 

1/ 
auch  von  dem  reciproken  Werthe  — ,   welchen  wir  kürzer  durch 

den  schon  früher  für  das  specifische  Gewicht  angewandten  Buch- 
staben d  bezeichnen  wollen,  zusammengestellt. 


t 

0« 

500 

100« 

1500 

200» 

* 

1-GOÖ 

1-6SÖ 

1550 

1-502 

1-433 

d 

0-622 

0-631 

0-645 

0-G6(] 

0-698 

Das  Resultat,  dass  der  gesättigte  Wasserdampf  von  dem 
Mariotte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze,  welche  man  bis 
dahin  allgemein  auf  ihn  augewandt  hatte,  so  weit  abweiche,  wie  es 
in  den  obigen  Formeln  und  Tabellen  ausgedrückt  ist,  fand,  wie 
schon  an  einer  andern  Stelle  gelegentlich  erwähnt  wurde,  anfangs 
energischen  Widerspruch,  selbst  von  sehr  competenter  Seite. 
Gegenwärtig  wird  es  aber,  wie  ich  glaube,  ziemlich  allgemein  als 
richtig  anerkannt 
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Auch  eine  experimentelle  Bestätigung  hat  es  erfahren,  durch 
die  im  Jahre  1860  veröffentlichten  Untersuchungen  von  Fair- 
bairn  und  Tate^),  deren  Beobachtungsresultate  in  der  nach- 
siehenden Tabelle  einerseits  mit  den  früher  angenommenen  Zahlen, 
bei  welchen  für  alle  Temperaturen  das  specifische  Gewicht  0622 
vorausgesetzt  ist,  und  andererseits  mit  den  aus  der  Gleichung  (45) 
hervorgehenden  Zahlen  verglichen  sind. 


Temperatar 

• 

1T1 

Volumen  eines  Kilogramm  gesättigten 
Wasserdampfes  in  Cubikmetei-n 

in 

Centesimal- 

Graden. 

früher  ange- 
nommene 
Werthe. 

nach  der 

Gleichung 

(45). 

nach  den 
Beobach- 
tungen. 

58-210 

8-38       'i 

8-23         ^         8-27     . 

r,8-52  * 

5-41 

5-29 

5-33 

70-76 

4-94' 

4-83 

4-91 

7718 

3-8-4 

3-74 

3-72 

77-49 

3-79 

3'69 

3-71 

79-40 

3-52 

3-43 

3-43 

83-50 

3-02 

2-94 

3-05 

86-83 

2-08 

2-60 

2-62 

92-06 

2-18 

211 

2-15 

117-17 

0-991 

0-947 

0-941 

118-23 

0-961 

0-917 

0-906 

118-46 

0-954 

0-911 

0-891 

124-17 

0-809 

0-769 

0-758 

128-41 

0-718 

0-681 

0-648 

130-67 

0-674 

0-639 

0-634 

131-78 

0-664 

0-619 

0-604 

134-87 

0002 

0-569 

0-583 

137  46 

0-562 

0-530 

0-514 

139-21 

0-537 

0-505 

0-496 

141-81 

0-502 

0-472 

0-457 

142-3(i 

0-405 

0-465 

0-448 

141-74 

0-466 

0-437 

0-43J 

1)  Proc.  of  the  Royal  Soc.  1860  und  Phil  Mag,  Ser.  4,  Vol.  XXL 
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Man  sieht  aus  dieser  Tabelle,  dass  die  beobachteten  Werthe 
viel  besser  mit  den  aus  meiner  Gleichung  berechneten,  als  mit  den 
früher  angenommenen  Werthen  stunmen,  und  dass  die  Differenzen, 
welche  zwischen  den  Beobachtungswerthen  und  den  Werthen 
meiner  Formel  noch  vorkommen,  sogar  meistens  in  dem  Sinne 
stattfinden,  dass  die  Beobachtungswerthe  Yon  den  früher  angenom- 
menen Werthen  noch  weiter  abweichen,  als  die  Werthe  meiner 
Formel. 


§.  10.    Bestimmung  des  mechanischen  Aequivalentes  der 
Wärme  aus  dem  Verhalten  des  gesättigten  Dampfes. 

Nachdem  wir  die  absoluten  Werthe  von  a  bestimmt  haben, 
ohne  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  als  bekannt  vor- 
auszusetzen, können  wir  nun  umgekehrt,  unter  Anwendung  dieser 
Werthe,  die  Gleichung  (17)  dazu  benutzen,  das  mechanische  Aequi- 
valent der  Wärme  zu  bestinmien,  indem  wir  ^dieser  Gleichung 
folgende  Form  geben: 

(46)      .  B  = —^f,-,). 

Der  in  dieser  Gleichung  als  Factor  von  s  —  6  stehende  Bruch 
lässt  sich  nach  den  von  Regnault  festgestellten  Zahlen  für  ver- 
schiedene Temperaturen  berechnen.    Will  man  ihn  z.  B.  für  100® 

berechnen,  so  hat  man  nach  Regnault  für  -^,  wenn  der  Druck 

in  Millimetern  Quecksilber  dargestellt  wird,  den  Werth  27*20.  Um 
diese  Zahl  auf  das  hier  anzuwendende  Druckmaass,  nämUch  Kilo- 
gramme auf  ein  Quadratmeter,  zu  reduciren,  muss  man  sie  mit 
dem  Gewichte  einer  bei  der  Temperatur  0^  genommenen  Queck- 
silbersäule von  ein  Quadratmeter  Grundfläche  und  ein  Millimeter 
Höhe,  also  mit  dem  Gewichte  eines  Cubikdecimeter  Quecksilber 
von  0^  multipUciren.  Da  dieses  Gewicht  nach  Regnault  in  Kilo- 
grammen 13*596  beträgt,  so  erhält  man  die  Zahl  369*8.  Ferner 
hat  man  a  +  t  und  r  für  100^  gleich  373  und  536*5  zu  setzen. 
Daraus  ergiebt  sich: 
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dp 


(a  +  0 


dt         373  X  369-8  _ 


r  536-5 

und  somit  geht  (46)  üher  in : 
(47)  E  =  257  (s  —  6). 

Es  kommt  nim  darauf  an,  die  Grös8e  s  —  ö  oder,  da  6  be- 
kannt ist,  die  Grösse  s  fiir  Wasserdampf  von  lOO'^  zu  bestimmen. 
Das  früher  übliche  Verfahren,  dasselbe  specifische  Gewicht,  welches 
man  für  überhitzten  Dampf  experimentell  gefunden  oder  theoretisch 
aus  der  Zusammensetzung  des  Wassers  abgeleitet  hatte,  auch  auf  den 
gesättigten  Dampf  anzuwenden,  führte  zu  dem  Ergebnisse,  dass  ein 
Kilogramm  Wasserdampf  bei  100^  einen  Raum  von  1*696  Cubikmeter 
einnehme.  Dieser  Werth  muss  aber  dem  Obigen  nach  beträcht- 
lich zu  gross  sein,  und  muss  daher  auch  einen  zu  grossen  Werth 
des  mechanischen  Aequivalentes  der  Wärme  geben.  Nimmt  man 
dagegen  dasjenige  specifische  Gewicht,  welches  sich  aus  der  Glei- 
chung (45)  berechnen  lässt,  und  welches  für  100^  gleich  0645  ist, 
als  angenähert  richtig  an,  so  erhält  man  für  s  den  Werth  1-638. 

Unter  Anwendung  dieses  Werthes  von  s  geht  die  Gleichung 

(47)  über  in : 

(48)  E  =  421. 

Man  erhält  also  auf  diese  Weise  für  das  mechanische  Aequivalent 
der  Wärme  einen  Werth,  welcher  mit  dem  von  Joule  durch  Rei- 
bung des  Wassers  gefundenen  und  dem  in  Abschnitt  U.  aus  dem 
Verhalten  der  Gase  abgeleiteten  Werthe,  die  beide  nahe  gleich  424 
sind,  in  ganz  befriedigender  Weise  übereinstimmt  Diese  Ueber- 
einstimmung  kann  als  eine  Bestätigung  unserer  über  die  Dichtig- 
keit des  gesättigten  Dampfes  angestellten  Betrachtungen  dienen. 


§.  11.    Vollständige  Differentialgleichung  von  ^  für  einen 
aus  Flüssigkeit  und  Dampf  bestehenden  Körper. 

Im  §.  1  dieses  Abschnittes  hatten  wir  für  einen  aus  Flüssig- 
keit und  Dampf  bestehenden  Körper  die  beiden  ersten  DiflFerential- 
coefficienten  von  Q  durch  folgende,  dort  unter  (7)  und  (8)  gegebene 
Gleichungen  bestimmt: 

Clftnaint,  m«ch.  Wftrmetheorie.  I.  IX 


n 
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dQ_ 

dm 

dQ 


dm 


Hieraus  lässt  sich  sofort  die  vollständige  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  von  Q  bilden,  nämlich : 

(49)  dQ  =  Qdm  +  \m{H—  C)  +  JlfcldT. 
Nun  ist,  gemäss  der  Gleichung  (12),  zu  setzen: 

jj  __  r^^ £. 

^  dT       T' 

wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

(50)  dQ  =  Qdm  +  [m(||  -  4)  +  ^^]^^' 
welche  Gleichung  man,  da  q  nur  eine  Function  von  T  und  folglich 
-r^  dT  gleich  dg  ist,  auch  so  schreiben  kann: 

(51)  dQ  =  d(mQ)-^(^-^-^MCyT, 
oder  noch  kürzer: 

(52)  dQ  =  Td(^\  +  MCdT. 

Diese  Gleichungen  sind,  so  lange  die  beiden  Grössen,  deren 
Differentiale  an  der  rechten  Seite  vorkommen,  von  einander  unab- 
hängig sind,  und  somit  der  Weg  der  Veränderungen  unbestimmt 
gelassen  ist,  nicht  integrabel.  Sie  werden  aber  integrabel,  sobald 
auf  irgend  eine  Weise  der  Weg  der  Veränderungen  bestimmt  wird. 
Man  kann  daher  mit  ihnen  ganz  ähnliche  Rechnungen  anstellen, 
wie  die,  welche  in  Abschnitt  IL  für  Gase  ausgeführt  wurden. 

Wir  wollen  beispielsweise  einen  Fall  behandeln,  welcher  einer- 
seits an  sich  von  Wichtigkeit  ist,  und  andererseits  dadurch 
an  Interesse  gewinnt,  dass  er  in  der  Dampfinaschinentheorie 
eine  wesentliche  Rolle  spielt  Wir  wollen  nämlich  annehmen, 
die  aus  Flüssigkeit  und  Dampf  bestehende  Masse  ändere  ihr 
Volumen,  ohne  dass  ihr  dabei  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen 
werde.  Bei  dieser  Volumenänderung  erleidet  auch  die  Temperatur 
und  die  Grösse  des  dampfförmigen  Theiles  eine  Aendenmg,  und 
zugleich  wird  eine  positive  oder  negative  äussere  Arbeit  gethan. 
Es  sollen  nun  unter  diesen  Umständen  die  Grosse  des  dampf- 
förmigen  Theües  m,  das  Volumen  v  und  die  äussere  Arbeit  W  als 
Functionen  der  Temperatur  bestimmt  werden. 
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§.  12.    Veränderung  des  dampfförmigen  Theiles  der 

Masse. 

Da  die  in  dem  Gefässe  befindliche  Masse  keine  Wärme 
empfangen  oder  abgeben  soll,  so  haben  wir  dQ  =  0  zu  setzen. 
Indem  wir  dieses  in  der  Gleichung  (52)  thun,  erhalten  wir: 

(53)  Td  {^\  +MCdT  =  0. 

Denken  wir  uns  beide  Glieder  dieser  Gleichung  durch  E  dividirt, 
80  gehen  dadurch  die  Grössen  q  und  (7,  welche  sich  auf  mechanisches 
Wärmemaass  beziehen,  in  die  Grössen  r  und  c  über,  welche  sich 
auf  gewöhnliches  Wärmemaass  beziehen.  Dividiren  wir  zugleich 
noch  die  beiden  Glieder  durch  T,  so  lautet  die  Gleichung: 

(53a)  d(?y)-fJlfc^  =  0. 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung,  welches  ein  einfaches  Diffe- 
rential ist,  lässt  sich  natürlich  sofort  integriren,  und  auch  im 
letzten  Gliede  ist,  da  c  nur  von  der  Temperatur  T  abhängt,  die 
Integration  immer  ausfuhrbar.  Wenn  wir  diese  Integration  vor- 
läufig nur  andeuten,  und  die  auf  den  Anfangszustand  bezüglichen 
Werthe  aller  vorkommenden  Grössen  zur  Unterscheidung  mit  dem 
Index  1  versehen,  so  lautet  die  entstehende  Gleichung: 

T  Ti    ^^J  ^  T  —^' 

Ti 

oder  anders  geordnet: 

(54)  ^  =  ^It^-Mfc^. 

Zur  wirklichen  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  kann 
man  für  c  die  von  Regnault  aufgestellten  empirischen  Formeln 
anwenden.  Beim  Wasser  lautet  die  schon  unter  (27)  angeführte 
Regna'ult'sche  Formel: 

c  =  1  -f  0-00004 1  +  0-0000009  ^«. 
Da  sich  hiemach  c  mit  der  Temperatur   sehr  wenig  ändert,  so 
wollen  wir  in  den  hier  folgenden  auf  Wasser  bezüglichen  Rech- 
nungen e  als  constant  betrachten,  was  auf  die  Genauigkeit  der 

11* 
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Resultate  nur  einen  unerheblichen  Einfluss  haben  kann.    Dadurch 
geht  (54)  über  in: 

mr 
(55)  -jr 

woraus  weiter  folgt: 


(56) 


m  = 


Wenn  wir  hierin  für  r  den  Ausdruck  setzen,  welcher  unter  (28) 
und  in  vereinfachter  Form  unter  (30)  gegeben  ist,  so  ist  m  als 
Function  der  Temperatur  bestimmt. 

Um  von  dem  Verhalten  dieser  Function  eine  ungefähre  An- 
schauung zu  geben,  habe  ich  einige  für  einen  besonderen  Fall  be- 
rechnete Werthe  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt.  Es 
ist  nämlich  angenommen,  das  Gefäss  enthalte  zu  Anfange  kein 
tropfbar  flüssiges  Wasser,  sondern  sei  gerade  mit  Wasserdampf 
vom  Maximum  der  Dichte  angefüllt,  so  dass  also  in  der  vorigen 
Gleichung  mi  =  Jf  zu  setzen  ist,  und  es  finde  nun  eine  Ausdeh- 
nung des  Gefässes  statt.  Wenn  das  Gefass  zusammengedrückt 
werden  sollte,  so  dürfte  man  die  Annahme,  dass  zu  Anfange  kein 
flüssiges  Wasser  vorhanden  sei,  nicht  machen,  weil  dann  der 
Dampf  nicht  im  Maximum  der  Dichte  bleiben,  sondern  durch  die 
bei  der  Zusammendrückung  erzeugte  Wärme  überhitzt  werden 
würde.  Bei  der  Ausdehnung  dagegen  bleibt  der  Dampf  nicht  nur 
im  Maximum  der  Dichte,  sondern  es  schlägt  sich  sogar  ein  Theil 
desselben  nieder,  und  die  dadurch  entstehende  Verminderung  von 
m  ist  es  eben,  um  welche  es  sich  in  der  Tabelle  handelt.  Die 
anfängliche  Temperatur  ist  zu  150^  C.  angenommen,  und  es  sind 
für  die  Zeitpunkte,  wo  die  Temperatur  durch  die  Ausdehnung  auf 


m 


125^  100^  etc.  gesunken  ist,  die  entsprechenden  Werthe  von  -=jj 

angegeben.  Die  vom  Gefrierpunkte  ab  gezählte  Temperatur  ist, 
wie  schon  früher,  zum  Unterschiede  von  der  durch  T  dargestellten 
absoluten  Temperatur,  mit  t  bezeichnet: 


t 

1500 

1250 

100« 

750 

500 

25« 

m 
M 

1 

0-956 

0-911 

0-866 

0-821 

0-776 
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§.  13.    Beziehung  zwischen  Volumen  und  Temperatur. 

Um  die  zwischen  dem' Volumen  v  und  der  Temperatur  statt- 
findende Beziehung  auszudrücken,  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

(5),  nämlich: 

V  =  mu  -\-  Mö, 

Die  hierin  vorkommende  Grösse  <J,  welche  das  Volumen  einer  Ge- 
wichtseinheit Flüssigkeit  bedeutet,  ist  als  Function  der  Temperatur 
bekannt,  und  dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  dem  Producte  Mö. 
Es  kommt  also  nur  noch  darauf'  an,  das  Product  mu  zu  bestimmen. 
Dazu  braucht  man  nur  in  der  Gleichung  (55)  für  r  den  in  (17) 
gegebenen: Ausdruck  zu  substituiren,  wodurch  man  erhält: 

mu    dp        miTi        ,^  ,      T 


(57) 

und  somit: 

dT 

Der  hierin  vorkommende  Differentialcoefficient  -j^  ist  als  bekannt 

dT 

anzusehen,  wenn  p  selbst  als  Function  der  Temperatur  bekannt 

ist,  und  somit  ist  durch  diese  Gleichung  das  Product  mu  bestimmt, 

und  aus  ihm  erhält  man  durch  Addition  von  Mö   die   gesuchte 

Grösse  v. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  wieder  eine  Reihe  von  Werthen 

des  Bruches  —  zusammengestellt,  welche  sich  für  denselben  Fall, 

auf  den  sich  die  vorige  Tabelle  bezieht,  aus  dieser  Gleichung  er- 
geben.    Ausserdem  sind  zur  Vergleichung  noch  diejenigen  Werthe 

von  —  hinzugefügt,  welche  man  erhalten  würde ,  wenn  die  beiden 

bisher  in  der  Dampfmaschinentheorie  gewöhnlich  gemachten  An- 
nahmen richtig  wären,  1.  dass  der  Dampf  bei  der  Ausdehnung, 
ohne  sich  theilw^ise  niederzuschlagen,  gerade  im  Maximum  der 
Dichte  bleibe,  2.  dass  er  demMariotte'schen  und  Gay-Lussac'- 
schen  Gesetze  folge;  nach  welchen  Annahmen 

v,-p'T, 
sein  würde. 
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t 

1500 

1250 

1000 

750 

50» 

250 

V 

^1 

1 

1-88 

3-90 

9-23 

257 

88-7 

1 

1-93 

416 

10-21 

29-7 

1071 

§.  14.    Bestimmung  der  Arbeit  als  Function  der  Tempe- 
ratur. 


Es  bleibt  endlich  noch  die  bei  der  Volumenänderung  gethaue 
Arbeit  zu  bestimmen.    Dazu  haben  wir  allgemein  die  Gleichung: 


(59) 


W 


V 

=  I  pdv. 


»1 


Nun  ist  nach  Gleichung  (5),  wenn  wir  darin  die  überhaupt  nur 

kleine  und  dabei  sehr  wenig  veränderliche  Grösse  6  als  constant 

betrachten : 

dv  =  d(tnu% 
also 

pdv  =  pd(mu), 

wofür  man  auch  schreiben  kann : 


(60) 


pdv  =  d{mup)  —  mu  -—^  dT. 

dp 


mu^rk^dT  =  '^  dT, 


Hierin  könnte  man  für  mu  -^  den  aus  Gleichung  (57)  her- 
vorgehenden Ausdruck  setzen,  und  dann  die  Integration  ausfuhren. 
Indessen  erhält  man  das  Resultat  gleich  in  einer  etwas  bequemeren 
Form  durch  folgende  Substitution.    Nach  (13)  ist: 

und  in  Folge  von  (53)  kann  man  setzen : 

^dT=d(mQ)  +  MCdl\ 
und  somit  der  vorigen  Gleichung  folgende  Gestalt  geben: 

^  mu^dT=z  d(mQ)  +  MCdT, 
Dadurch  geht  (60)  über  in: 
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(61)  pdv  =  d(mup)  —  d(mQ)  —  MCdT 

=  -  d[m(Q-up)]  -  MCdT, 

und  durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man: . 

(62)  W  =  m,(Q,  -  u,pO  -  miQ  ^  up)  +  MC(Ti  ~  T). 

Setzt  man  hierin  noch,  gemäss  (14),  für  g  und  C  die  Producte  Er 
und  ^c,  und  fasst  dann  die  Glieder,  welche  E  als  Factor  enthalten, 
zusammen,  so  kommt: 

(63)  W  =  mup  —  mi Uipi  +  E [m^ n  —  mr  -f  Jf 0(1;  —  T)], 

voraus  sich,  da  die  Grössen  mr  und  mu  schon  durch  die  vorigen 

Gleichungen  bekannt  sind,  W  berechnen  lässt. 

Auch  diese  Rechnung  habe  ich  für  den  obigen  speciellen  Fall 

W 
ausgeführt,  wobei  sich  für  -=j|r,  d.h.  für  die  von  der  Gewichtseinheit 

bei  der  Ausdehnung  gethane  Arbeit,  die  in  der  Tabelle  angeführten 
Werthe  ergeben  haben.  Als  Gewichtseinheit  ist  ein  Kilogramm 
und  als  Arbeitseinheit  ein  Kilogramm-Meter  gewählt.  Für  E  ist 
der  von  Joule  gefundene  Werth  423*55  angewandt. 

Zur  Vergleichung  mit  den  Zahlen  der  Tabelle  will  ich  noch 
anführen,  dass  man  für  diejenige  Arbeit,  welche  während  der  Ver- 
dampfung selbst  dadurch  gethan  wird,  dass  der  sich  bildende 
Dampf  den  äusseren  Gegendruck  überwindet,  in  dem  Falle,  wo 
1  Kilogr.  Wasser  bei  der  Temperatur  150^  und  unter  dem  ent- 
sprechenden Drucke  verdampft,  den  Werth  18  700  erhält. 


t 

1500 

1250 

1000 

750 

50« 

250 

w 

M 

0 

11300 

23  200 

35  900 

49  300 

63  700 

ABSCHNITT  VII. 


Schmelzprocess  und  Verdampfung  fester  Körper. 

§.  1.    Hauptgleichungen  für  den  Schmelzprocess. 

Während  man  bei  der  Verdampfung  den  Einfluss  des  äusseren 
Druckes  längst  kannte  und  in  allen  Untersuchungen  berücksich- 
tigte, hatte  man  bei  der  Schmelzung  diesen  Einfluss  früher  nicht 
beachtet,  weil  er  sich  hier  viel  weniger  bemerklich  macht.  Indessen 
lässt  schon  eine  oberflächliche  Betrachtung  erkennen,  dass,  wenn 
beim  Schmelzen  das  Volumen  des  Körpers  sich  ändert,  der  äussere 
Druck  einen  Einfluss  auf  den  Vorgang  haben  muss.  Nimmt  das 
Volumen  des  Körpers  beim  Schmelzen  zu,  so  wird  durch  eine  Ver- 
mehrung des  Druckes  das  Schmelzen  erschwert,  und  man  kann 
daher  schliessen,  dass  bei  grösserem  Drucke  eine  höhere  Tempe- 
ratur zum  Schmelzen  erforderlich  ist,  als  bei  geringerem  Drucke. 
Nimmt  dagegen  das  Volumen  beim  Schmelzen  ab,  so  wird  durch 
Vermehrung  des  Druckes  das  Schmelzen  erleichtert,  und  die  zum 
Schmelzen  erforderliche  Temperatur  wird  daher  um  so  niedriger 
sein,  je  grösser  der  Druck  ist. 

Um  nun  aber  den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Schmelz- 
punkt und  die  etwaigen  sonstigen  mit  der  Druckänderung  zusammen- 
hängenden Aenderungen  näher  bestimmen  zu  können,  müssen  wir 
die  Gleichungen  aufstellen,  welche  aus  den  beiden  Hauptsätzen 
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der  mechanischen  Wärmetheorie  für  den  Schmelzprocess  hervor- 
gehen. 

Dazu  verfahren  wir  ebenso,  wie  bei  der  Verdampfung.  Wir 
denken  uns  in  einem  ausdehnsamen  G^fässe  eine  Menge  M  eines 
Stoffes  enthalten,  welcher  sich  zum  Theil  im  festen,  zum  Theil  im 
flüssigen  Zustande  befinde.  Der  flüssige  Theil  habe  die  Grösse  m 
und  demgemäss  der  feste  Theil  die  Grösse  M — m.  Beide  zusam- 
men sollen  den  Rauminhalt  des  Gefässes  vollständig  ausfüllen,  so 
dass  dieser  Rauminhalt  zugleich  das  Volumen  v  des  Körpers  ist. 

Wenn  dieses  Volumen  v  und  die  Temperatur  T  des  Körpers 
gegeben  sind,  so  ist  damit  auch  die  Grösse  m  bestimmt.  Um 
dieses  nachzuweisen,  wollen  ,wir  zunächst  die  Voraussetzung 
machen,  dass  beim  Schmelzen  das  Volumen  des  Körpers  sich  ver- 
grossere. Der  Körper  sei  in  einem  Zustande  gegeben,  in  welchem 
die  Temperatur  T  gerade  die  dem  stattfindenden 'Drucke  ent- 
sprechende Schmelztemperatur  ist.  Wenn  die  in  diesem  Zustande 
vorhandene  Grösse  des  flüssigen  Theiles  auf  Kosten  des  festen 
wüchse,  so  würde  durch  das  damit  verbundene  Ausdehnungs- 
bestreben der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Gefässwände  und  dem- 
gemäs3  auch  der  Gegendruck  dieser  Wände  zunehmen.  Durch 
diesen  vermehrten  Druck  würde  der  Schmelzpunkt  steigen,  und  da 
dann  die  vorhandene  Temperatur  tiefer  wäre,  als  der  Schmelzpunkt, 
so  müsste  wieder  ein  Gefrieren  des  flüssigen  Theiles  beginnen. 
Wenn  umgekehrt  der  feste  Theil  auf  Kosten  des  flüssigen  wüchse, 
so  würde  der  Druck  abnehmen  und  demgemäss  der  Schmelzpunkt 
sinken,  und  da  alsdann  die  vorhandene  Temperatur  höher  wäre,  als 
der  Schmelzpunkt,  so  müsste  wieder  ein  Schmelzen  des  festen  Theiles 
beginnen.  Machen  wir  die  entgegengesetzte  Voraussetzung,  dass 
beim  Schmelzen  das  Volumen  des  Körpers  sich  verkleinere,  so 
würden  wiir  bei  der  Zunahme  des  festen  Theiles  eine  Druckver- 
mehrung und  dadurch  wieder  ein  theilweises  Schmelzen  und  bei 
der  Zunahme  des  flüssigen  Theiles  eine  Druckverminderung  und 
dadurch  wieder  ein  theilweises  Gefrieren  erhalten.  Es  ergiebt 
sich  also  unter  beiden  Voraussetzungen  das  Resultat,  dass  nur  die 
ursprünglich  vorhandenen  Grössen  des  flüssigen  und  festen  Theiles, 
welche  denjenigen  Druck  bedingen,  zu  welchem  eine  Schmelz- 
temperatur gehört,  die  der  gegebenen  Temperatur  gleich  ist,  für 
die  Dauer  bestehen  können. 

Ebenso,  vde  dem  Vorigen  nach  durch  die  Temperatur  und  das 
Volumen  die  Grösse  m  mit  bestimmt  wird ,  wird  auch  durch  die 
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Temperatur  und  die  Grösse  m  das  Volumen  mit  bestimmt.,  und 
wir  können  T  und  m  als  diejenigen  Veränderlichen  wählen,  welche 
zur  Bestimmung  des  Zustandes  des  Körpers  dienen  sollen.  Dabei 
ist  dann  p  als  eine  Function  von  T  allein  anzusehen.  Es  kommen 
also  auch  hier  wieder  die  Gleichungen  zur  Anwendung,  welche  im 
vorigen  Abschnitte  unter  (1),  (2)  und  (3)  angeführt  sind,  nänüich: 

d    /dQ\ d_  /dQ\  __  dp    dv 

dT\dm)       dfnKdTj  ~  dT'dm 

dT\dm)       dm\dTj         T  ^ dm 

dQ  _  2,dp    dv 
dm  dT  dm 

m 

Bezeichnen  wir  nun  das  specifische  Volumen  (das  Volumen 
der  Gewichtseinheit)  für  den  flüssigen  Zustand  des  Körpers,  wie 
früher,  mit  <5,  und  das  specifische  Volumen  für  den  festen  Zustand 
mit  r,  so  gilt  für  das  Gesammtvolumen  t?  des  Körpers  die  Gleichung: 

V  =  ma  -j-  (M — in)r, 
oder: 

(1)  tJ  =  w(ö  — r)  +  21fr, 
woraus  folgt: 

(2)  |^  =  «-r. 

^  dm 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Schmelzwäime  für  die  Gewichts- 
einheit mit  g\  so  ist  zu  setzen: 

(3)  1^  =  9'. 

^  dm        ^ 

Um  den   anderen  Differentialcoefhcienteu    von  Q,    nämhch 

^,  auszudrücken,  püssen  wir  für  die  specifische  Wärme  des 

Körpers  im  flüssigen  und  festen  Zustande  Zeichen  einführen.  Da- 
bei ist  aber  auch  hier  wieder  dieselbe  Bemerkimg  zu  machen,  wie 
bei  der  Verdampfung,  dass  es  sich  nicht  um  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Drucke  handelt,  sondern  um  die  specifische  Wärme 
für  den  Fall,  wo  mit  der  Temperatur  der  Druck  sich  in  der  Weise 
ändert,  wie  es  geschehen  muss,  wenn  die  Temperatur  immer  die 
zu  dem  Drucke  gehörige  Schmelztemperatur  sein  soll.  Bei  der 
Verdampfung,  wo  die  vorkommenden  Druckänderungen  der  Regel 
nach  nicht  sehr  gross  sind,  konnten  wir  bei  der  specifischeu  Wärme 
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des  flüssigen  Körpers  den-  Einüuss  der  Druckänderung  vernach- 
lässigen, und  die  in  der  Formel  vorkommende  specifische  Wärme  des 
flüssigen  Körpers  mit  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke 
als  gleichbedeutend  betrachten.  In  unserem  gegenwärtigen  Falle 
aber  kommen  bei  geringen  Temperaturänderungen  so  grosse  Druck- 
anderungen vor,  dass  ihr  Einfluss  auf  die  specifische  Wärme  nicht 
vernachlässigt  werden  darf.  Wir  wollen  daher  die  specifische 
Wärme  des  flüssigen  Körpers,  welche  wir  in  den  auf  die  Verdampfung 
bezüglichen  Formeln  mit  C  bezeichneten,  unter  den  jetzigen  Um- 
ständen mit  C*  bezeichnen.  Die  specifische  Wärme  des  festen 
Korpers  unter  den  jetzigen  Umständen  möge  mit  JST'  bezeichnet 
werden.    Unter  Anwendung  dieser  Zeichen  können  wir  setzen: 

oder  auch: 

(4)  ^  =  m{C-K')-^MK'. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  folgt: 
^'  dT\dm)~dT' 

und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  und  des  in  (3)  gegebenen 
Werthes  von  -~^  in  die  obigen  Differentialgleichungen  erhalten  wir: 

(7)  ^j,K'-C'=.i.-r)% 

(8)  ^^K'  -C'=^ 

(9)  ^'=r(«-T)||. 

In  diesen  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  dass  die  WÄrme  nach 
mechanischem  Maasse  gemessen  sei.  Für  den  Fall,  wo  die  Wärme 
nach  gewöhnlichenkJfaasse  gemessen  wird,  mögen  statt  der  deut-,/'-^  ''- 
schfö^Buchstaben  latoinibohe-angewandt  werden,  indem  gesetzt  wird : 

(10)  C  =  f;    *<=§;    r'=^. 
Dann  gehen  die  obigen  Gleichungen  über  in : 
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.,,,  dr'     .    j,         ,        0  —  T    dp 

(11)  _+Ä^,=-__.^ 

(12)  1^  +  A;'  -  c'  =  ^ 


(13) 


>_  T(^-^)    dp 
E         dT 


Dieses  sind  die  gesuchten  Gleichungen,  von  denen  die  erste 
dem  ersten  Hauptsatze  und  die  zweite  dem  zweiten  Hauptsatze 
entspricht,  während  die  dritte  aus  der  Vereinigung  beider  Haupt- 
sätze hervorgegangen  ist. 

§.  2.    Beziehung  zwischen  Druck  und  Schmelztemperatur. 

Die  vorstehenden  Gleichungen,  von  denen  nur  zwei  unabhängig 
sind,  lassen  sich  zur  Bestimmung  zweier  bisher  unbekannter 
Grössen  anwenden. 

Wir  wollen  zuerst  von  der  letzten  Gleichung  Gebrauch  machen, 
um  die  Abhängigkeit  der  Schmelztemperatur  vom  Drucke  zu  be- 
stimmen.   Dazu  geben  wir  ihr  folgende  Gestalt: 
(14)  dT^Tip^r) 

^^  dp  Et" 

Durch  diese  Gleichung  bestätigt  sich  zunächst  die  schon  oben 
gemachte  Bemerkung,  dass,  wenn  der  Körper  sich  beim  Schmelzen 
ausdehnt,  der  Schmelzpunkt  mit  wachsendem  Drucke  steigt,  und 
wenn  der  Körper  sich  beim  Schmelzen  zusammenzieht,  der  Schmelz- 
punkt mit  wachsendem  Drucke  sinkt,  denn  jenachdem  6  grösser 
oder  kleiner  ist,  als  r,  ist  die  Düferenz  6 — r  und  demgemäss  auch 

der  Differentialcoefficient  -p-  positiv  oder  negativ.   Mit  Hülfe  dieser 

Gleichung  lässt  sich  aber  auch   der  numerische  Werth  von  -^-^ 

berechnen.  / 

Wir  wollen  diese  Rechnung  für  Wasser  ausführen.  Das 
Volumen  eines  Kilogranmi  Wasser,  in  Cubikmetem  ausgedrückt, 
ist  bei  4t^  C.  gleich  0*00 1.  Beim  Gefrierpunkte  ist  es  ein  Wenig 
grösser,  aber  der  Unterschied  ist  so  gering,  dass  wir  ihn  für  unsere 
Rechnung  vernachlässigen  und  daher  die  Zahl  0*001  als  Werth  von 
6  anwenden  können.  Die  Grösse  r.  das  Volumen  eines  Kilogramm 
Eis,  in  Cubikmetem  ausgedrückt,  ist  0*001087.  Die  Schmelzwärme 
r'  des  Wassers  ist  nach  Person  79.    Ferner  ist  T  beim  Gefrier- 
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punkte  273  und  für  E  wenden  wir  den  Werth  424  an.    Dadurch 
erhalten  wir: 

dT  _       273  X  0-000087 

dp  ~  424  X  79       ' 

Will  man  den  Druck  nicht  in  mechanischen  Einheiten  (Kilogramme 
auf  ein  Quadratmeter),  sondern  in  Atmosphären  angeben,  so  hat 

J  rp 

man  den  vorher  bestimmten  Werth  von  -r—  noch   mit   10333  zu 

dp 

multipliciren,  also : 

dT  _  _  273  X  0-000087  X  10333 
dp  ~  424  X  79 

Daraus  ergiebt  sich: 

j  rp 

^  =  —  0-00733, 
dp 

d.  h.  durch  die  Druckzunahme   um   eine  Atmosphäre   wird   der 
Schmelzpunkt  um  0-00733  Grad  C.  erniedrigt. 


§.  3.     Experimentelle  Bestätigung  des  vorstehenden 

Resultates. 

Der  Schluss,  dass  der  Schmelzpunkt  des  Eises  durch  ver- 
mehrten Druck  erniedrigt  werde,  und  die  erste  Berechnung  dieser 
Erniedrigung  stammt  von  James  Thomson  her,  welcher  aus  der 
Carnot'schen  Theorie  eine  Gleichung  ableitete,  die  von  der  Glei- 
chung (14)  nur  dadurch  verschieden  war,  dass  sie  rechts  an  der 

T 
Stelle  von  -=•  eine  noch   unbestimmte  Temperaturfunction    ent- 

hielt,  deren  auf  den  Frostpunkt  bezüglicher  Werth  aus  Reg- 
nault's  Angaben  über  die  Verdampfungswärme  und  die  Spannung 
des  Wasserdampfes  bestimmt  war.  Der  Bruder  des  vorher  ge- 
nannten Forschers,  der  berühmte  Physiker  William  Thomson, 
unterwarf  dann  das  theoretisch  gewonnene  Resultat  einer  sehr 
genauen  experimentellen  Prüfung  ^). 

Um  die  Temperaturunterschiede  fein  messen  zu  können,  liessor 
sich  ein  mit  Schwefeläther  gefülltes  Thermometer  anfertigen,  dessen 
Gefass  3  Vs  Zoll  Länge  und  Vg  Zoll  Durchmesser  hatte,  und  dessen 


1)  PhiL  Mag.  8er,  III,  Vol.  37,  p.  123  und  Pogg.  Ann.  Bd.  81,  S.  163. 


' 
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Röhre  6V2  Zoll  lang  war.  5V2  Zoll  davon  waren  in  220  gleiche 
Theile  getheilt  und  212  dieser  Theile  umfassten  ein  Temperatur- 

intervall  von  3^  Fahr.,  so  dass  jeder  Theil  nahe  gleich  -^Grad 

Fahr.  war.  Dieses  Thermometer  wurde  hermetisch  in  eine  etwas 
weitere  Glasröhre  eingeschlossen,  um  es  vor  der  Wirkung  des 
äusseren  Druckes  zu  schützen,  und  wurde  mit  dieser  Umhüllung 
in  eine  Oersted'sche  Presse  gesetzt,  welche  mit  Wasser  und 
klaren  Eisstücken  gefüllt  war,  und  zur  Druckmessung  ein  gewöhn- 
liches Luftmanometer  enthielt. 

Nachdem  das  Thermometer  einen  festen  Stand  angenommen 
hatte,  welcher  dem  Schmelzpunkte  des  Eises  unter  atmosphärischem 
Drucke  entsprach,  wurde  durch  Niederschrauben  des  Stempels  der 
Presse  der  Druck  vermehrt,  und  sofort  sah  man  das  Thermometer 
sinken,  indem  die  aus  Wasser  und  Eis  bestehende  Masse  die  zu 
dem  grösseren  Drucke  gehörende  tiefere  Schmelztemperatur  an- 
nahm. Beim  Nachlassen  des  Druckes  ging  das  Thermometer  wie- 
der auf  den  ursprünglichen  Stand  zurück.  Die  nachstehende  TabeUe 
enthält  die  für  zwei  Druckkräfte  beobachteten  Temperaturerniedri- 
gungen uiid  daneben  sind  diejenigen  Temperaturemiedrigungen 
angeführt,  welche  sich  für  dieselben  Druckkräfte  berechnen  lassen, 
wenn  man  den  im   vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werth   von 

-T— ,  der  sich  zunächst  auf  den  gewöhnlichen  Druck  von  1  Atm. 

bezieht,  bis  zum  Drucke  von  16'8  Atm.  anwendet. 


Druck. 

Temperaturerniedrigung 

beobachtet 

berechnet 

8-1  Atm. 
16-8     „ 

00590  C. 

0129    „ 

0-0590  c. 
0123    „ 

Man  sieht,  dass  zwischen  den  beobachteten  und  den  berechneten 
Zahlen  eine  fast  vollkommene  Uebereinstimmung  stattfindet,  und 
somit  auch  dieses  Resultat  iit  Theorie  in  ausgezeichneter  Weise 
bestätigt  ist. 

Später  hat  Moussoni)  einen  sehr  interessanten  Versuch  an- 
gestellt, indem  er  Eis,  welches  fortwährend  auf  einer  Temperatur 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  106,  S.  161. 
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von  —  18®  bis  —  20®  erhalten  wurde,  durch  Anwendung  eines 
ungeheuren  Druckes  zum  Schmelzen  brachte.  Den  angewandten 
Druck  giebt  er  nach  einer  ungefähren  Schätzung  zu  etwa  13  000  Atm. 
an,  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  möglicher  Weise  die  Schmel- 
zung schon  bei  einem  viel  geringeren  Drucke  eingetreten  ist,  in- 
dem sich  bei  der  von  ihm  getroffenen  Einrichtung  nur  erkennen 
liess,  dass  überhaupt  eine  Schmelzung  des  Eises  während  des  Ver- 
suches stattgefunden  hatte,  aber  nicht,  zu  welcher  Zeit  sie  ein- 
getreten war. 


§.  4.    Experimentelle  Unte'rsuchung  mit  Substanzen,  die 

sich  beim  Schmelzen  ausdehnen. 

Mit  solchen  Substanzen,  die  sich  beim  Schmelzen  ausdehnen, 
und  bei  denen  daher  die  Schmelztemperatur  mit  wachsendem 
Drucke  steigen  muss,  hat  zuerst  ßunsen  eine  experimentelle 
Untersuchung  angestellt^),  und  zwar  mit  Wallrath  und  Paraffin. 
Durch  eine  sinnreiche  Einrichtung  erhielt  er  in  höchst  einfacher 
Weise  eine  sehr  grosse  und  sofort  messbare  Druckvermehrung  und 
konnte  dieselbe  Substanz  unter  gewöhnlichem  atmosphärischem 
Drucke  und  unter  dem  vermehrten  Drucke  nebeneinander  be- 
obachten. 

Er  zog  ein  sehr  dickwandiges  Glasrohr  von  einem  Fuss  Länge 
und  einer  Weite  von  Strohhalmdicke  am  einen  Ende  zu  einer 
feinen  15  bis  20  Zoll  langen  und  am  anderen  Ende  zu  einer  etwas 
weiteren  nur  1 V«  Zoll  langen  Haarröhre  aus.  Die  letztere,  welche 
sich  bei  der  Anwendung  des  Apparates  unten  befinden  sollte,  wurde 
so  umgebogen,  dass  sie,  dem  unteren  Theile  der  Glasröhre  parallel, 
aufwärts  stand.  Diese  kurze  umgebogene  Haarröhre  wurde  nun 
mit  der  zu  untersuchenden  Substanz  und  das  weitere  Glasrohr  mit 
Quecksilber  gefüllt,  während  die  lange  Haarröhre  mit  Luft  gefüllt 
blieb.  Beide  Haarröhren  wurden  an  ihren  Enden  zugeschmolzen. 
Wenn  nun  der  Apparat  erwärmt  wurde,  so  stieg  das  Quecksilber, 
indem  es  sich  ausdehnte,  in  der  längeren  Haarröhre  empor  und 
drückte  die  hier  befindliche  Luft  zusammen.  Durch  den  Gegen- 
druck der  Luft  wurde  zunächst  das  Quecksilber  und  dann  weiter 
die  in  der  kurzen  Haarröhre  befindliche  Substanz  gedrückt,  und 


*)  Pogg-  Ann.  Bd.  81,  S.  562. 
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die  Stärke  dieses  Druckes,  welche  sich  auf  über  hundert  Atmo- 
sphären steigern  liess,  konnte  an  der  Grösse  des  noch  vorhandenen 
Luftvolumens  gemessen  werden. 

Ein  solcher  Apparat  wurde  an  einem  Brette  dicht  neben  einem 
anderen  Apparate  befestigt,  welcher  dieselbe  Einrichtung  hatte,  nur 
dass  die  obere,  mit  Luft  gefüllte  Gapillarröhre  nicht  zugeschmolzen 
war,  so  dass  die  Zusammendrückimg  der  Luft  und  die  damit  ver- 
bundene Druckvermehrung  in  ihm  nicht  stattfand.  Beide  Apparate 
zusammen  wurden  nun  in  Wasser  getaucht,  dessen  Temperatur  etw^ 
über  dem  Schmelzpunkte  der  zu  untersuchenden  Substanz  lag. 
Dabei  konnte  man,  wenn  das  untere,  mit  der  Substanz  gefüllte 
Röhrchen  sich  schon  ganz  unter  Wasser  befand,  durch  noch 
weiteres  Einsenken  einen  immer  grösseren  Theil  des  Quecksilbers 
mit  erwärmen  und  so  den  Druck  in  dem  oben  geschlossenen  Apparate 
immer  mehr  steigern.  Unter  diesen  Umständen  liess  Bunsen  die 
in  beiden  Apparaten  befindliche  Substanz  vielfach  schmelzen,  und 
bei  der  Abkühlung  des  Wassers  vdeder  erstarren,  und  beobachtete 
die  Temperatur,  bei  der  das  Letztere  stattfand.  Dabei  zeigte  sich, 
dass  in  dem  Apparate,  in  welchem  der  Druck  vermehrt  war,  das 
Erstarren  immer  bei  höherer  Temperatur  eintrat,  als  in  dem  an- 
deren Apparate,  und  zwar  ergaben  sich  folgende  Zahlen.* 

Beim  Wallrath: 


Druck. 

Erstarrungs- 

punkt 

1  Atm. 

47-70  C. 

29     „ 

48-3    „ 

96     „ 

49-7    „ 

141     „ 

eO'6    „ 

156     „ 

60-9    „ 

^ßeim  Paraffin: 


Druck. 


Erstarrungs- 
punkt. 


1  Atm. 
86 
100 


>» 


>i 


46-80  C. 

48-9 

49-9 


jj 


» 
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Später  hat  Hopkins')  Versuche  mit  Wallrath,  Wachs,  Schwefel 
und  Stearin  angestellt,  bei  denen  der  Druck  durch  einen  mit  Ge- 
wichten beschwerten  Hebel  hervorgebracht  und  bis  über  800  Atm. 
getrieben  wurde.  Auch  diese  Versuche  ergaben  bei  allen  jenen 
Substanzen  Erhöhung  der  Schmelztemperatur  mit  wachsendem 
Drucke.  Die  einzelnen  bei  verschiedenen  Druckkräften  von  Hop- 
kins beobachteten  Temperaturen  zeigen  aber  noch  erhebliche  Un- 
regelmässigkeiten. Beim  Wachs,  bei  welchem  die  Temperatur  mit 
wachsendem  Drucke  am  regelmässigsten  stieg,  hatte  eine  Druck- 
zunahme von  808  Atm.  eine  Erhöhung  des  Schmelzpunktes  um 
15  V»®  C.  zur  Folge. 

Aus  der  theoretischen  Formel  die  Erhöhung  des  Schmelz- 
punktes numerisch  zu  berechnen,  ist  bei  den  von  Bunsen  und 
Hopkins  untersuchten  Stoffen  für  jetzt  nicht  gut  ausführbar,  weil 
die  zu  dieser  Rechnung  nöthigen  Data  noch  nicht  genau  genug 
bekannt  sind. 


§.  5.    Abhängigkeit  der  Werkwärme  des  Schmelzens  von 

der  Schmelztemperatur. 

Nachdem  wir  die  Gleichung  (13)  dazu  angewandt  haben,  die 
Abhängigkeit  der  Schmelztemperatur  vom  Drucke  zu  bestimmen, 
wollen  wir  nun  die  Gleichung  (12)  in  Anwendung  bringen,  welche 
sich  in  folgender  Gestalt  schreiben  lässt: 

(15)  |^  =  c'_Ä'  +  -^. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass,  wenn  durch  Druckänderung  die 
Temperatur  des  Schmelzens  geändert  wird,  dabei  auch  die  zum 
Schmelzen  erforderliche  Wärmemenge  r'  sich  ändert,  und  kann  da- 
zu dienen,  die  Grösse  dieser  Aenderung  zu  bestimmen.  Die  in 
ihr  vorkommenden  Zeichens' und  Ä'  bedeuten  die  specifische  Wärme 
des  Stoffes  im  flüssigen  und  festen  Zustande,  aber,  vide  schon 
gesagt,  nicht  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  sondern 
die  specifische  -Wärme  für  den  Fall,  wo  der  Druck  sich  mit  der 
Temperatur  in  der  Weise  ändert,  wie  es  die  Gleichung  (13)  angiebt 
Wie  man  diese  Art  von  spedfischer  Wärme  bestimmen  kann, 
soll  im  nächs^n  Abschnitte  besprochen  werden,  und  es  mögen  hier 


1)  Beport  of  the  Brit.  Ässoc.  1854,  2,  p.  57. 
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nur  beispielsweise  die  für  Wasser  geltenden  Zahlenwerthe  angeführt 
werden.  Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  nämlich 
diejenige  specifische  Wärme,  welche  einfach  unter  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  gemessen  ist,  hat  in  der  Nähe  von  0^  für  flüssiges 
Wasser  den  Werth  1  und  für  Eis  nach  Person')  den  Werth  0-48. 
Die  specifische  Wärme  für  den  hier  in  Betracht  konunenden  Fall 
dagegen  hat  für  flüssiges  Wasser  und  Eis  die  Werthe 

c'  =  0*945  und  Ä/  =  0-631. 

Nimmt  man  femer  für  r'  nach  Person  den  Werth  79  an,  so  er- 
hält man: 

^^  =  0-945  -  0-631  +     ^ 


dT       '     273 

=  0-314  +  0-289 

=  0-603. 

Bekanntlich  kann  der  Gefrierpunkt  des  Wassers  auch  dadurch 
erniedrigt  werden,  dass  man  es  vor  jeder  Erschütterung  bewahrt 
Diese  Temperaturerniedrigung  bezieht  sich  aber  nur  auf  den  An- 
fang des  Gefrierens,  denn  sobald  das  Gefrieren  begonnen  hat,  ge- 
friert gleich  ein  so  grosser  Theil  des  vorhandenen  Wassers,  dass 
die  ganze  Wassermasse  dadurch  wieder  auf  0^  erwärmt  wird,  und 
bei  dieser  Temperatur  gefriert  dann  der  übrige  Theil.  Es  wird 
daher  nicht  nöthig  sein,  auch  die  mit  dieser  Art  von  Temperatur- 
emiedrigung  verbundene  Aenderung  der  Grösse  /,  welche  einfach 
durch  die  DiflFerenz  der  specifischen  Wärmen  des  flüssigen  Wassers 
und  des  Eises  bei  constantem  Drucke  bedingt  wird,  hier  näher  zu 
besprechen. 


§.  6.    Uebergang  aus  dem  festen  in  den  luftförmigen 

Zustand. 

Wir  haben  bisher  die  Uebergänge  aus  dem  flüssigen  in  den 
luftförmigen  und  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand  be- 
trachtet; es  kann  aber  auch  geschehen,  dass  ein  Stoff  direct  aus 
dem  festen  in  den  luftförmigen  Zustand  übergeht.  Für  diesen 
Fall  gelten  drei  Gleichungen  von-<lerselben  Form,  wie  die,  welche 
im  vorigen  Abschnitte  unter  (15)  bis  (17)  und  in  diesem  Abschnitte 

1)  Comptea  rendm  T.  XXX,  p.  526. 
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unter  (11)  bis  (13)  gegeben  sind,  nur  dass  die  auf  die  verschiedenen 
Aggregatzustände  bezüglichen  specifischen  Wärmen  und  specifischen 
Volumina  und  die  Werkwärme  des  Ueberganges  aus  dem  einen 
Zustande  in  den  anderen  in  der  dem  gegenwärtigen  FaUe  ent- 
sprechenden Weise  gewählt  werden  müssen. 

Der  Umstand,  dass  die  Werkwärme  des  Ueberganges  aus  dem 
festen  in  den  luftfi)rmigen  Zustand  grösser  ist,  als  diejenige  des 
Ueberganges  aus  dem  flüssigen  in  den  luftförmigen  Zustand,  führt 
sofort  zu  einem  Schlüsse,  den  schon  Kirchhoff  gezogen  hat*). 

Betrachtet  man  nämlich  einen  Stoff  gerade  bei  seinem  Schmelz- 
punkte, so  kann  sich  bei  dieser  Temperatur  Dampf  vom  flüssigen 
und  vom  festen  Körper  entwickeln.  Bei  Temperaturen  über  dem 
Schmelzpunkte  hat  man  es  nur  mit  solchem  Dampfe  zu  thun ,  der 
sich  vom  flüssigen  Körper  entwickelt,  und  bei  Temperaturen  unter 
dem  Schmelzpunkte  hat  man  es  (abgesehen  von  dem  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  besprochenen  speciellen  Falle,  wo  eine 
sehr  ruhig  gehaltene  Flüssigkeit  trotz  der  schon  erreichten  tieferen 
Temperatur  noch  flüssig  geblieben  ist)  nur  mit  solchem  Dampfe 
zu  thun,  der  sich  vom  festen  Körper  entwickelt. 

Wenn  man  nun  für  diese  beiden  Fälle,  also  für  Temperaturen 
über  und  unter  dem  Schmelzpunkte ,  den  Dampfdruck  jp  als  Func- 
tion der  Temperatur  darstellt,  und  die  Curve  construirt,  welche 
die  Temperatur  als  Abscisse  und  den  Druck  als  Ordinate  hat,  so 
fragt-  es  sich,  wie  die  den  beiden  Fällen  entsprechenden  Curven- 
stücke  sich  bei  der  gemeinsamen  Grenztemperatur,  nämlich  der 
Schmelztemperatur,  zu  einander  verhalten.  Was  zunächst  den 
Werth  vonjp  selbst  anbetrifft,  so  können  wir  es  als  erfahrungs^ 
massig  feststehend  betrachten,  dass  er  für  beide  Fälle  gleich  ist, 
dass  also  die  beiden  Gurvenstücke  bei  der  Schmelztemperatur  in 
Einem  Punkte  zusammentreffen.     In  Bezug  auf  den  Differential- 

coefficienten  ^^  aber  lehrt  die  letzte  der  oben  erwähnten  drei 

aT 

Gleichungen,  dass  er  für  die  beiden  Fälle  verschiedene  Werthe  hat, 
so  dass  an  der  Stelle,  wo  die  beiden  Gurvenstücke  zusammentreffen, 
ihre  Tangenten  verschiedene  Richtungen  haben. 

Die  Gleichung  (17)  des  vorigen  Abschnittes,  welche  sich  auf 
den  Uebergang  aus  dem  flüssigen  in  den  lufkfdrmigen  Zustand  be- 
zieht, lässt  sich  so  schreiben : 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  103,  S.  206.  * 
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^^^  dT~  T(8-ö)' 

Soll  nun  die  entsprechende  Gleichung  für  den  Uebergang  aus 
dem  festen  in  den  luftformigen  Zustand  gebildet  werden,  so  möge 
dabei  an  der  linken  Seite  der  Druck  des  sich  vom  feste^  Körper 
entwickelnden  Dampfes  zum  Unterschiede  durch  P  bezeichnet  wer- 
den. An  der  rechten  Seite  ist  zunächst  an  die  Stelle  von  <5,  dem 
specifischen  Volumen  des  flüssigen  Stoffes,  das  specifische  Volumen 
des  festen  Stoffes  zu  setzen,  welches  wir  mit  r  bezeichnet  haben, 
wodurch  aber,  da  diese  beiden  specifischen  Volumina  sehr  wenig 
von  einander  abweichen  und  ausserdem  beide  gegen  s,  das  specifische 
Volumen  des  luftformigen  Stoffes,  sehr  klein  sind,  nur  ein  sehr 
geringer  Unterschied  im  Werthe  der  Formel  entsteht.  Von  grösserer 
Bedeutung  dagegen  ist  es,  dass  an  die  Stelle  von  r,  der  Werk- 
wärme des  Ueberganges  aus  dem  flüssigen  in  den  luftformigen  Zu- 
stand, die  Werkwärme  des  Ueberganges  aus  dem  festen  in  den 
luftformigen  Zustand  treten  muss.  Diese  ist  gleich  der  Summe 
aus  r  und  der  durch  /  bezeiclineten  Werkwärme  des  Schmelzens. 
Die  Gleichung  lautet  daher  für  den  in  Rede  stehenden  Fall: 

^^^  dT  ~    T(s-t)  ' 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  (16)  und  vernachlässigt  dabei 
den  kleinen  Unterschied  zwischen  a  und  r,  so  ergiebt  sich: 

rift^  äP_dp__]Ef^ 

^^^^  dT       dT~T(s-ö)' 

Wendet  man  diese  Gleichung  speciell  auf  Wasser  an,  so  ist 
zu  setzen: 

T  =  213]    r'  =  79;    s  =  205;    <J  =  0-001, 

und  es  kommt  dalier,  indem  man  noch  fur£'  den  bekannten  Werth 
424  setzt: 

::il_dp  _   424  X  79    _ 
dT       dT~  273  X  205  "  "^^''• 

Will  man  den  Druck  nicht  in  Kilogrammen  auf  ein  Quadrat- 
meter, sondern  in  Millimetern  Quecksilber  ausdrücken,  so  hat  man, 
gemäss  der  in  §.  10  des  vorigen  Abschnittes  gemachten  Bemer- 
kung, die  obige  Zahl  durch  13*596  zu  dividiren,  und  man  erhält 
daher,  wenn  man  in  diesem  Falle  für  p  imd  P  die  griechischen 
Buchstaben  n  und  77  anwendet: 
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du        die 

TTs  =  0-044. 


dT        dT 

Zur  Vergleicbung  möge  noch  hinzugefügt  werden,  dass  der  DiflFe- 

dfc 
rentialcoefficient  -jjp  nach  den  Dampfspannungen,  welche  Reg- 

nault  bei  den  Temperaturen  zunächst  über  0<*  beobachtet  hat,  bei 
0«  den  Werth  0-33  hat. 


ABSCHNITT  VIIL 


Behandlung  homogener  Körper. 

§.  1.    Zustandsänderungen  ohne  Veränderung  des 

Aggregatzustandes. 

Wir  kehren  nun  zu  den  im  Abschnitt  V.  aufgestellten  allge- 
meinen Gleichungen  zurück,  und  wollen  sie  auf  solche  Fälle  an- 
wenden, wo  ein  Körper  Aenderungen  erleidet,  die  sich  nicht  auf 
den  Aggregatzustand  erstrecken,  und  wo  sich  stets  alle  Theile  des 
Körpers  in  gleichem  .Zustande  befinden. 

Diese  Zustandsänderungen  wollen  wir  uns  dadurch  veranlasst 
denken,  dass  die  Temperatur  imd  die  auf  den  Köi-per  wirkenden 
äusseren  Kräfte  sich  ändern.  Infolge  dessen  ändert  sich  dann 
auch  die  Anordnung  der  Theilchen  des  Körpers ,  was  sich  äusser- 
lich  durch  Volumen-  und  Gestaltänderung  kund  geben  kann. 

Der  einfachste  Fall  in  Bezug  auf  die  äusseren  Kräfte  ist  der, 
wo  nur  ein  gleichmässiger,  normaler  Oberflächendruck  auf  den 
Körper  wirkt,  und  daher  bei  der  Bestimmung  der  äusseren  Arbeit 
auf  die  Gestaltänderung  des  Körpers  keine  Rücksicht  genommen 
zu  werden  braucht,  sondern  nur  die  Volumenänderung  in  Betracht 
zu  ziehen  ist.  In  diesem  Falle  kann  man  den  Zustand  des  Körpers 
als  bestimmt  ansehen,  wenn  von  den  drei  Grössen  Temperatur^ 
Druck  und  Volumen^  welche  wir,  wie  früher,  durch  T,p  und  v 
bezeichnen  wollen,  irgend  zwei  gegeben  sind.    Je  nachdem  man  v 
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und  T  oder  j)  und  T  oder  endlich  v  und  p  als  die  beiden  Grössen 
auswählt,  welche  zur  Bestimmung  des  Zustandes  des  Körpers  dienen 
sollen,  erhält  man  eines  der  drei  Systeme  von  Gleichungen,  welche 
in  Abschnitt  V.  unter  (25),  (26)  und  (27)  aufgestellt  wurden,  und 
von  diesen  Gleichungen  wollen  wir  nun  Gebrauch  machen,  um  die 
verschiedenen  specifischen  Wärmen  und  andere  auf  Temperatur-, 
Druck-  und  Volumenänderungen  bezügliche  Grössen  zu  bestimmen. 


§.  2.    Genauere  Bezeichnung  der  Differentialcoeffi- 

cienten. 

Wenn  man  die  oben  genannten  Gleichungen  des  Abschnittes  V. 
auf  eine  Gewichtseinheit  eines  Stoffes  bezieht,  so  bedeutet  der 

Differentialcoefficient  -j~  in  den  Gleichungen  (25)  die  specifische 

Wärme  bei  constantem  Volumen  und  in  den  Gleichungen  (26)  die 
specifische    Wärme    bei    constantem   Drucke.      Ebenso    hat   der 

DifiFerentialcoefficient  -^  in  den  Gleichungen  (25)  und  (27)  und 

der  Differentialcoefficient  -^  in   den  Gleichungen  (26)  und  (27) 

verschiedene  Bedeutungen.  Aehnliche  Unbestimmtheiten  in  der 
Bedeutimg  der  DiflFerentialcoefficienten  kommen  in  allen  solchen 
Fällen  vor,  wo  die  Natur  des  Gegenstandes  es  mit  sich  bringt, 
dass  die  als  unabhängige  Veränderliche  dienenden  Grössen  zuweilen 
gewechselt  werden.  Hat  man  irgend  zwei  Grössen  als  unabhängige 
Veränderliche  ausgewählt,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  bei 
der  Differentiation  nach  der  einen  die  andere  als  constant  anzu- 
sehen ist.  Wenn  man  nun  aber,  während  man  die  erste  unab- 
hängige Veränderliche  beibehält,  als  zweite  unabhängige  Veränder- 
Uche  nach  einander  verschiedene  Grössen  wählt,  so  erhält  man 
natürlich  ebenso  viele  verschiedene  Bedeutungen  für  den  nach  der 
ersten  Veränderlichen  genommenen  DifFerentialcoefficienten. 

Wegen  dieser  Unbestimmtheit  habe  ich  für  derartige  Fälle  in 
meiner  Abhandlimg  „über  verschiedene  für  die  Anwendung  be- 
queme Formen  der  Hauptgleichungen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie" 1)  eine,  so  viel  ich  weiss,  vorher  nicht  üblich  gewesene 


^)  Vierteljahrsschrift  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  1865 
und  Pogg.  Ann.  Bd.  125,  S.  853. 
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Bezeichnung  angewandt,  indem  ich  die  Grösse,  welche  bei  der 
Differentiation  als  constant  angesehen  wurde,  als  Index  zum  Diffe- 
rentialcoef&cienten  hinzugefugt  habe.  Dieses  that  ich  damals  in 
der  Form,  dass  ich  den  Differentialcoefficienten  in  Klammem 
schloss,  und  neben  diese  den  Index  schrieb,  den  ich,  weil  an  dieser 
Stelle  auch  andere  Indices  vorkommen  können,  zur  UnterscheiduBg 
noch  mit  einem  über  ihn  gesetzten  waagrechten  Striche  versah. 
Die  beiden  oben  erwähnten  Differentialcoefficienten,  welche  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  und  bei  constantem 
Drucke  bedeuten,  sahen  demnach  so  aus: 

Diese  Schreibweise  wurde  bald  von  verschiedenen  Autoren 
adoptirt,  nur  dass  man  gewöhnlich  der  Bequemlichkeit  wegen  den 
waagrechten  Strich  fortliess.  Später ^)  habe  ich,  unter  Beibehal- 
tung dessen,  was  an  meiner  Schreibweise  wesentUch  ist,  die  Form 
derselben  noch  vereinfacht,  indem  ich  den  Index  neben  das  d  im 
Zähler  des  Differentialcoefficienten  setzte.  Dadurch  wurden  die 
Klammem  unnöthig  und  auch  der  waagrechte  Strich  konnte  fort- 
bleiben, weil  an  dieser  Stelle  kein  anderer  Index  angebracht  zu 
werden  pflegt,  und  ein  Unterscheidungsmerkmal  daher  nicht  er- 
forderlich ist.  Hiemach  gestalten  sich  die  beiden  obigen  Differen- 
tialcoefficienten so: 

^^^  lind  ^'^ 

In  dieser  Form  wollen  wir  jene  Schreibweise  im  Folgenden  an- 
wenden. ' 


§.  3.  Beziehungen  zwischen  den  Differentialcoefficienten 
von  Druck,  Volumen  und  Temperatur. 

Wenn  der  Zustand  eines  Körpers  durch  je  zwei  der  Grössen 
Temperatur^  Volumen  imd  Druck  bestinmit  ist,  so  kann  man  jede 
dieser  drei  Grössen  als  eine  Function  der  beiden  anderen  ansehen, 
und  daher  folgende  sechs  Differentialcoefficienten  bilden: 


^)  Ueber  den  Satz  vom  mittleren  Ergal  und  seine  Anwendung  auf  die 
Molecularbewegungen  der  Gase.  Sitzungsberichte  der  Kiederrhein.  Ges. 
für  Natur-  und  Heilkunde  1874,  S.  163. 
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drp      drp     dpV     drV     dpT     d„T 
TT'    dtT'    df'    d^'    "d^'    1^' 

Bei  diesen  Differentialcoef&cienten  könnte  man  die  Indices,  welche 
angeben,  welche  Grösse  bei  jeder  Differentiation  als  constant  vor- 
ausgesetzt ist,  fortlassen,  wenn  man  ein-  für  allemal  festsetzte, 
dass  von  den  drei  Grössen  T,  v  und  p  diejenige,  welche  in  dem 
Differentialcoefficienten  nicht  vorkommt,  als  constant  zu  betrachten 
ist  Indessen  der  üebersichtlichkeit  wegen  und  weil  iii  Folgen- 
den auch  Differentialcoefficienten  zwischen  denselben  Grössen  vor- 
kommen werden,  bei  denen  die  als  constant  vorausgesetzte  Grösse 
eine  andere  ist,  als  hier,  wollen  wir  die  Indices  mitschreiben. 

Es  erleichtert  nun  die  mit  diesen  sechs  Differentialcoefficien- 
ten anzustellenden  Rechnungen,  wenn  man  die  zwischen  ihnen 
stattfindenden  Beziehungen  im  Voraus  feststellt. 

Zuerst  ist  klar,  dass  unter  den  sechs  Differentialcoefficienten  . 
dreimal  je  zwei  vorkommen,  welche  einander  reciprok  sind.  Neh- 
men wir  z.  B.  die  Grösse  v  als  constant  an,  so  hängen  die  beiden 
anderen  Grössen  Tund|>  so  unter  einander  zusammen,  dass  jede 
von  ihnen  einfach  als  Function  der  anderen  anzusehen  ist.  Eben- 
so stehen ,  wenn  p  als  constant  angenommen  wird,  T  und  v ,  und 
wenn  T  als  constant  angenommen  wird,  v  und  j>  in  dieser  ein- 
fachen Beziehung  zu  einander.    Man  hat  also  zu  setzen: 

.^ .  1    d^     _1_ dpV       1     drv^ 

^^  d^~  dr    dpT~dr    drp  ~  dp  \ 

dp  dv  dv 

Um  femer  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Paaren  von 
Differentialcoefficienten  zu  erhalten,  wollen  wir  beispielsweise  p 
als  Function  von  T  und  v  betrachten.  Dann  lautet  die  vollstän- 
dige Differentialgleichimg  für  jp: 

Wenn  wir  nun  diese  Gleichung  auf  den  Fall  anwenden  wollen,  wo 
p  constant  ist,  so  haben  wir  in  ihr  zu  setzen : 

dp  =  0  und  dv  =  -hpdl^ 
wodurch  sie  äbergeht  in: 
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Wenn  man  hieraus  dT  forthebt,  und  dann  noch  mit  -~~  dividirt, 

oder  mit  -4—  multiplioirt,  so  erhält  man: 

drp  dpV  d,T  _ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung,  in  Verbindung  mit  den  Gleichun- 
gen (1)  kann  man  jeden  der  sechs  Dififerentialcoefficienten  durch 
ein  Product  oder  einen  Bruch  aus  zwei  anderen  Differentialcoeffi- 
cienten  darstellen. 


§.  4.    Vollständige  Differentialgleichungen  für  Q. 

Kehren  wir  nun  zur  Betrachtung  der  Wärmeaufnahme  und 
Wärmeabgabe  des  gegebenen  Körpers  zurück,  und  bezeichnen  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  mit  C^  und  die  spe- 
cifische  Wärme  bei  constantem  Druck  mit  (7^,  so  haben  wir,  wenn 
wir  das  Gewicht  des  Körpers  als  eine  Gewichtseinheit  annehmen, 
zu  setzen: 

^vQ  _  p,       dpQ  _  p 

dT  ~  ^''       dT  ~  ^'' 

Ferner  kommen  in  Abschnitt  V.  unter  (25)  und  (26)  Gleichungen 
vor,  welche  bei  unserer  jetzigen  Bezeichnungsweise  so  zu  schreiben 
sind: 

dv"  ~      dr      dp    ~  dT 

Hiernach  kann  man  folgende  vollständige  Diiferentialgleichungen 
bilden: 

(3)  dQ=C,dT-i-T^dv. 

(4)  dQ=G,dT-  T^dp. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht  auch  eine  dritte 
vollständige  DüFerentialgleichung  für  Q,  welche  sich  auf  v  undjp 
als  unabhängige  Veränderliche  bezieht,  wenn  man  die  erste 
Gleichung  mit  Cp  und  die  zweite  mit  C„  multiplicirt,  dann  beide 
von  einander  abzieht,  und  die  dadurch  *  entstehende  Gleichung 
durch  Cp—  C„  dividirt,  nämlich: 
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(5)  äQ^^X'^/^äv+c/^äp). 

Diese  drei  vollständigen  Differentialgleichungen  entsprechen 
ganz  den  in  Abschnitt  IL  fiir  vollkommene  Gase  aufgestellten,  nur 
dass  die  letzteren  durch  Anwendung  des  Mariotte'schen  und 
Gay-Lussac'schen  Gesetzes  vereinfacht  sind.  Aus  der  diese 
Gesetze  ausdrückenden  Gleichung 

pv  =  BT 
ergiebt  sich  nämlich: 

d^p B  ^     dpV iJ 

dT~~v'     dT~  p  ' 

Wenn  man  diese  Werthe  der  Differentialcoefficienten  in  die  obigen 
Gleichungen  einsetzt  und  ausserdem  in  der  letzten  für  T  den  Aus- 
druck ^  subsütuii*t,  so  erhält  man : 

dQ=  C,dT-\-—dv 

dQ=  CpdT-—dp    •• 

.     P 

äQ  —  r    'r>päv  +  TT— nrT  «"^P' 

t/j,  —  Op  l/p  —  Oy 

welche  Gleichungen  in  Abschnitt  IL  unter  (11),  (15)  und  (16) 
gegeben  sind. 

Die  drei  vollständigen  Differentialgleichungen  (3),  (4)  und  (5) 
sind,  wie  wir  es  bei  den  speciell  für  Gase  geltenden  Gleichungen 
schon  gesehen  haben,  nicht  unmittelbar  integrabel.  Für  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  dieses  sofort  aus  schon  früher 
aufgestellten  Gleichungen.  Die  im  Abschnitt  V.  in  den  Systemen 
(25)  und  (26)  zu  unterst  stehenden  Gleichungen  lauten  nämlich 
unter  Anwendung  der  Zeichen  Cr,  und  Cp  und  der  £ur  die. Diffe- 
rentialcoefficienten jetzt  angenommenen  Schreibweise: 


»r^u 


(6) 


=  T 


dv  dp 


dp    ~  dT>' 

während  die  Bedingungsgleichungen,  welche  erfüllt  sein  müssten, 
wenn  (3)  und  (4)  integrabel  sein  sollten,  lauten : 
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dv    ~     dT^'^  dT 

drCp rpd^  __  dpV 

dp    ~  dT^       dT' 

Aehnlich,  nur  etwas  weitläuiSger,  ist  der  Nachweis  zu  fuhren,  dass 
die  Gleichung  (5)  nicht)  integrabel  ist,  was  sich  übrigens  dem 
Vorigen  nach  auch  von  selbst  versteht,  da  sie  aus  den  Gleichungen 
(3)  und  (4)  abgeleitet  ist. 

Die  drei  Gleichungen  gehören  also  zu  denjenigen  vollständigen 
Differentialgleichungen ,  welche  in  der  Einleitung  besprochen  sind, 
und  welche  sich  erst  dann  integriren  lassen,  wenn  zwischen  den 
Veränderlichen  noch  eine  andere  Relation  gegeben  und  dadurch 
der  Weg  der  Veränderungen  vorgeschrieben  ist 


§.  5^   Specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  und 

bei  constantein  Drucke. 

man   in    der  Gleichung  (4)   statt  des    unbestimmten 

DiflFerentials  dp  den  Ausdruck  -j^dT  setzt,  so  bezieht  sie  sich  auf 

den  speciellen  Fall,  wo  der  Körper  bei  constantem  Volumen  seine 
Temperatur  um  (ZT  ändert  Dividirtman  dann  noch  die  Gleichung 
durch  dT,  so  erhält  man   an  der  linken  Seite  den  Differential- 

coefficienten  -~~,  welchen  wir,  da  er  die  specifische  Wärme  bei 

constantem  Volumen  bedeutet,  mit  C„  bezeichnet  haben,  und  es 
entsteht  daher  folgende  die  Beziehung  zwischen  C^  und  (7p  aus- 
drückende Gleichung: 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  hervorgehenden  Werth 
der  Differenz  Cp  —  C»  in  die  Gleichung  (5)  einsetzt,  so  nimmt  die- 
selbe folgende  noch  einfachere  Form  an : 

(8)  dQ=C,^-^dv  +  C,^^dp. 

Will  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (7)  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Volumen  aus  derjenigen  bei  constantem  Drucke 
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* 

unter  Anwendung  der  vorhandenen  Data  bestimmeii,  so  ist  es 
zweckmässig,  noch  eine  kleine  Aenderung  mit  der  Gleichung  vor- 

zunehmen.     Der  in  ihr  vorkommende  Difierentialcoefficient  -^ 

stellt   die  Ausdehnung  des  Körpers  durch  Temperaturerhöhung 

dar,  und  ist  der  Regel  nach  als  bekannt  anzunehmen;  der  andere 

d  D 
Differentialcoefficient  -=^  dagegen  pflegt  bei  festen  und  tropfbar 

flüssigen  Körpern  nicht  unmittelbar  durch  Beobachtung  bekannt 
zu  sein.    Man  kann  aber  nach  (2)  setzen: 

dpV 
dvP^  dT 
dT  drv^' 

dp 

und  in  diesem  Bruche  ist  der  im  Zähler  stehende  Differential- 
coefficient wieder  der  vorher  besprochene,  und  der  im  Nenner 
stehende  Differentialcoefficient  stellt,  wenn,  er  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  genommen  wird,  die  Volumenverringerung  durch 
Druckvermehrung  oder  die  Zusammendrückbarkeit  dar,  welche 
man  bei  einer  Anzahl  von  Flüssigkeiten  direct  gemessen  hat,  und 
bei  festen  Körpern  aus  dem  Elasticitätscoefficienten  näherungsweise 
berechnen  kann.  Durch  Einfuhrung  dieses  Bruches  geht  die 
Gleichung  (7)  über  in: 


(7a)  a  =  Cp  +  T 


(^)' 


drV 
dp 

Sollen  die  specifischen  Wärmen  nicht  in  mechanischem  Maasse, 
sondern  in  gewöhnlichem  Wärmemaasse  ausgedrückt  werden,  und 
bezeichnet  man  sie  in  diesem  Falle  mit  c„  und  Cp,  so  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in: 


(7b)  c,  =  c,+ 


fd^y 
T   \dT) 


'^  ^    E     dfV 
dp 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichung  zu  numerischen  Rech- 
nungen ist  noch  zu  beachten,  dass  man  in  den  Differentialcoeffi- 
cienten  als  Volumeneinheit  den  Cubus  derjenigen  Längeneinheit, 
welche  bei  der  Bestimmung  der  Grösse  E  angewandt  ist,  und  als 
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Druckeinheit  den  Druck,  welchen  eine  über  eine  Flächeneinheit 
verbreitete  Gewichtseinheit  ausübt,  anwenden  muss.  Auf  diese 
Einheiten  hat  man  daher  den  Ausdehnungscoefficienten  und  den 
Zusammendrückungscoefficienten,  wenn  sie  sich,  wie  es  gewöhnlich 
der  Fall  ist,  auf  andere  Einheiten  beziehen,  zu  reduciren. 

Da  der  Differentialcoefficient  -j—  immer  negativ  ist,  so  folgt 

daraus,  dass  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
immer  kleiner  sein  muss  als  diejenige  bei  constantem  Drucke. 

Der  andere  Differentialcoefficient  -^  ist  im  Allgemeinen  eine  posi- 
tive Grösse.  Beim  Wasser  ist  er  bei  der  Temperatur  des  Maximums 
der  Dichte  gleich  Null,  und  demnach  sind  bei  dieser  Temperatur 
die  beiden  specifischen  Wärmen  gleich.  Bei  allen  anderen  Tempe- 
raturen, sowohl  unter  als  über  der  Temperatur  des  Maximums  der 
Dichte,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  kleiner 
als  die  bei  constantem  Drucke,  denn,  wenn  auch  der  Differential- 
coefficient -=^  unter  dieser  Temperatur  einen  negativen  Werth 

hat,  so  hat  das  doch  auf  den  Werth  der  Formel  keinen  Einfluss, 
weil  dieser  Differentialcoefficient  in  ihr  quadratisch  vorkommt. 

Um  ein  Beispiel  von  der  Anwendung  der  Gleichung  (9)  zu  er- 
halten, wollen  wir  das  Wasser  bei  einigen  bestimmten  Temperaturen 
betrachten,  und  die  Differenz  zwischen  den  beiden  specifischen 
Wärmen  berechnen. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Kopp,  deren  Resultate  in  dem 
Lehrbuche  der  phys.  und  theor.  Chemie  S.  204  in  einigen  Zahlen- 
reihen zusammengestellt  sind,  hat  man  fiir  Wasser,  wenn  sein 
Volumen  bei  4^^  als  Einheit  genommen  wird,  folgende  Ausdehnungs- 
coefficienten: 

bei    0«        —  0-000061 
„25«        +  0-00025 
„    50«        +0-00045. 

Nach  den  Beobachtungen  vonGrassi')  hat  man  für  dieZusammen- 
drückbarkeit  des  Wassers  folgende  Zahlen,  welche  die  durch  eine 
Druckzunahme  um  eine  Atmosphäre  verursachte  Volumenvermin- 


1)  Ann,  de  chim.  et  de  phys.  3,  sSr,  t  XXXI ^  p,  437,  und  Krönig's 
Jonrn.  für  Physik  des  Auslandes  Bd.  II,  S.  129. 
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derung  als  Bruchtheil  des  beim  ursprünglichen  Drucke  stattfinden- 
den Volumens  angeben: 

bei  00  0*000050 
„  250  0-000046 
„    500        0-000044. 

Wir  wollen  nun  beispielsweise  für  die  Temperatur  von  25°  die 
Rechnung  durchführen. 

Als  Längeneinheit  wählen  wir  das  Meter  und  als  Gewichts- 
einheit das  Ealogramm.  Dann  haben  wir  als  Volumeneinheit  ein 
Cubikmeter  anzunehmen,  und  da  ein  Kilogramm  Wasser  bei  4^  den 

Raum  von  0-001  Cubikmeter  einnimmt,  so  müssen  wir,  um  -rm  zu 

aT 

erhalten,  den  oben  angeführten  Ausdehnungscoefficienten  mit  0-001 

mulüpliciren,  also: 

^  =  0-00000025  =  25  .  lO-^. 
dT 

« 

Bei  der  Zusammendrückbarkeit  ist  dem  Vorigen  nach  das  Volumen, 
welches  das  Wasser  bei  der  betreffenden  Temperatur  und  beim 
ursprünglichen  Drucke  (den  wir  als  den  gewöhnlichen  Druck  einer 
Atmosphäre  voraussetzen  können)  einnahm,  als  Einheit  genommen. 
Dieses  Volumen  ist  bei  25^  gleich  0-001003  Cubikmeter.  Femer 
ist  eine  Atmosphäre  Druck  als  Druckeinheit  glommen,  während 
wir  den  Druck  eines  Kilogramm  auf  ein  Quadratmeter  als  Druck- 
einheit nehmen  müssen,  wonach  eine  Atmosphäre  Druck  durch 
10333  dargestellt  wird«    Demgemäss  haben  wir  zu  setzen: 

drv  0-000046  .  0001003 


=  —  45  .  10- 


18 


dp  10333 

Ausserdem  haben  wir  bei  25^  zu  setzen:  T=  273  -f-  25  =  298, 
und  für  H  wollen  wir  nach  Joule  424  annehmen.  Diese  Zahlen- 
werthe  in  die  Gleichung  (7  b)  eingesetzt,  giebt: 

298  25g  .  10-^«        ..^QQ 
^^-^—424 '45   .10-^3=0-0098. 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  aus  den  obigen  Werthen  des 
Ausdehnungscoefficienten  und  der  Zusammendrückbarkeit  bei  0^ 
und  50^  folgende  Zahlen: 

bei    00        Cp  —  c^  =  0-0005 
„    50«        Cp  —  c^  =  0-0358. 

Wenden  wir  nun  für  Cp,  die  specifische  Wärme  bei  constantem 
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Drucke,  die  von  Kegnault  experimentell  gefundenen  Wertbe  an, 
so  erhalten  wir  für  die  beiden  specifischen  Wärmen  folgende  Paare 
von  Zahlen: 


bei    0« 


250 


500 


[  c,  =  0-1 

l  c,  =  0-1 

/  Cp  =  l-< 

1  c,  =  0-i 


=  1 

•9995 

=  1-0016 
•9918 

c„  =  1-0042 
•9684 


§.  6.    Speeifische  Wärmen  unter  anderen  Umständen. 

In  gleicher  Weise,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  speei- 
fische Wärme  bei  constantem  Volumen  bestimmt  haben,  können 
wir  auch  die  irgend  welchen  anderen  Umständen  entsprechende 
speeifische  Wärme  bestimmen,  indem  wir  ihre  Beziehung  zur 
specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke  aus  der  Gleichung  (4) 
ableiten. 

Wenn  nämlich  die  Umstände,  unter  welchen  die  Erwärmung 
stattfinden  soll,  gegeben  sind,  so  sind  die  beiden  Differentiale  dT 
und  dp  nicht  mehr  von  einander  unabhängig,  sondern  das  eine  ist 
durch  das  andere  mitbestimmt,  und  wir  können  daher  für  dp  das 

Product  -5^  d  T  schreiben,  worin  der  Differentialcoefficient  -J^  eine 
dT  dT 

bestimmte  Function  derjenigen  Veränderlichen  ist,  von  welchen 

der  Zustand  des  Körpers  abhängt    Wenn  man  dieses  Product  in 

(4)  an  die  Stelle  von  dp  setzt,  dann   die  Gleichung  durch  dT 

dividirt,  und  den  dadurch  an  der  linken  Seite  entstehenden  Bruch 

j^,  welcher  die  speeifische  Wärme  unter  den  gegebenen  Umstän- 
den ausdrückt,  mit  C  bezeichnet,  so  kommt: 

(9)  C=C,-T^.^. 

Will  man  die  specifischen  Wärmen  nicht  in  mechanischen  Ein- 
heiten, sondern  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  ausdrücken  und 
für  diesen  Fall  wieder  das  kleine  c  statt  des  grossen  zur  Bezeich- 
nung anwenden,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 
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(9a)  c  =  c,--^-^-^- 

Diese  Gleichung  wollen  wir  beispielsweise  dazu  benutzen,  die- 
jenigen  specifischen  Wärmen  zu  bestimmen,  welche  in  den  beiden 
vorigen  Abschnitten  in  den  Rechnungen  vorkamen,  nämlich  1)  die 
specifische  Wärme  des  flüssigen  Wassers,  wenn  es  mit  Dampf  vom 
Maximum  der  Spannkraft  in  Berührung  ist,  untl  2)  die  specifische 
Wärme  des  Wassers  und  des  Eises  für  den  Fall,  wo  dei;  Druck 
sich  mit  der  Temperatur  so  ändert,  dass  die  dem  Drucke  ent- 
sprechende Schmelztemperatur  immer  gleich  der  gerade  statt- 
findenden Temperatur  ist. 

Im  ersten  Falle  haben  wir  dem  Differentialcoefficienten  -~~ 

dT 

einfach  den  Werth  zu  geben,  welcher  der  Spannungsreihe  des 
Wasserdampfes  entspricht.  Für  die  Temperatur  100<^  wird  dieser 
Werth,  wenn  als  Druckeinheit  ein  Kilogramm  auf  ein  Quadrat- 
meter gut,  durch  die  Zahl  370   dargestellt     Was  den  anderen 

Differentialcoefficienten  ^  anbetrifft,  so  ist  nach  den  Versuchen 

dT 

von  Kopp  der  Ausdehnungscoefficient  des  Wassers  bei  100^  wenn 

man  das  Volumen  des  Wassers  bei  4^^  als  Einheit  nimmt ,  0*00080. 

d  V 
Diese  Zahl  hat  man,  um  den  Werth  von  -^  für  den  Fall  zu  er- 

dT 

halten,  wo  ein  Cubikmeter  als  Volumeneinheit  und  ein  Kilogramm 
als  Gewichtseinheit  gilt,  mit  0-001  zu  multipliciren ,  wodurch  ent- 
steht 0-00000080.  Endlich  ist  noch  die  absolute  Temperatur  T  für 
100<>  gleich  373  und  E^  wie  gewöhnUch,  gleich  424  zu  setzen.  Da^ 
durch  geht  (9a)  über  in: 

373 
424 
=  Cp  —  0-00026. 

Nehmen  wir  nun  für  die  specifiische  Wärme  des  Wassers  bei 
constantem  Drucke  bei  100<^  den  aus  der  Regnault'schen  empiri- 
schen Formel  hervorgehenden  Werth  an,  so  erhalten  wir  für  die 
beiden  zu  vergleichenden  specifischen  Wärmen  folgende  zusammen- 
gehörige Zahlen: 

Cp  =  1-013 
c   —  1-01274. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  diese  beiden  Grössen  so  nahe  gleich  sind, 

Clansins,  in«ch.  W&mietheorie.    I.  X3 


c  =  Cj»  —  7HT  X  0-00000080  X  370 
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dass  es  keinen  Nutzen  gehabt  haben  würde,  die  zwischen  ihnen 
bestehende  Differenz  in  unseren  auf  die  gesättigten  Dämpfe  bezüg- 
lichen Rechnungen  zu  berüd^ichtigen. 

Bei  den  Betrachtungen  über  den  Einfluss  des  Druckes  auf  das 
Gefrieren  der  Flüssigkeiten  verhält  es  sich  insofern  anders,  als  eine 
bedeutende  Aenderung  des  Druckes  den  Gefrierpunkt  nur  sehr 

wenig  ändert,  und  'daher  der  Differentialcoefficient  -^  für  diesen 

Fall  einen  sehr  grossen  Werth  hat  Nimmt  man  beim  Wasser  ge- 
mäss der  im  yorigen  Abschnitte  ausgeführten  Rechnung  an,  dass 
für  eine  Druckzunahme  um  eine  Atmosphäre  der  Gefrierpunkt  um 
0'00733^  C.  sinkt,  so  hat  man  zu  setzen: 

dp  _         10  333 
dT  "~        0-00733' 

und  die  Gleichung  (9a)  geht  daher,  wenn  wir  noch  für  T  die  für 
den  Gefrierpunkt  geltende  Zahl  273  und  für  E  die  Zahl  424  ein- 
setzen, über  in: 

_        ,273    10  333    dpt? 
^  ""  ^'  ■+■  424 * 0-00733  dT 

=  Cp+ 908000^. 

Um  diese  Gleichung  zunächst  auf  flüssiges  Wasser  anzuwen- 
den, nehmen  wir  nach  Kopp  den  Ausdehnungscoeflicienten  des 
Wassers  bei  0®  zu  —  0*000061  an ,  in  Folge  dessen  wir,  unter  An- 
wendung des  Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  des  Cubikmeter 
als  Raumeinheit,  zu  setzen  haben: 

^  =  —  0000000061, 
dT  ' 

und  demnach  aus  der  yorigen  Gleichung  erhalten : 

c  =  Cp  —  0*055. 

Da  nun  Cp  =  1  ist,  so  kommt: 

c  =  0-945. 

Um  femer  die  obige  Gleichung  auf  Eis  anzuwenden,  nehmen 
wir  nach  den  Versuchen  yon  Schumacher,  Pohrt  und  Moritz 
den  linearen  Ausdehnungscoefücienten  des  Eises  zu  0*000051  an, 
woraus  sich  der  cubische  Ausdehnungscoefficient  zu  0*000153  er- 
giebt.  Diese  Zahl  haben  wir,  um  sie  auf  die  erforderlichen  Maass- 
einheiten zureduciren,  mitO'001087,  dem  inCubikmetem  gemesse- 
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nen  Volumen  eines  Kilogramm  Eis,  zu  multipUciren,  wodurch  wir 


erhalten : 


^  =  0-000000166. 
dT 


Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

c  =  Cp  +  0-151. 

Da  nun  nach  Person i)  Cp  =  0-48  zu  setzen  ist,  so  kommt: 

c  =  0-631. 

DieWerthe  0-945  und  0*631  sind  es,  die  im  vorigen  Abschnitte 
bei  der  Rechnung,  durch  welche  die  Abhängigkeit  der  Werkwärme 
des  Schmelzens  von  der  Schmelztemperatur  bestimmt  wurde,  in 
Anwendung  kamen. 


§.  7.    Isentropische  Aenderungen  eines  Körpers. 

Anstatt  die  Art  der  Zustandsänderung  eines  Körpers  durch 
eine  solche  Bedingungsgleichung  zu  bestimmen,  die  eine  oder 
mehrere  der  Grössen  jT,  v  und  p  enthält,  woUen  wir  jetzt  die  Be- 
dingung stellen,  dass  dem  Körper  während  seiner  Veränderung 
keine  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  werde,  was  durch  die 
Gleichung 

dQ  =  0 

ausgedrückt  wird.     Da  in  Folge  dieser  Gleichung  auch  gesetzt 
werden  kann: 

woraus  folgt,  dass  die  Entropie  S  des  Körpers  unverändert  bleibt, 

so  wollen  wir  diese  Art  von  Zustandsänderungen,  wie  schon  früher 

die  darauf  bezüglichen  Druckcurven,  isentropische  nennen,  und  die  "^y-hJ^  ' 

bei  ihrer  Behandlung  gebildeten  Differentialcoefficienten  durch  den  'y  J>a/A'*'^- 

Index  S  charakterisiren.  ' 

Indem  wir  in  der  Gleichung  (3)  dQ  gleich  Null  setzen,  er- 
halten wir: 


0=  adT+  T^dv. 

'       dT 

Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  dt?,  so  ist  der  dadurch  ent- 


')  Camptes  rendus  t  XXX,  p,  526, 

13* 
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dT 
stehende  Differentialcoefficient  3—  ein  solcher,  der  sich  auf  eine 

av 

isentropische   Aenderung   bezieht,   und   es    entsteht    daher   die 
Gleichung : 

^^"^  dv  C,  dl' 

Ebenso  folgt  aas  der  Gleichung  (4): 

^^^•'  dp        TJ;  dT 

Die  Gleichung  (5),  statt  deren  man  auch  (7)  anwenden  kann,  giebt 

zunächst: 

0  =  C'^dv  +  C,§}dp, 

und  hieraus  folgt: 

dpV 

dav__  C^     IT 

dp  Cp    d^  ' 

dT 

welche  Gleichung  sich  mit  Hülfe  von  (1)  und  (2)  in  folgende  um- 
wandeln lässt: 

Wenn  man  hierin  für  Cp  den  in  (7a)  gegebenen  Werth  setzt,  so 
kommt: 

dsv  _  drv         T_ /dpvy 
^^"^^  dp  —  dp  '^  Cp  \dT) 

Schreibt  man  statt  (12),  indem  man  die  reciproken  Werthe 
bildet: 

ru)  dap_Cp_dTp 

^  *^  dv  ~  C,    dv' 

so  kann  man  diese  Gleichung  in  entsprechender  Weise,  wie  (12), 
umformen  und  erhält  dadurch : 

....  dsp  _dTp        T  (d,p\^ 

Diese  hier  bestimmten,  auf  constante  Entropie  bezüglichen 
Diflferentialcoefficienten  zwischen  Volumen  und  Druck  hat  man  bei 
der  Berechnung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in 
Gasen  und  Flüssigkeiten  anzuwenden,  was  für  die  Yollkommenen 
Gase  schon  in  Abschnitt  U.  des  Näheren  besprochen  ist 
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§.  8.    Specielle  Form  der  Hauptgleichungen  für  einen 

gedehnten  Stab. 

Um  nun,  nachdem  wir  bisher  als  äussere  Kraft  immer  einen 
gleichmässigen  Oberflächendruck  vorausgesetzt  haben,  auch  von 
einer  anderen  äusseren  Kraft  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir 
einen  elastischen  Stab  (oder  Faden)  betrachten,  welcher  seiner 
Länge  nach  durch  eine  spannende  Kraft,  z.  B.  durch  ein  ange- 
hängtes Gewicht,  gedehnt  wird,  während  nach  den  Seitenrichtungen 
keine  Kraft  auf  ihn  wirkt.  Statt  einer  den  Stab  in  der  Längen- 
richtung dehnenden  Kraft  kann  auch  eine  ihn  in  der  Längenrich- 
tung zusammendrückende  Kraft  stattfinden,  sofern  der  Stab  da- 
durch nicht  gebogen  wii:d.  Eine  solche  zusammendrückende  Kraft 
behandeki  wir  in  den  Formeln  einfach  als  negative  spannende 
Kraft.  Die  Bedingung,  dass  nach  den  Seitenrichtungen  keine  Kraft 
auf  den  Stab  wirke,  würde  eigentlich  nur  dann  vollständig  erfüllt 
werden,  wenn  der  Stab  dem  Luftdrucke  entzogen  und  also  in  einen 
luftleeren  Baum  gebracht  würde;  wenn  indessen  die  spannende 
Kraft,  welche  nach  der  Längenrichtung  auf  die  Querschnittsfläche 
des  Stabes  wirkt,  gegen  den  auf  eine  ebenso  grosse  Fläche  wirken- 
den Luftdruck  sehr  gross  ist,  so  kann  man  den  letzteren  dagegen 
vernachlässigen.  « 

Die  spannende  Kraft  möge  mit  P  und  die  Länge,  welche  der 
Stab  unter  ihrem  Einflüsse  und  bei  der  Temperatur  T  hat,  mit  l 
bezeichnet  werden.  Die  Länge  des  Stabes  und  überhaupt  sein 
ganzer  Zustand  ist  unter  den  gegebenen  Umständen  durch  die 
Grössen  P  und  T  bestimmt,  und  wir  können  diese  daher  als  unab- 
hängige Veränderliche  wählen. 

Wenn  nun  durch  eine  unendlich  kleine  Aenderung  der 
spannenden  Kraft,  oder  der  Temperatur,  oder  auch  beider,  die 
Länge  l  sich  um  dl  vermehrt,  so  wird  dabei  von  der  spannenden 
Kraft  P  die  Arbeit  P dl  gethan.  Da  wir  aber  in  unseren  Formeln 
nicht  die  von  einer  Kraft  gethane  sondern  die  von  ihr  erlittene 
Arbeit  als  -positiv  rechnen,  so  lautet  die  zur  Bestimmung  der 
äusseren  Arbeit  dienende  Gleichung: 

(16)  dTr=-  PdL 

Betrachten  wir  l  als  Function  von  P  und  T,  so  können  wir  diese 
Gleichung  so  schreiben: 
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dW  — 

-KÄ^'  +  Ir^^; 

woraus  weiter  folgt: 

dW            j,dl 
dP            ^dP 

dW            pdl 
dT           ^dT 

)• 


Indem  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  T  und  die  zweite 

nach  P  differentüren  und  dabei  berücksichtigen,  dass,  da  P  und 

T  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  sind,  der  Differential- 

dP 
coefficient  -^  gleich  Null  zu  setzen  ist,  erhalten  wir : 


$^m\=-p 


dH 


dT\dPJ~  dPdT 

d_  /dW\  __dl_  p    dn 
dP\dT)~       dT       ^dTdP' 

SubtraMren  wir  die  letztere  dieser  Gleichungen  von  der  ersteren 
und  setzen  für  die  dadurch  an  der  linken  Seite  entstehende  Diffe- 
renz das  früher  eingeführte  Zeichen  Dn  ein,  so  kommt: 

(17)  ^-  =  If  • 

Diesen  Werth  von  Bn  wenden  wir  auf  die  Gleichungen  (12), 
(13),  (14)  und  (15)  des  Abschnittes  V.  an,  nachdem  wir  in  den- 
selben P  an  die  Stelle  von  x  gesetzt  haben,  dann  erhalten  wir  die 
auf  unseren  Fall  bezügliche  Form  der  Hauptgleichungen,  nämlich 

^    ^  dT\dP)       dP\dT)~dT 

^^  dT\dP)      dP\dT)~  T'dP' 


(21)  4^(%^  =  T 


dH_ 

dP\dTj~  "  dT* 
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§.  9.    Temperaturänderung  bei  der  Verlängerung  des 

Stabes. 

Die  Gleichung  (20)  lässt  sofort  durch  ihre  Form  eine  eigen- 
thümliche  Beziehung  zwischen  zwei  Vorgängen  erkennen,  nämlich 
zwischen  der  durch  Temperaturänderung  bewirkten  Längenände- 
rung und  der  durch  Längenänderung  bewirkten  Temperaturände- 
rung. Wenn  nämlich,  wie  es  der  Regel  nach  der  Fall  ist,  der  Stab 
bei  constant  bleibender  Spannung  durch  Erwärmung  länger  wird, 

und  somit  -^^  positiv  ist,  so  ist  der  Gleichimg  nach  auch  —^ 

positiv,  woraus  folgt,  dass  der  Stab,  wenn  er  durch_ Vermehrung 
der  spannenden  Kraft  verlängert  wirdj  dabei  Wärme  von  Aussen 
empfangen  müsSj^um  seine  Temperatur  unverändert  beizubehalten, 
und  dass  er  sich  daher,  faUs  ihm  keine  Wärme  zugeführt  wird,  bei 
der  Verlängerung  abkühlt.  Wenn  dagegen,  was  ausnahmsweise 
vorkommen  kanii,*  die  Erwärmung  bei  constanter  Spannung  eine 

Verkürzung  zur  Folge  hat,  und  somit  -=-=^  negativ  ist,  so  ist  der 

dO 

Gleichung  nach  auch  t~  negativ.    In  diesem  Falle  muss  der  Stab 

also  bei  der  durch  vermehrte  Spannung  bewirkten  Verlängerung 
Wärme  nach  Aussen  abgeben,  um  eine  constante  Temperatur  zu 
behalten,  und  wenn  keine  Wärmeabgabe  stattfindet,  muss  er  sich 
bei  der  Verlängerung  erwärmen. 

Die  Grösse  der  betreffenden  Temperaturänderung,  welche  ein- 
tritt, wenn  die  spannende  Kraft  sich  ändert,  ohne  dass  dem  Stabe 
Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  wird,  ergiebt  sich  leicht,  wenn 
man  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  früher  bei  Körpern,  die  unter  einem 
gleichmässigen  Oberflächendruck  stehen,  geschehen  ist,  die  voll- 
ständige Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  Q  bildet.    Der 

Differentialcoefficient  -~^  ist  durch  die  Gleichung  (20)  bestimmt, 

/77  //  7 

in  welcher  wir  statt  -rm  j^tzt  vollständiger  -^  schreiben  wollen. 

Um  den  anderen  Differentialcoefficienteii  -4^  in  einer  für  unseren 

dT 

Zweck  bequemen  Weise  ausdrücken  zu  können,  möge  diejenige 
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specifische  Wärme  des  Stabes,  welche  sich  auf  constante  Spannung 
bezieht,  mit  (7p,  und  das  Gewicht  des  Stabes  mit  M  bezeichnet 
werden.    Dann  ist: 

und  die  vollständige  Differentialgleichung  lautet  daher  T 
(22)  dQ=MCpdT-\-  T^dP. 

Macht  man  nun  die  Voraussetzung,  dass  dem  Stabe  keine 
Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  werde,  so  hat  man  dQ  =  0  zu 
setzen,  und  erhält: 

0  =  MCpdT^T^dP. 

Wenn  man  diese  Gleichung  durch  dP  dividirt,  so  stellt  der  Bruch 
-7-5  denjenigen  Differentialcoefficienten  von  T  nach  P  dar,  bei 

dessen  Bildung  die  Entropie  als  constant  vorausgesetzt  ist,  und  er 

d  T 
ist  daher  vollständiger  -~^  zu  schreiben.     Man  erhält  auf  diese 

Weise  die  Gleichung : 

daT  T     dpi 

(^^^  iP^'^MCpdT' 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  auch  nicht  gerade  in  derselben 
Form,  zuerst  von  W.  Thomson  entwickelt,  und  ihre  Richtigkeit 
ist  durch  Versuche  von  Joule  1)  bestätigt  Besonders  auffällig 
zeigte  sich  die  Uebereinstimmung  der  Beobachtungsresultate  mit 
der  Theorie  in  einer  beim  Kautschuk  vorkommenden  Erscheinung, 
welche  schon  früher  von  Gough  wahrgenommen  war,  und  dann 
von  Joule  ebenfalls  beobachtet  und  durch  genauere  Messungen 
festgestellt  wurde.  So  lange  der  Kautschuk  entweder  gar  nicht, 
oder  nur  durch  eine  geringe  spannende  Kraft  gedehnt  ist,  verhält 
er  sich  in  Bezug  auf  die  durch  Temperaturänderung  bewirkte 
Längenänderung,  wie  die  anderen  Körper,  nämlich  dass  er  sich 
bei  der  Erwärmung  verlängert,  und  bei  der  Abkühlung  verkürzt. 
Wenn  er  aber  durch  eine  grössere  Kraft  gedehnt  ist,  so  zeigt  er 
das  umgekehrte  Verhalten,  dass  er  sich  bei  der  Erwärmung  ver- 
kürzt und  bei  der  Abkühlung  verlängert.    Der  Differentialcoeffi- 


1)  Fhih  Transact  for  the  year  1859, 


Behandlung  homogener  Körper.  201 

cient  -^~  ist  also  im   ersten  Falle  positiv  und  im  s^eiten  Falle 

negativ.  Dementsprechend  zeigt  er  die  Eigenschaft,  dass  er,  so 
lange  die  Dehnung  noch  gering  ist,  durch  Zunahme  der  Dehnung 
sich  abkühlt,  dagegen  bei  starker  Dehnung  durch  Zunahme  der 
Dehnung  sich  erwärmt,  ganz  so  wie  es  die  Gleichung  (23)  ver- 

dsT 
langt,  nach  welcher  der  DifiFerentialcoefficient  -^^  immer  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben  muss,  wie  -t~5- 


§.  10.    Weitere  Folgerungen  aus  den  obigen    Gleichungen. 

Man  kann  die  vollständige  Differentialgleichung  (22)  auch  so 
umformen,  dass  T  und  {  oder  l  und  P  als  unabhängige  Yeränder- 
üche  in  ihr  vorkommen. 

Dazu  möge  zunächst  die  Beziehung  vorausgeschickt  werden, 
in  welcher  die  Differentialcoefficienten  zwischen  den  Grössen  T,  l 
und  P  unter  einander  stehen ,  und  welche  durch  eine  Gleichung 
von  derselben  Form,  wie  (2),  ausgedrückt  wird,  nämlich: 

Um  nun  die  vollständige  Differentialgleichung  zu  bilden, 
welche  T  und  l  als  unabhängige  Veränderliche  enthält,  betrachten 
wir  P  als  Function  von  T  und  l  und  schreiben  demgemäss  (22)  in 
der  Form: 


oder: 


Das  im  letzten  Gliede  stehende  Product  aus  zwei  Differential- 
coefficienten kann  man  gemäss  (24)  durch  einen  einzelnen  Diffe- 
rentialcoefficienten ersetzen,  und  erhält  dadurch: 

dpi  diP\:,^       ^diF 


dl. 


(25)  äQ=.{MCp+T'^.'^dT^T^^ 

Will  man  für  die  specifische  Wärme  bei  constanter  Länge  ein 
besonderes  Zeichen  Ci  einführen,  so  hat  man  den  in  Klammer 
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stehenden  Factor  von  dT  gleich  MCi  zu  setzen,  woraus  sich   er- 
giebt: 

(26)  C7,_(7;.+  jg..^.-^^, 

oder  nach  einer  mit  Hälfe  von  (24)  vorgenommenen  Umformong: 

(27)  c,=  e,_^.VgL. 

dP 
Die  Gleichung  (25)  nimmt  dann  folgende  vereinfachte  Form  an: 

(28)  dQ  =  MCidT--'  ^IT^^' 

Um  die  vollständige  Differentialgleichung  zu  bilden,  welche  l 
und  P  als  unabhängige  Veränderliche  enthält,  betrachten  wir  T 
als  Function  von  l  und  P,  wodurch  die  Gleichung  (22)  sich  so 
gestaltet: 

Wenn  man  hierin  den  Factor  von  dP  folgendermaassen  umändert: 

SO  kann  man  den  in  Klammer  stehenden  Ausdruck  nach  (26)  durch 
MCi  ersetzen  und  erhält  somit: 

(29)  dQ  =  MCp^dl  +  MQ  ^  dP 

Die  Gleichungen  (28)-  und  (29)  wollen  wir  wieder  auf  den 
speciellen  Fall  anwenden,  wo  dem  Stabe  von  Aussen  keine  Wärme 
mitgetheilt  oder  entzogen  wird,  und  somit  dQ  =  0  zu  setzen  ist 
Dann  giebt  die  erstere : 

und  die  letztere  giebt  zunächst : 

diT 

dal__  Ci_   dP^ 
dP~        Cp'dpT' 

dl 

wofür  in  Folge  von  (24)  geschrieben  werden  kann : 
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,«,x  dßl        Ci    drl 

Setzt  man  hierin  noch  für  Ci  seinen  Werth  aus  (27),  so  kommt: 

.  dsl_dTl  T    /dpiy 

^    ^  dp  —  dP       MCp\dT) 

'  dsl 
Die  durch  den  hier  bestimmten  DiflFerentialcoefficienten  -j^r 

aJr 

ausgedrückte  Beziehung  zwischen  Länge  und  spannender  Kraft  ist 

es,  welche  man  bei  der  Berechnung  der  Schallgeschwindigkeit  in 

einem  elastischen  Stabe  in  Anwendung  zu  bringen  hat,  an  Stelle 

der  gewöhnlich   angewandten   durch  den  DifferentialcoefQcienten 

drl 

-Tp  ausgedrückten  Beziehung,  welche  durch  den  Elasticitätscoeffi- 

cienten  bestimmt  wird,  ebenso ,  wie  man  bei  der  Berechnung  der 
Schallgeschwindigkeit  in  luftförmigen  und  flüssigen  Körpern  die 

durch  den  Differentialcoefficienten  -j—  ausgedrückte    Beziehung 

zwischen  Volumen  und  Druck,  statt  der  durch  den  Differential- 

coefticienten   J  •  ausgedrückten  Beziehung,   in   Anwendung   zu 

bringen  hat. 

Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  bei  der  Betrachtung  der 
Schallfortpflanzung,  wo  es  sich  nicht  um  grosse  Werthe  der  Span- 
nung P  handelt,  in  der  Gleichung  (32),  welche  zur  Bestimmung 

des  Differentialcoefficienten  -j^  dient,  an  die  Stelle  der  durch  Cp 

dP 

bezeichneten  speciflschen  Wärme  bei  constanter  Spannung  ohne 
Bedenken  die  in  gewöhnlicher  Weise  unter  dem  Drucke  der  Atmo- 
sphäre gemessene  speciflsche  Wärme  bei  constantem  Drucke  gesetzt 
werden  kann. 


ABSCHNITT  IX. 


Bestimmung  der  Energie  und  Entropie. 

§.  1.    Allgemeine  Gleichungen. 

In  den  früheren  Abschnitten  ist  vielfach  von  der  Energie  und 
der  Entropie  eines  Körpers  die  Rede  gewesen,  als  von  zwei  fiir  die 
Wärmelehre  wichtigen  Grössen,  welche  durch  den  gerade  statt- 
findenden Zustand  des  Körpers  bestimmt  sind,  ohne  dass  man  die 
Art,  wie  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  zu  kennen 
braucht.  Wenn  diese  Grössen  für  einen  Körper  bekannt  sind,  so 
lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  viele  Rechnungen,  welche  sich  auf 
die  Zustandsänderungen  des  Körpers  und  die  dabei  in  Betracht 
kommenden  Wärmemengen  beziehen,  in  sehr  einfacher  Weise  aus- 
führen. Die  Eine  der  beiden  Grössen,  die  Energie,  ist  schon  mehr- 
fach, besonders  von  Kirchhof f^),  zum  Gegenstande  werthvoller 
Untersuchungen  gemacht,  und  es  ist  dabei  auch  die  Art  ihrer  Be- 
stimmung näher  besprochen.  Wir  wollen  hier  die  Energie  und 
Entropie  gemeinsam  behandeln,  und  die  Gleichungen,  welche  zu 
ihrer  Bestimmung  dienen,  zusammenstellen. 

Im  ersten  und  dritten  Abschnitte  sind  folgende  Gleichungen 
als  Hauptgleichungen  aufgestellt,  welche  dort  mit  (IIL)  und  (VL) 
bezeichnet  wurden: 


^)  Ueber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie  und  einige  An- 
wendungen desselben.    Pogg.  Ann.  Bd.  103,  S.  177. 
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(lU.)  dQ  =  dü  +  dW, 

(VI.)  dQ  =  TdS. 

Hierin  bedeuten  U  imd  S  die  Energie  und  Entropie  des  Körpers, 
und  dU  und  diS  die  Veränderungen,  welche  dieselben  bei  einer 
unendlich  kleinen  Zustandsänderung  des  Körpers  erleiden. ,  dQ  ist 
die  Wärmemenge,  welche  der  Körper  bei  der  Zustandsänderung 
aufnimmt,  d  TT  die  dabei  geleistete  äussere  Arbeit  und  T  die  abso- 
lute Temperatur,  bei  welcher  die  Aenderung  geschieht.  Die 
erstere  dieser  beiden  Gleichungen  ist  auf  jede,  in  beliebiger  Weise 
vor  sich  gehende  unendlich  kleine  Zustandsänderung  anwendbar, 
die  letztere  dagegen  darf  nur  auf  solche  Zustandsänderungen  an- 
gewandt werden,  die  in  umkehrbarer  Weise  stattfinden.  Diese 
beiden  Gleichungen  schreiben  wir  nun  in  der  Form: 

(1)  dU=dQ^dW, 

(2)  dS=^, 

um  aus  ihnen  durch  Integration  die  Grössen  U  und  8  zu  be- 
stimmen. 

Dabei  ist  zunächst  ein_Punkt  zu  erwähnen,  der  in  Bezug  auf 
die  Energie  schon  in  §,  8  des  ersten  Abschnittes  besprochen  wurde. 
Man  kann  nämlich  nicht  die  ganze  Energie  eines  Körpers  be- 
stimmen, sondern  nur  den  Zuwachs,  welchen  die  Energie  erfahren 
hat,  während  der  Körper  aus  irgend  einem  als  Anfangszustand 
gewählten  Zustande  in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  übergegangen 
ist,  und  dasselbe  gilt  auch  von  der  Entropie. 

Um  nun  die  Gleichung  (1)  in  Anwendung  zu  bringen ,  denken 
wir  uns,  dass  der  Körper  aus  dem  gegebenen  Anfangszustande,  in 
welchem  wir  die  Energie  mit  Uq  bezeichnen,  auf  irgend  einem  für 
unsere  Betrachtung  bequemen  Wege  und  in  irgend  einer  (umkehr- 
baren oder  nicht  umkehrbaren)  Weise  in  seinen  gegenwärtigen 
Zustand  gebracht  werde,  und  für  den  Verlauf  dieser  Zustands- 
änderung denken  wir  uns  die  Integration  ausgeführt.  Das  Integral 
von  dU  stellt  sich  einfach  durch  die  Differenz  U —  Di  dar.  Die 
Integrale  von  dQ  und  dW^  d.  h.  die  ganze  Wärmemenge,  welche 
der  Körper  während  der  Zustandsänderung  aufgenommen,  und  die 
ganze  äussere  Arbeit,  welche  er  dabei  geleistet  hat,  wollen  wir  mit 
Q  und  W  bezeichnen.    Dann  erhalten  wir  die  Gleichung : 

(3)  U^Uo  +  Q-W. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  für  irgend  eine  Art  des  Ueberganges 
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aus  einem  gegebenen  Anfangszustande  des  Körpers  in  seinen  gegen- 
wärtigen Zustand  die  dabei  aufgenommene  Wärme  und  geleistete 
äussere  Arbeit  bestimmen  können,  wir  dadurch  auch  die  Energie 
des  Körpers  bis  auf  eine  auf  den  Anfangszustand  bezügliche  Con- 
stante  kennen  lernen. 

Um  ferner  die  Gleichung  (2)  anzuwenden,  denken  wir  uns, 
dass  der  Körper  aus  dem  gegebenen  Anfangszustande,  in  welchem 
wir  die  Entropie  mit  Sq  bezeichnen,  wiederum  auf  einem  beliebig 
gewählten  Wege,  aber  in  umkehrbarer  Weise  in  seinen  gegen- 
wärtigen Zustand  gebracht  werde,  und  für  diese  Zustandsänderung 
denken  wir  uns  die  Gleichung  integrirt.  Das  Integral  von  dS 
stellt  sich  wieder  durch  die  Differenz  S^  So  dar,  und,  indem  wir 
das  andere  Integral  nur  andeuten,  erhalten  wir  die  Gleichung: 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  fiir  einen  in  umkehrbarer  Weise 
aber  auf  beliebigem  Wege  geschehenen  Uebergang  des  Körpers 
aus  einem  gegebenen  Anfangszustande  in  seinen  gegenwärtigen 

Zustand  das  Integral    /  -^  bestimmen  können ,  wir  dadurch  den 

Werth  der  Entropie  bis  auf  eine  auf  den  Anfangszustand  bezüg- 
liche Gonstante  erhalten. 


§.  2.     Differentialgleichungen  für  den  Fall,  wo  nur  um- 
kehrbare Veränderungen  vorkommen,  und  der  Zustand 
des  Körpers  durch  zwei  unabhängige  Veränderliche 
I  bestimmt  wird. 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (III.)  und  (VI.)  beide  auf  eine  und 
dieselbe,  in  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehende  unendlich  kleine 
Zustandsänderung   eines  Körpers  anwenden,   so  ist  das  Wärme- 
element dQ  in  beiden  Gleichungen  dasselbe,  und  wir  können  es 
I  daher  aus  den  Gleichungen  eliminiren,  wodurch  wir  erhalten: 

(5)  TdS  =  dü  +  dm 

I  Nun  wollen  wir  annehmen,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch 

j  irgend  zwei  Veränderliche  bestimmt,  welche  wir,  wie  in  Abschnitt  V., 

vorläufig  allgemein  mit  x  und  y  bezeichnen,  indem  wir  uns  vor- 
behalten, später  bestimmte  Grössen,  wie  z.  B.  Temperatur,  Volumen 
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und  Druck  dafür  einzusetzen.  Wenn  der  Zustand  des  Körpers 
durch  die  Veränderlichen  x  und  y  bestimmt  wird,  so  müssen  sich 
alle  Grössen,  welche  durch  den  augenblicklich  stattfindenden  Zu- 
stand des  Körpers  bestinmit  sind,  ohne  dass  man  die  Art,  wie  der 
Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  zu  kennen  braucht,  durch 
Functionen  dieser  Veränderlichen  darstellen  lassen ,  in  denen  die 
Veränderlichen  als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden 
können.  Demnach  sind  auch  die  Entropie  S  und  die  Energie  U 
als  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  anzu- 
sehen. Die  äussere  Arbeit  W  dagegen  verhält  sich  in  dieser  Be- 
ziehung, wie  schon  mehrfach  besprochen  wurde,  wesentlich  anders. 
Die  Bifferentialcoefficienten  von  W  können  zwar,  sofern  es  sich 
nur  um  umkehrbare  Veränderungen  handelt,  als  bestimmte  Func- 
tionen von  X  und  y  betrachtet  werden ,  W  selbst  aber  lässt  sich 
nicht  durch  eine  solche  Function  darstellen,  sondern  kann  erst 
dann  bestimmt  werden,  wenn  nicht  nur  der  Anfangs-  und  End- 
zustand des  Körpers,  sondern  auch  der  Weg,  auf  welchem  der 
Körper  aus  dem  einen  in  den  anderen  gelangte,  gegeben  ist. 
Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  (5)  setzt: 

ATT  ^^  A         I      ^^A 

SO  geht  sie  über  in: 

Da  diese  Gleichung  für  beliebige  Werthe  der  Differentiale  dx  und 
dy  richtig  sein  muss,  also  unter  anderen  auch  für  die  Fälle,  wo 
das  eine  oder  das  andere  der  Differentiale  gleich  Null  gesetzt  wird, 
so  zerfallt  sie  sofort  in  folgende  zwei  Gleichungen : 


(6) 


r^dS      dU  ,   dW 
^1^  =  1^-^11^ 

j.d8^  dU   .   dW 
dy        dy  ~^  dy' 


*Au8  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  zweite  Differentiation 
eine  der  Grössen  S  oder  U  eliminiren. 
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Wir  wollen  zuerst  die  Grösse  ü"eliminiren,  weil  die  dadurch 
entstellende  Gleichung  die  einfachere  ist. 

Wir  diflferentiiren  dazu  die  erste  der  Gleichungen  (6)  nach  y 

und  die  zweite  nach  x.    Dabei  wollen  wir  die  Differentialcoefficienten 

zweiter  Ordnung  von  S  und  U  ganz  so,  wie  gewöhnlich,  schreiben. 

dW         dW 
Die  Differentialcoefficienten  von  -^ —  und  -j —  dagegen  wollen  wir, 

wie  es  schon  in  Abschnitt  V.  geschehen  ist,  um  äusserUch  anzu- 
deuten, dass  es   nicht  Differentialcoefficienten  zweiter  Ordnung 

einer  Function  von  x  und  y  sind,  so  schreiben:   ^  l-^ —  j  und 

d  /dW\ 

-T-  ( -j—  j.  Endlich  ist  noch  zu  beachten,  dass  die  in  den  Glei- 
chungen vorkommende  Grösse  T,  nämlich  die  absolute  Temperatur 
des  Körpers,  von  welcher  wir  in  dieser  Entwickelung  annehmen, 
dass  sie  in  allen  Theilen  des  Körpers  gleich  sei,  ebenfalls  als  Func- 
tion von  X  und  y  anzusehen  ist    Wir  erhalten  also: 

^  dS  ^  d^S  _dW  .  d  (dW\ 
dy  dx  '  dxdy  dxdy  "^  dy\dx  ) 
d£  dS^,  rjr  d^S  ^  d^U  ,  d  /dW\ 
dx    dy    '       dyda       dydx  '^  dx\  dy  J 

Wenn  wir  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abziehen, 
und  dabei  bedenken,  dass 

d^S  d^S        .  d^U         dW 

=  T — T-  und 


dxdy       dydx         dxdy       dydx 
ist,  so  erhalten  wir: 

dT  dS       dT  dS         d  /dW\        d  /dW\ 
dy    dx        dx    dy        dy  \  dx  J       dx\  dy  /' 

Die  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Differenz  haben  wir 
in  Abschnitt  V.  die  auf  xy  hemgliche  Arheitsdifferene  genannt,  und 
mit  Dxf  bezeichnet,  so  dass  zu  setzen  ist: 

Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

f8)  ^.^_^.^  — D 

^  dy'  dx        dx'  dy  '•'* 

Dieses  ist  die  aus  der  Gleichung  (5)  hervorgehende,  zur  Bestimmung 
von  jS  dienende  Differentialgleichung. 
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Um  femer  aus  den  beiden  Gleichungen  (6)  die  Grösse  S  zu 
eliminiren,  schreiben  wir  sie  in  folgender  Form: 

dx  ~   T'  dx'^   T'  dx 

dS__l_  du'   ,    J_    dW_ 
dy  ~~  T'  dy  '^  T'  dy  ' 

Von  diesen  Gleichungen  differentüren  wir  wieder  die  erste  nach  y 
und  die  zweite  nach  ar,  wodurch  kommt: 

dxdy~  T'dxdy       T^'  dy  '  dx  '^  dy\T  '  dx  ) 
d^S  _  1      d^U  _  J_  dT  dU  ,_d^/l^   dW\ 

dydx~~  T  'dydx       T^'  dx'  dy  '^  dx\T  '  dy  )' 
Subtrahirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  und 
bringt  in  der  dadurch  entstehenden  Gleichung  die  Glieder,  welche 
U  enthalten ,  auf  die  linke  Seite ,  und  multiplicirt  dann  noch  die 
ganze  Gleichung  mit  T^,  so  kommt: 

IZ!.^  — ^.^=  y.  r^  /l     dW\         d  /  1     dWV\ 
dy    dx         dx    dy  \dy\T      dx  /        dx\T     dy  J\ 

Für  die  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Grösse  wollen 
wir  ebenfalls  ein  besonderes  Zeichen  einfuhren,  indem  wir  setzen: 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  zwischen  D^p  und  ^^cy  folgende  Be- 
ziehung stattfindet: 
nA^  A  rn         ^^   dW    ,dT   dW 

Hf&ch  Eiiufuhrang  dieses  Zeichens  lautet  die  obige  Gleichung: 

dT  dU       dT  dU 
dy    dx        dx    dy 

Dieses  ist  die  aus  der  Gleichung  (5)  hervorgehende,  zur  Bestim- 
mung von  U  dienende  Diiferentialgleichung. 


ni)  -JZ'^  -  -JZ"^  =  ^^r 


§.  3.     Einführung  der  Temperatur  als  eine  der  unab- 
hängigen Veränderlichen. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  nehmen  eine  besonders  einfache 
lestalt  an,  wenn  man  darin  als  eine  der  unabhängigen  Veränder- 
ichen  die  Temperatur  T  wählt.    Setzt  man  T^=y,  so  folgt  daraus: 

Ci^nsiat,  mech.  Wftrmetheorie.  I.  14 
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dy  dx 

Man  erhält  daher  aus  (10)  folgende,  die  Beziehung  zwischen  2),f 
und  ^xT  ausdrückende  Gleichung: 

(12)  '  --  '^^ 


J,r=  TD 


'xT 


xT 


dx 


und  die  Gleichungen  (8)  und  (11)  gehen  über  in: 

IdS 


(13) 


dx 

d£ 
dx 


=  D 


xT 


=  /J 


xT' 


Hierdurch  sind  die  auf  x  bezüglichen  DiflFerentialcoefficienten 
der  beiden  Functionen  S  und  ü  bestimmt.  Für  die  auf  T  bezüg- 
lichen Differentialcoefficienten  wollen  wir  die  Ausdrücke  beibehalten, 
welche  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Zustand  des  Körpers 
durch  die  Veränderlichen  T  und  x  bestimmt  wird,  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  (2)  und  (1)  ergeben,  nämlich: 

(dS_J__  d£ 
dT~  T    dT     • 

dü_dQ        dW 
dT~^ 


(14) 


dT        dT 

Durch  Anwendung    der  Gleichungen    (13)   und    (14)    kann  man 
folgende  vollständige  Differentialgleichungen  bilden: 


(15) 


dS=^-^dT+D,rdx 
dU=[^-  i^yT+d,rdx. 


Da  die  Grössen  S  und  TJ  sich  durch  Functionen  von  T  und  x 
darstellen  lassen  müssen,  in  welchen  die  beiden  Veränderlichen  T 
und  X  als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden  können ,  so 
muss  für  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  bekannte  Be- 
dingungsgleichung der  Integrabilität  gelten.  Für  die  erste  Gleichung 
lautet  diese: 

dx\T'  ~~ 


dT) 


dT 


oder  anders  gesclirieben : 


(16) 


dx\dT)~       dT  ' 
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welches  die  Gleichung  (15)  des  Abschnittes  V.  ist.    Für  die  zweite 
Gleichung  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

^^  dx\dTh      dx\dT  )~inr' 

welche  Gleichung  leicht  auf  die  vorige  zurückgeführt  werden  kann. 

Nach  (12)  ist  nämlich: 

dW 

Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  T,  so  kommt: 

d^^T  _  rpdPxT    ,    n  ^  (^^\ 

TT  -  ^  "dT  +  ^'^  ""  dT\d^y 

Bedenkt  man  nun,  dass: 

j.     _   d  (dW\        d  fdW\ 
^'^—  dT\dx  )       dx\dTr 

so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 


d^rT  _   rrdP.T  _  J^  f  dW\ 

dT  —^    dT        dx\dTJ 


Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von    ^Z,^  in  die  Gleichung  (17) 

gelangt  man  wieder  zu  der  Gleichung  (16). 

Um  nun  durch  Integration  der  Gleichungen  (15)  die  Grössen 
8  und  ü  selbst  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  wieder,  dass  der 
Körper  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande,  in  welchem  die 
Grössen  jT,  x,  S  und  U  die  Werthe  Tq  ,  Xq^  Sq  und  Uq  haben ,  auf 
irgend  einem  Wege  in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  gebracht 
werde,  und  für  den  Verlauf  dieser  Zustandsänderung  führen  wir 
die  Integration  aus. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an ,  der  Körper  werde  zuerst  von 
der  Temperatur  Tq  bis  zur  Temperatur  T  erwärmt ,  während  die 
andere  Veränderliche  ihren  anfanglichen  Werth  Xq  behält,  und  bei 
der  Temperatur  T  gehe  'dann  die  andere  Veränderhche  vom  An- 
iangswerthe  Xq  zu  dem  Werthe  x  über,  so  erhalten  wir: 

T 


(18) 


fo  Xo 


In  beiden  Gleichungen  ist  das  erste  Integral  an  der  rechten  Seite 

14* 
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eine  blosse  Function  von  T,  während  das  zweite  Integral  eine  Func- 
tion von  T  und  x  ist. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  es  finde  zuerst  beim  Anfangswerthe 
von  T  die  Veränderung  von  x  und  dann  beim  Endwerthe  von  x 
die  Veränderung  von  T  statt,  so  erhalten  wir: 

T 

(S=So   +   /(D,T)T^ndx+    fjL^.'^dT 


(19) 


+  f(D.T)T^Todx+f^M 

X  T 


in  welchen  beiden  Gleichungen  das  erste  Integral  an  der  rechten 
Seite  eine  blosse  Function  von  x  und  das  zweite  eine  Function 
von  T  und  x  ist. 

Statt  dieser  beiden  beispielsweise  angeführten  Wege  kann  man 
dem  Obigen  nach  auch  einen  beliebigen  anderen  Weg  des  Ueber- 
ganges  wählen,  auf  welchem  die  Verändeiningen  von  Tundx  irgend 
wie  wechseln  oder  auch  nach  irgend  einem  Gesetze  beide  gleich- 
zeitig stattfinden,  und  man  wird  natürlich  in  jedem  besonderen 
Falle  denjenigen  Weg  wählen,  für  welchen  die  zur  Ausführung  der 
Rechnung  erforderlichen  Data  am  besten  bekannt  sind. 


§.  4.  Specialisirung  der  Differentialgleichungen  durch 
Annahme  eines  gleichmässigen  Oberflächendruckes  als 

einzige  äussere  Kraft. 

Wird  als  äussere  Kraft  nur  ein  gleichmässiger  und  normaler 
Oberflächendruck  angenommen,  so  dass  zu  setzen  ist: 

dW  =  pdv^ 
und  daher: 

dW  _     dv       AdW_     dv 

dx       ^  dx  dy  dy'^ 

so  nehmen  die  Ausdrücke  von  D^y  und  d^y  besondere  Formen  an, 
von  denen  die  für  D,y  geltende  schon  im  Abschnitt  V.  angeführt 
wurde.    Man  erhält  zunächst: 

dv\ 

dy) 

"  \dy\T   dx)       dx\T'dy)\ 


^-=|^(^£)-Ä(^'^^ 
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In  der  letzteren  dieser  Gleichungen  wollen  wir  zur  Abkürzung 
setzen: 

(20)  Ä  =  ^, 
wodurch  sie  übergeht  in; 

Führt  man  nun  in  diesen  Gleichungen  die  Differentiation  der  Pro- 

ducte  aus,  und  bedenkt  dabei,  dass  -^ — r-  =  -i — 7-  ist,   so  erhält 

dxay       dydx 

man: 

(21)  i)^^  =  ^ßj._M.^^ 
^  ^       dy   dx       dx    dy 

(22)  ^,,=  TW^.f^-^.^V 
^  '  '     \dy  dz        dx  dyj 

Wird  als  eine  der  unabhängigen  VeränderUchen  die  Tempe- 
ratur T  gewählt,  während  die  andere  x  bleibt,  so  lauten  die  Aus- 
drücke: 
(tVi  n     _dp    dv        dp   dv 

(24)  j^,_T^\--.—  _  ^-^j, 

oder  auch,  wenn  man  für  n  wieder  seinen  Werth  -~r  setzt: 

(24a)  J^r  =  T{^.^  -  £.^j-p^. 

Hierdurch    gestalten  sich   die   Gleichungen    (15)    folgender- 
maassen: 

oder  anders  geschrieben: 

Wird  nun  weiter  als  zweite  bis  jetzt  unbestimmt  gelassene 
Veränderliche  das  Volumen  v  gewählt,  und  somit  x  =  v  gesetzt, 
80  hat  man : 
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und  die  vorigen  Gleichungen  gehen  dadurch  über  in: 

dS 


(27) 


Wird  als  zweite  unabhängige  Veränderliche  neben  T  der  Druck  p 
gewählt,  und  somit  o;  =  |>  gesetzt,  so  ist: 


und  es  kommt  somit : 


(28) 


g  =  lund||  =  0, 


äT  -  l^ä. 


§.  5.    Anwendung  der  vorigen  Gleichungen  auf  homogene 
Körper  und  speciell  auf  vollkommene  Gase. 

Bei  homogenen  Körpern,  auf  welche  als  äussere  Kraft  nur 
ein  gleichmässiger  und  normaler  Obertiächendruck  wirkt,  pflegt 
man,  wie  es  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  geschehen  ist, 
zwei  der  Grössen  T,  v  und  p  als  unabhängige  Veränderliche  za 

wählen,  und  der  Differentialcoefficient  ^^  nimmt  die  schon  mehr- 

dT 

fach  erwähnte  einfache  Bedeutung  an.    Wenn  nämlich  T  und  r 

die  unabhängigen  VeränderUchen  sind,  so  bedeutet  ^,  falls  das 

Gewicht  des  Körperseine  Gewichtseinheit  ist,  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Volumen,  und  wenn  T  und  p  die  unabhängigen 

Veränderlichen  sind,  so  bedeutet  -r^  für  denselben  Fall  die  speci- 
fische Wärme  bei  constantem  Drucke.  Die  Gleichungen  (27)  und 
(28)  gehen  daher  über  in: 


(29) 


dS^^dT^^dv 
du  =  C^dT -\- [t^ 


Ädv 


r 


(30) 
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dv 
dT 

dv 
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dS 


^dT 


dp 


du 


dv 


dv 


=  (c;,_^U)dT-(rjJ  +  p^^^ 


\dp. 


Wollen  wir  diese  Gleichungen  auf  ein  vollkommenes  Gas  an- 
wenden, so  kommt  die  bekannte  Gleichung: 

pv  =  RT 

zur  Geltung.     Aus  dieser  folgt,  wenn  T  und  v  als  unabhängige 
Veränderliche  gewählt  werden : 

dp  _R^ 

'~   V  ' 


dT 


(31) 


dS=  C^  -f  R 


und  die  Gleichungen  (29)  gehen  daher  über  in: 

il^  R^ 

T    ^  ^  V 

dü=  C,dT. 

Da  in  diesem  Falle  C,  als  constant  zu  betrachten  ist,  so  lassen 
sich  diese  Gleichungen  sofort  integriren  und  geben: 

S  =  So+CJog^-\-Rlog^ 

Wählt  man  T  nnd  p  als  unabhängige  Veränderliche,  so  hat  man 
zu  setzeü: 


(32) 


dv        R       ^  dv 
T-=  =  —  und  -=-  = 
dT        f)  dp 


RT 


(33) 


dS 


C>-^  —  R 


p  ap  p^  . 

Demnach  gehen  die  Gleichungen  (30)  über  in: 

dp 

y 

\dU=(Cj,  —  R)dT, 
woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 

S  =So+  C,log^-Rlog^ 

D^=üo  +  (Cp-i?)(T-To). 

Die  Integration  der  allgemeineren  Gleichungen  (29)  und  (30) 
lässt  sich  natürlich  erst  dann  ausführen,  wenn  in  (29)  p  und  C^  als 
Functionen  von  T  und  v  und  in  (30)  v  und  Cp  als  Functionen  von 
T  und  p  bekannt  sind. 


(34) 
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§.  6.      Anwendung   der  Gleichungen    auf  einen  Körper, 
welcher  sich  in  z.wei  verschiedenen  Aggregatzuständen 

befindet. 


Als  weiteren  speciellen  Fall  wollen  wir  noch  den  zur  Betrach- 
tung auswählen ,  auf  welchön  sich  die  Abschnitte  VI.  und  VII.  be- 
ziehen, nämlich  den  Fall,  wo  der  betrachtete  Körper  sich  theils  in 
einem,  theils  in  einem  anderen  Aggregatzustande  befindet,  und  wo 
die  Aenderung,  welche  der  Körper  bei  constanter  Temperatur  er- 
leiden kann,  darin  besteht,  dass  die  Grössen  der  in  den  beiden 
Aggregatzuständen  befindUchen  Theile  sich  ändern,  womit  eine 
Veränderung  des  Volumens,  aber  keine  Veränderung  des  Druckes 
verbunden  ist.  Da  in  diesem  Falle  der  Druck  p  nur  von  der 
Temperatur  abhängt,  so  haben  wir  zu  setzen: 

dx  ~  "' 
wodurch  die  Gleichungen  (25)  und  (26a)  in  folgende  übergehen: 

as  =  ^.%dT  +  %-^^dx 

T   dT         '   dT  dx 


(35) 


V'^-(^Ä-^iiy^+{^'^T-^)%^'- 


Bezeichnen  wir  nun,  wie  es  in  den  Abschnitten  VI.  und  VIL 
geschehen  ist,  das  Gewicht  der  ganzen  Masse  mit  M  und  das  Ge- 
wicht des  Theiles,  welcher  sich  im  zweiten  Aggregatzustande  be- 
findet, mit  m,  und  nehmen  m  statt  x  als  zweite  unabhängige  Ver- 
änderUche,  so  gilt  die  in  Abschnitt  VI.  unter  (6)  gegebene 
Gleichung; 

dv 
am 
wofür  wir  nach  Gleichung  (12)  desselben  Abschnittes  auch  setzen 
können: 

dv  Q 

dm~  rpdp 
dT 
Dadurch  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in: 
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(36) 


dU=  {^—p^]dT4-  ofl ^\dm.  , 


\  dT/ 


Für  die  Integration  dieser  Gleichungen  diene  als  Ausgangs- 
punkt derjenige  Zustand,  wo  die  ganze  Masse  M  sich  im  ersten 
Aggregatzustande  befindet,  die  Temperatur  Tq  hat  und  unter  dem- 
jenigen Drucke  steht,  welcher  dieser  Temperatur  entspricht.  Den 
üebergang  von  diesem  Zustande  zu  dem  gegenwärtigen,  wo  die 
Temperatur  T  ist,  und  wo  von  der  Masse  M  der  Theil  m  sich  im 
zweiten  und  der  Theil  M —  m  im  ersten  Aggregatzustande  befindet, 
denke  man  sich  auf  folgendem  Wege  bewirkt.  Zuerst  werde  die 
Masse,  während  sie  immer  ganz  im  ersten  Aggregatzustande  bleibt, 
von  der  Temperatur  Tq  bis  zur  Temperatur  T  erwärmt,  und  der 
Druck  ändere  sich  dabei  in  der  Weise ,  dass  er  inrnier  der  gerade 
stattfindenden  Temperatur  entspreche.  Dann  gehe  bei  der  Tem- 
peratur T  der  Theil  m  der  Masse  aus  dem  ersten  in  den  zweiten 
Aggregatzustand  über.  Für  diese  beiden  nach  einander  statt- 
findenden Veränderungen  möge  die  Integration  ausgeführt  werden. 

Während  der  ersten  Veränderung  ist  dm  =  0,  und  es  ist  also 
nur  das  erste  Glied  an  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichungen 

zu  integriren.    Darin  hat  -=—  den  Werth  MC^  wenn  C  die  speci- 

fische  Wärme  des  Körpers  im  ersten  Aggregatzustande  bedeutet, 
und  zwar  die  specifische  Wärme  für  den  Fall,  wo  bei  der  Erwär- 
mung der  Druck  sich  in  der  oben  erwähnten  Weise  ändert.  Von 
dieser  specifischen  Wärme  ist  schon  mehrfach  die  Rede  gewesen 
und  nach  den  im  §.  6  des  vorigen  Abschnittes  ausgeführten  Be- 
stimmungen kann  sie  für  den  Fall,  wo  der  erste  Aggregatzuständ 
der  feste  oder  flüssige  und  der  zweite  der  luftfÖrmige  ist,  in  nume- 
rischen Rechnungen  ohne  Bedenken  der  specifischen  Wärme  bei 
constantem  Drucke  gleich  gesetzt  werden.  Nur  bei  sehr  hohen 
Temperaturen,  bei  denen  das  Wachsen  der  Dampfspannung  mit 
der  Temperatur  sehr  schnell  stattfindet,  kann  der  Unterschied 
zwischen  der  specifischen  Wärme  C  und  der  specifischen  Wärme 
bei  constantem  Drucke  so  erheblich  werden,  dass  er  berücksichtigt 
werden  muss.  Femer  hat  während  der  ersten  Veränderung  das 
mit  V  bezeichnete  Volumen  den  Werth  Jff  <J,  worin  6  das  specifische 
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Volumen  des  Stoffes  im  ersten  Aggregatzustande  bedeutet.  Wäh- 
rend der  zweiten  Veränderung  ist  dT  =  0,  und  es  ist  daher  nur 
das  zweite  Glied  an  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichungen  zu 
integriren.  Diese  Integration  lässt  sich  in  beiden  Gleichungen  so- 
fort ausführen,  da  die  Factoren,  mit  denen  das  Differential  dm 
multiplicirt  ist,  von  m  unabhängig  sind ,  und  daher  nur  dm  selbst 
integrirt  zu  werden  braucht,  wodurch  m  entsteht.  Es  kommt 
somit: 

T  "^ 


(37) 


S  =  So  ^M  f^dT-^ 


T 


!7=tr.  +  M/(c-,||,>r+»,A-^\. 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  m  =  o  oder  wi  =  Jlf,  so  er- 
hält man  die  Entropie  und  Energie  für  die  beiden  Fälle,  wo  die 
Masse  sich  entweder  ganz  im  ersten  oder  ganz  im  zweiten  Aggregat- 
zustande befindet,  und  dabei  die  Temperatur  T  hat,  und  unter  dem 
dieser  Temperatur  entsprechenden  Drucke  steht.  Ist  z.  B.  der 
erste  Aggregatzustand  der  flüssige  und  der  zweite  der  luftfbrmige, 
so  beziehen  sich  die  Ausdrücke,  wenn  in  ihnen  w  =  o  gesetzt 
wird,  auf  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  T  und  unter  einem 
Drucke,  welcher  gleich  dem  Maximum  der  Spannkraft  des  Dampfes 
für  diese  Temperatur  ist,  und  wenn  m  =  M  gesetzt  wird,  auf  ge- 
sättigten Dampf  von  der  Temperatur  T, 


§.  7.    Verhalten  der  Grössen  D^y  und  Jxr 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wird  es  zweckmässig  sein, 
die  Aufmerksamkeit  noch  auf  die  Grössen  Dxy  und  /Ijcy  zu  lenken, 
welche  gemäss  den  Gleichungen  (7)  und  (9)  folgende  Bedeutungen 
haben: 

'^       dy\dx)       dx\dy  ) 

Diese  beiden  Grössen  sind  Functionen  von  x  und  y.    Wählt  man 
zur  Bestimmung  des  Zustandes  des  Körpers  statt  der  Veränder- 


(38) 
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liehen  x  und  y  irgend  zwei  andere  Veränderliche,  welche  |  und  ij 
heissen  mögen,  und  bildet  mit  diesen  die  entsprechenden  Grössen 
l>l,j  und  ^(^  nämlich: 

yj     _  d  /dW\        d  fdW\ 

.  rpAd  /\    dW\        d  /l     dWw 

so  sind  diese  Grössen  natürlich  Functionen  von  |  und  iy,  ebenso 
wie  die  vorigen  Grössen  Functionen  von  x  und  y.  Vergleicht  man 
nun  aber  einen  dieser  beiden  letzten  Ausdrücke,  z.  B.  denjenigen 
von  Z){^  mit  dem  Ausdrucke  der  entsprechenden  Grösse  D^y,  so 
findet  man ,  dass  sie  nicht  bloss  zwei  auf  verschiedene  Veränder- 
liche bezogene  Ausdrücke  einer  und  derselben  Grösse  sind,  sondern 
dass  sie  wirklich  verschiedene  Grössen  darstellen.  Aus  diesem 
Grunde  habe  ich  Dxy  nicht  kurzweg  die  ArbeitsdiflFerenz,  sondern 
die  auf  xy  bezügliche  Arbeitsdiiferenz  genannt,  wodurch  sie  sofort 
von  2?|^p  nämlich  von  der  auf  ^r^  bezüglichen  Arbeitsdifferenz, 
unterschieden  wird.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  J^y  und  -i/|,j, 
welche  gleichfalls  als  zwei  verschiedene  Grössen  anzusehen  sind. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  Dxy  und  D^^ 
besteht,  findet  man  folgendermaassen.  Die  Differentialcoefficienten, 
welche  in  dem  in  (38)  gegebenen  Ausdrucke  von  D^^^  vorkommen, 
können  in  der  Weise  abgeleitet  werden,  dass  man  zuerst  die 
Differentialcoefficienten  nach  den  Veränderlichen  x  und  y  bildet, 
und  dann  jede  dieser  beiden  Veränderlichen  als  eine  Function  von 
£  und  17  behandelt.    Auf  diese  Art  erhält  man : 

dW_dW  dx   ,    dW  dy 
d^  ~  dx  *d|  "+■  dy  'd^ 

dW       dW  dx   ,    dW  dy 
drj         dx    drj        dy    dri 

Von  diesen  beiden  Ausdrücken  soll  der  erste  nach  ri  und  der  zweite 
nach  I  differentiirt  werden,  wodurch  man  unter  Anwendung  des- 
selben Verfahrens  erhalt: 
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d_/dW\ 
dv\di  ) 


+ 
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A-  (—\  ^  ^   \   A.  /^J^V—  ^ 
dx  \dx  /  d|   diy    '   dy  \dx  )  d|   dii\ 

dW    d^x     ,     d^  /dW\  dx  dy 
dx    d^dri  ^  dx\dy  J  dri  d^ 


d_  /dW\  dy  dy    .   dW    dy 
dy\dy)d\   d?y    '     dy    d^dr^ 


d  (dW 
di\dri 


)= 


+ 


d   {dW\  dx  dx 
dx  \dx  J  d|   dri 

,    dW    d^x      .    jÄ 

'     dx   d^drj        dx\dy  )  d%   dri 

.     d  /dW\  dy  dy    .    dW    d^y 
"^  dy\dy  J'd^'dri    '     dy  ' d^dri 


d  /dW 
dy  \dx 

dW\  dx  dy 


\  dx  dy 
J'd^'dl 


(dW\ 
\dy  ) 


Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abzieht, 
so  heben  sich  an  der  rechten  Seite  die  meisten  Glieder  auf,  und 
es  bleiben  nur  vier  Glieder  übrig,  welche  sich  in  der  folgenden 
Weise  in  ein  Product  aus  zwei  zweigUedrigen  Ausdrücken  zu- 
sammenziehen lassen: 

A.  ß^\  __  Al  (^\  _(dx  dy^  _dx  dy\  V^  (dW\ 
d7i\d^  )       di\dri  J  —  Kdfdn       dndU\dy\dx) 


_   d_/ 
dx  \ 


dy  )\ 


Der  in  dieser  Gleichung  an  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck 
ist  i)|,y,  und  der  an  der  rechten  Seite  in  der  eckigen  Klammer 
stehende  Ausdruck  ist  Dr„.    Man  erhält  also  schliesslich: 


'xy 


(39) 


^.=(: 


^dx  dy 

dl'd^ 


dx  dy 
dri  d^ 


)  ^XK 


Auf  gleiche  Art  findet  man  auch: 


(39  a) 


^f 


/dx  dy 


(: 


dx  dy\   . 

dTn'dl)'^'^' 


<d|   dfi 

Wenn  man  nur  Eine  der  Veränderlichen  durch  eine  neue  er- 
setzt, wenn  man  z.  B.  die  VeränderUche  x  beibehält,  während  man 
statt  y  die  neue  VeränderUche  r^  einführt,  so  hat  man  in  den  hei- 
da?   -        -,  dx 

dri 
zu  setzen,  wodurch  sie  übergehen  in: 


den  vorigen  Gleichungen  rc  =  |,  und  somit  -^  =  1  und  ^  =  0 


(40) 


-Dx,  = 
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Will  man  zwar  die  ursprünglichen  Veränderlichen  beibehalten, 
aber  ihre  Reihenfolge  ändern,  so  nehmen  dadurch  die  in  Bede 
stehenden  Grössen ,  wie  man  sofort  aus  dem  blossen  Anblicke 
der  Ausdrücke  (7)  und  (9)  erkennt,  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen an,  also: 
(41)  Dya:  =  — --Dxy  und  -^^^  =  —  d^y. 


ABSCHNITT  X. 


Vorgänge,  welche  nicht  tunkehrbar  sind. 

§.  1.    Veryollständigung  der  mathematischen  Ausdrücke 

des  zweiten  Hauptsatzes. 

• 
Bei  dem  Beweise  des  zweiten  Hauptsatzes  und  den  sich  daran 

knüpfenden  Betrachtungen  wurde  bisher  immer  angenommen,  dass 
alle  vorkommenden  Veränderungen  in  umkehrbarer  Weise  vor  sich 
gingen.  Wir  müssen  nun  noch  untersuchen,  inwiefern  die  Resultate 
sich  ändern,  wenn  diese  Voraussetzung  aufgegeben  wird,  und  auch 
solche  Vorgänge,  die  nicht  umkehrbar  sind,  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtungen gezogen  werden. 

Solche  Vorgänge  kommen,  wenn  sie  auch  ihrem  Wesen  nach 
unter  einander  verwandt  sind,  doch  in  sehr  verschiedenen  Formen 
vor.  Ein  Fall  der  Art  wurde  schon  im  ersten  Abschnitte  ange- 
führt, nämlich  der,  wo  die  Kraft,  mit  welcher  ein  Körper  seinen 
Zustand  ändert,  z.  B.  die  Kraft,  mit  der  ein  Gas  sich  ausdehnt, 
nicht  einen  ihr  gleichen  Widerstand  findet,  und  daher  nicht  die 
ganze  Arbeit  leistet,  welche  sie  bei  der  Zustandsänderung  leisten 
könnte.  Ferner  gehört  dahin  die  Wärmeerzeugung  durch  Reibung 
und  Luftwiderstand  und  die  Wärmeerzeugung  durch  einen  galva- 
nischen Strom  bei   der  Ueberwindung  des  Leitungswiderstandes. 
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Endlich  sind  die  unmittelbaren  Wärmeübergänge  von  warmen  zu 
kalten  Körpern,  welche  durch  Leitung  oder  Strahlung  stattfinden, 
dahin  zu  rechnen. 

Wir  wollen  nun  zu  den  Betrachtungen  zurückkehren,  durch 
welche  im  vierten  Abschnitte  bewiesen  wurde,  dass  in  einem  um- 
kehrbaren Kreisprocesse  die  Summe  aller  Verwandlungen  gleich 
Null  sein  müsse.  Für  Eine  Verwandlungsart,  nämlich  den  Wärme- 
übergang zwischen  Körpern  von  verschiedenen  Temperaturen, 
wurde  es  als  ein  auf  dem  Wesen  der  Wärme  beruhender  Grund- 
satz angenommen,  dass  der  U ebergang  von  niederer  zu  höherer 
Temperatur,  welcher  eine  negative  Verwandlung  repräsentirt,  nicht 
ohne  Compensation  stattfinden  könne.  Darauf  gestützt  wurde  der 
Beweis  geführt,  dass  die  Sunmie  aller  in  einem  Kreisprocesse  vor- 
kommenden Verwandlungen  nicht  negativ  sein  könne,  weil  jede 
übrig  bleibende  negative  Verwandlung  auf  einen  Wärmeübergang 
von  niederer  zu  höherer  Temperatur  zurückgeführt  werden  könnte. 
Endlich  wurde  hinzugefügt,  die  Summe  der  Verwandlungen  könne 
auch  nicht  positiv  sein,  weil  man  sonst  den  Kreisprocess  nur  um- 
gekehrt auszuführen  brauchte,  um  sie  negativ  zu  machen. 

Der  erste  Theil  des  Beweises,  aus  welchem  hervorgeht,  dass 
die  Summe  aller  in  einem  Kreisprocesse  vorkommenden  Verwand- 
lungen nicht  negativ  sein  kann,  bleibt  unverändert  auch  dann 
gültig,  wenn  nicht-umkehrbare  Veränderungen  in  dem  betrachteten 
Kreisprocesse  vorkommen.  Der  hinzugefügte  Schluss  aber,  durch 
welchen  die  Unmöglichkeit  einer  positiven  Summe  bewiesen  wurde, 
kann  selbstverständlich  auf  einen  solchen  Kreisprocess ,  der  sich 
nicht  umgekehrt  ausführen  lässt,  nicht  angewandt  werden.  Viel- 
mehr ergiebt  sich  aus  unmittelbarer  Betrachtung  der  Sache  sofort, 
dass  die  positiven  Verwandlungen  sehr  wohl  im  Ueberschusse  vor- 
handen sein  können,  da  bei  manchen  Vorgängen,  wie  bei  der  Wärme- 
erzeugung durch  Reibung  und  dem  durch  Leitung  stattfindenden 
Wärmeübergange  von  einem  warmen  zu  einem  kalten  Körper  nur 
eine  positive  Verwandlung  ohne  sonstige  Veränderung  vorkommt. 

Statt  des  früher  ausgesprochenen  Satzes,  dass  die  Summe  aller 
Verwandlungen  Null  sein  müsse,  hat  man  also,  wenn  nicht-umkehr- 
bare Veränderungen  mit  einbegriflFen  werden,  folgenden  Satz  aus- 
zusprechen: 

Die  algebraische  Swmne  dller  in  einem  Kreisprocesse  vor- 
Icofnmenden  Verwandlungen  kann  nur  positiv  oder  als 
Grenzfall  Null  sein. 
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Wir  wollen  eine  solche  Verwandlung,  welche  am  Schlüsse 
eines  Kreisprocesses  ohne  eine  andere  entgegengesetzte  übrig  bleibt, 
eine  uncompensirte  Verwandlung  nennen,  und  können  dann  den 
vorigen  Satz  noch  kürzer  so  aussprechen: 

Uncompensirte  Verwandlungen  Jcönnen  nvr  positiv  sein. 

Um  den  mathematischen  Ausdruck  dieses  erweiterten  Satzes 
zu  erhalten,  brauchen  wir  uns  nur  zu  erinnern,  dass  die  Summe 
aller  in  einem  Kreisprocesse  vorkommenden  Verwandlungen  durch 

—  /  -^  dargestellt  wird.    Wir  haben  also ,  um  den  allgemeinen 

Satz  auszudrücken,  statt  der  früher  unter  (V.)  gegebenen  Gleichung 
zu  setzen: 

(IX.)  /f^o, 

und  die  früher  unter  (VI.)  gegebene  Gleichung  gett  dann  über  in: 
(X.)  dQ  ^  TdS. 

§.  2.    Grösse  der  uncompensirten  Verwandlung. 

Die  Grösse  der  uncompensirten  Verwandlung  ergiebt  sich  in 
manchen  Fällen  unmittelbar  aus  den  im  vierten  Abschnitte  ent- 
haltenen Bestimmungen  der  Aequivalenzwerthe  der  Verwandlungen. 
Wenn  z.  B.  durch  einen  Process  wie  die  Reibung  eine  Wärme- 
menge Q  erzeugt  ist,  und  diese  sich  schliesslich  in  einem  Körper 
von  der  Temperatur  T  befindet,  so  hat  die  dabei  eingetretene  un- 
compensirte Verwandlung  den  Werth: 

T  ' 

Wenn  femer  eine  Wärmemenge  Q  durch  Leitung  aus  einem  Körper 
von  der  Temperatur  Ti  in  einen  Körper  von  der  Temperatur  Tj 
übergegangen  ist,  so  ist  die  uncompensirte  Verwandlung: 


«(i-i) 


Hat  irgend  ein  Körper  einen  nicht  umkehrbaren  Kreisprocess 
durchgemacht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  dabei  eingetrete- 
nen uncompensirten  Verwandlung ,  welche  mit  N  bezeichnet  wer- 
den möge,  nach  den  Auseinandersetzungen  des  Abschnittes  (IV.) 
die  Gleichimg: 
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0)  ^=-/f- 

Da  aber  ein  Kreisprocess  aus  vielen  einzelnen  Zustandsände- 
rungen  eines  gegebenen  Körpers  gebildet  sein  kann,  von  denen 
einige  in  umkehrbarer  Weise,  andere  in  nicht  umkehrbarer  Weise 
geschehen  sind,  so  ist  es  in  manchen  Fällen  von  Interesse,  zu  wissen, 
wieviel  jede  einzelne  der  letzteren  zur  Entstehung  der  ganzen 
Summe  von  uncompensirten  Verwandlungen  beigetragen  hat.  Dazu 
denke  man  sich  nach  der  Zustandsänderung,  welche  man  in  dieser 
Weise  untersuchen  will,  den  veränderlichen  Körper  durch  irgend 
ein  umkehrbares  Verfahren  in  den  vorigen  Zustand  zurückgeführt. 
Dadurch  erhält  man  einen  kleineren  Kreisprocess,  auf  welchen  sich 
die  Gleichung  (1)  ebenso  gut  anwenden  lässt,  wie  auf  den  ganzen. 
Kennt  man  also  die  Wärmemengen ,  welche  der  Körper  während 
desselben  aufgenommen  hat,  und  die  dazu  gehörigen  Temperaturen, 

giebt  das  negative  Integral  —  /  -^  die  in  ihm  entstandene  un- 

compensirte  Verwandlung.  Da  nun  die  Zurückliihrung,  welche  in 
umkehrbarer  Weise  stattgefunden  hat,  zur  Vermehrung  derselben 
nichts  beigetragen  haben  kann,  so  stellt  jener  Ausdruck  die  ge- 
suchte, durch  die  gegebene  Zustandsänderung  veranlasste  uncom- 
pensirte  Verwandlung  dar. 

Hat  man  auf  diese  Weise  alle  die  Theile  des  ganzen  Kreis- 
processes,  welche  nicht  umkehrbar  sind,  untersucht,  und  dabei  die 
Werthe  Ni^  N^  etc.  gefunden,  welche  alle  einzeln  positiv  sein 
müssen,  so  giebt  ihre  Summe  die  auf  den  ganzen  Kreisprocess  be- 
zügliche Grösse  iV,  ohne  dass  man  die  Theile,  von  welchen  man 
weiss,  dass  sie  umkehrbar  sind,  mit  in  die  Untersuchung  zu  ziehen 
braucht. 


§.  3.    Ausdehnung  eines  Gases  ohne  äussere  Arbeit. 

Es  wird  vielleicht  zweckmässig  sein,  die  im  vorigen  Para- 
graphen erwähnten  Zustandsänderungen  der  Körper,  welche  in 
nicht  umkehi-barer  Weise  vor  sich  gehen,  indem  die  zu  überwinden- 
den Widerstände  geringer  sind,  als  die  wirkenden  Kräfte,  nun 
etwas  näher  zu  betrachten,  um  die  dabei  stattfindende  Wärmeauf- 
nahme zu  bestimmen.  Da  es  aber  sehr  viele  und  in  sehr  mannich- 
faltiger  Weise  verschiedene  Zustandsänderungen  der  Art  giebt,  so 

ClansinB,  mech.  W&rmetheorie.    I.  15 
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müssen  wir  uns  hier  darauf  beschränken,  einige  Fälle,  die  ent- 
weder ihrer  Einfachheit  wegen  besonders  anschaulich  sind,  oder 
aus  anderen  Gründen  ein  specielles  Interesse  darbieten,  als  Bei- 
spiele zu  behandeln. 

Die  allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Wärmemenge, 
welche  ein  Körper  aufnimmt,  während  er  irgend  eine  in  umkehr- 
barer oder  nicht  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehende  Zustands- 
änderung  erleidet,  ist: 

(2)  Q=U,-  U,  +  W,  ^ 

worin  t/i  und  U^  die  Energie  im  Anfangs-  und  Endzustande  und 
W  die  während  der  Veränderung  geleistete  äussere  Arbeit  be- 
deutet 

Zur  Bestimmung  der  Energie  gelten  die  im  vorigen  Abschnitte 
aufgestellten  Gleichungen.  Wirkt  als  äussere  Kraft  nur  ein  gleich- 
jnässiger  und  normaler  Oberflächendruck,  und  ist  der  Zustand  des 
Körpers  durch  seine  Temperatur  und  sein  Volumen  bestimmt,  so 
kann  man  die  dort  unter  (29)  gegebene  Gleichung: 


dv 


(3)  dU=C,dT+(T^-p^ 

anwenden,  und  hat  sie  für  den  auf  irgend  einem  Wege  in  umkehr- 
barer Weise  stattfindenden  Uebergang  aus  dem  Anfangszustande 
in  den  Endzustand  zu  integriren.  Ist  in  diesen  beiden  Zuständen 
die  Temperatur  gleich,  wie  wir  es  in  den  zunächst  folgenden  Bei- 
spielen voraussetzen  wollen,  so  kann  die  Integration  bei  constanter 
Temperatur  geschehen,  und  giebt,  wenn  das  Anfangs-  und  End- 
volumen mit  Vi  mxd  v^  bezeichnet  werden : 


w 


wodurch  die  Gleichung  (2)  in  folgende  übergeht: 


(5) 


<i-'J{i%-py'+y- 


Als  erster  und  einfachster  Fall  möge  nun  der  behandelt  wer- 
den, wo  ein  Gas  sich  ohne  äussere  Arbeit  ausdehnt  Man  denke 
sich  dazu  eine  Quantität  des  Gases  in  einem  Gefässe  befindlich 
und  nehme  an,  dass  dieses  Gefass  mit  einem  leeren  Gefasse  in 
Verbindung  gesetzt  werde,  so  dass  ein  Theil  des  Gases  überströmen 
könne,  ohne  dabei  einen  äusseren  Widerstand  zu  überwinden.  Die 
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Wärmemenge,  welche  das  Gas  in  diesem  Falle  aufnehmen  muss, 
um  seine  Temperatur  unverändert  zu  behalten,  bestimmt  sich  durch 
die  vorige  Gleichung,  wenn  darin  W  =  0  gesetzt  wird<  also  durch 
die  GleichuDg: 


(6) 


«=/(^Ä-i')''«- 


Macht  man  die  specielle  Voraussetzung,  dass  das  Gas  ein  voll- 
kommenes sei,  und  daher  der  Gleichung 

pv=z  BT 
genüge,  so  erhalt  man: 


und  daher: 


dT 


dp  _  R 
dT~  V 


R 


R 


T=P^ 


pv 

wodurch  (6)  übergeht  in: 

(7)  Q  =  0. 

Experimentell  ist  die  Ausdehnung  ohne  äussere  Arbeit,  wie 
schon  früher  erwähnt,  von  Gay-Lussac,  Joule  und  Kegnault 
untersucht.  Joule  hat  seine  auf  die  Ausdehnung  der  Luft  bezüg- 
lichen Versuche  an  die  schon  in  Abschnitt  II.  beschriebenen  Ver- 
suche^ durch  welche  er  die  bei  der  Zusammendrückung  der  Luft 
erzeugte  Wärme  bestimmte,  angeschlossen.  Der  in  Fig.  6  (S.  69) 
abgebildete  Becipient  R  wurde,  nachdem  er  mit  verdichteter  Luft 
von  22  Atm.  Druck  gefüllt  war,  so  wie  es  in  Fig.  18  angedeutet 


Fig.  18. 


ist,  mit  einem  leeren  Becipienten 
R!  in  Verbindung  gesetzt,  so  dass 
nur  noch  die  Hähne  die  Gommu- 
nication  zwischen  ihnen  abschlös- 
sen. Beide  Becipienten  wurden 
zusammen  '  in  ein  Wassercalori- 
meter  gesetzt,  und  dann  die  Hähne 
geöflBaet,  worauf  die  Luft  durch 
theilweises  Ueberströmen  in  den 
Becipienten  R!  sich  bis  imgefahr 
zum  doppelten  Volumen  ausdehnte.  Dabei  zeigte  das  Galorimeter 
keinen  Wärmeverlust,  und  die  Ausdehnung  der  Luft  hatte  also,  so 
weit  es  sich  in  diesem  Apparate  messen  liess,  ohne  Verbrauch  von 
Wärme  stattgefunden. 

15* 
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Das  eben  ausgesprochene  Resultat,  dass  bei  der  Ausdehnung 
keine  Wärme  verbraucht  sei,  gilt  jedoch  nur  für  den  Process  im 
Gängen^  aber  nicht  für  die  einzelnen  Theile  desselben.  Im  ersten 
Recipienten,  wo  die  Ausdehnung  der  Luft  stattfindet,  und  die 
Strömungsbewegung  entsteht,  wird  Wärme  verbraucht,  im  zweiten 
Recipienten  dagegen,  wo  die  Strömungsbewegung  wieder  aufliört, 
und  die  zuerst  eingeströmte  Luft  von  der  nachfolgenden  zusammen- 
gedrückt wird,  und  ebenso  an  den  Stellen,  wo  beim  Strömen 
Reibungswiderstände  zu  überwinden  sind,  wird  Wärme  erzeugt. 
Da  aber  die  Wärmeerzeugung  und  der  Wärmeverbrauch  einander 
gleich  sind,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf,  und  man  kann  da- 
her, sofern  man  nur  das  Gesammtresultat  des  ganzen  Vorganges 
im  Auge  hat,  sagen,  es  habe  kein  Wärmeverbrauch  stattgefunden. 

Um  die  einzelnen  Theile  des  Vorganges  besonders  beobachten 
zu  können,  hat  Joule  seinen  Versuch  noch  in  der  Weise  abge- 
ändert, dass  er  die  beiden  Recipienten  und  das  Hahnstück  in  drei 


Fig.  19. 


verschiedene  Calorimeter  setzte, 
wie  es  in  Fig.  19  angedeutet  ist 
Da  zeigte  das  Calorimeter,  in 
welchem  der  Redpient,  aus  dem 
die  Luft  ausströmte,  sich  befand, 
Wärmeverlust,  und  die  beiden  an- 
deren Calorimeter  zeigten  Wärme- 
gewinn. Der  ganze  Wärmege- 
winn war  dem  Wärmeverluste  so 
nahe  gleich,  dass  Joule  glaubt, 
die  noch  vorhandene  Differenz  aus  den  Fehlerquellen  des  Ver- 
suches erklären  zu  können. 


§.  4.    Ausdehnung  eines  Gases  mit  unvollständiger 

Arbeit. 


Wenn  bei  der  Ausdehnung  eines  Gases  zwar  ein  Gegendruck 
zu  überwinden  ist,  dieser  aber  der  Expansivkraft  des  Gases  an 
Grösse  nicht  gleichkonmit ,  so  wird  eine  Arbeit  geleistet,  welche 
kleiner  ist  als  die,  welche  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  leisten 
könnte.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  ein  Gas  aus  einem  Gefasse, 
in  welchem  es  einen  höheren,  als  den  atmosphärischen  Druck  hat, 
in  die  Atmosphäre  ausströmt. 
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Auch  in  diesem  Falle  ist  der  Vorgang  ein  sehr  compücirter. 
Es  findet  nicht  bloss  die  für  die  Ausdehnung  nothige  Arbeit  und 
der  ihr  entsprechende  Wänneverbrauch  statt,  sondern  auch  zur 
Hervorbringung  der  Ausströmungsgeschwindigkeit  wird  Wärme 
verbraucht  und  bei  der  nachherigen  Abnahme  dieser  Geschwindig- 
keit wieder  Wärme  erzeugt  Ebenso  wird  zur  Ueberwindung  des 
Reibungswiderstandes  Wärme  verbraucht  und  durch  die  Reibung 
selbst  Wärme  erzeugt.  Wollte  man  alle  diese  einzelnen  Theile  des 
Vorganges'  näher  bestimmen,  so  würde  das  grosse  Schwierigkeiten 
machen.  Wenn  es  sich  aber  nur  darum  handelt  die  Wärmemenge 
zu  bestimmen,  welche  man  im  Ganzen  von  Aussen  her  zuführen 
musB,  damit  die  Temperatur  des  Gases  constant  bleibe,  so  ist  die 
Sache  einfacher.  Dann  kann  man  die  Theile  des  Vorganges,  deren 
Wirkungen  siöh  gegenseitig  aufheben,  ausser  Acht  lassen,  und 
braucht  nur  das  Anfangs-  und  Endvolumen  des  Gases  und  die- 
jenige Arbeit,  welche  nicht  wieder  in  Wärme  verwandelt  wird,  zu 
berücksichtigen.  Dabei  ist  die  innere  Arbeit  dieselbe,  wie  bei 
jeder  anderen  bei  derselben  Temperatur  zwischen  demselben  An- 
üangs-  und  Endvolumen  stattfindenden  Ausdehnung  des  Gases,  und 
die  äussere  Arbeit  wird  einfach  durch  das  Product  aus  der  Volumen- 
zuiiahme  und  dem  atmosphärischen  Drucke  dargestellt. 

Um  nun  die  gesuchte  Wärmemenge  zu  erhalten,  gehen  wir 
wieder  von  der  Gleichung  (5)  aus,  und  setzen  darin  für  W  den 
Ausdruck  der  in  unserem  jetzigen  Falle  geleisteten  äusseren  Arbeit, 
nämlich ,  wenn  p^  den  atmosphärischen  Druck  bedeutet ,  das  Pro- 
duct j>2(v2 —  «?i),  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in: 


(8) 


Q  =  j(t  II  -  _p)  d«  +  j,,  (»,  -  «,). 


■Wen\i  das  Gas  ein  vollkommenes  wäre,  so  würde  das  an  der 
rechten  Seite  stehende  Integral,  wie  schon  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnt  wurde,  gleich  Null  werden,  und  die  vorstehende  Gleichung 
daher  in  folgende  einfachere  übergehen : 

(9)  Q  =P2  O^a  —  Vi), 

welche  ausdrückt,  dass  in  diesem  Falle  die  zugeführte  Wärme  nur 
der  zur  Ueberwindung  des  äusseren  Luftdruckes  nöthigen  Arbeit 
entspräche. 

Will  man  die  Wärme  nicht  nach  mechanischen  Einheiten,  son- 
dern nach  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  messen,  so  hat  man  die 
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Ausdrücke  an  der  rechten  Seite  von  (8)  und  (9)^durch  das  mecha- 
nische Aequivalent  der  Wärme  zu  dividiren,  und  erhält  dann : 

(8a)  Q=^f(T^-p)dv   +f-(«,-t»x), 


»l 


(9  a)  Q  =  ^(v,2-vi). 

Joule  hat  auch  diese  Art  von  Ausdehnung  experimentell 
untersucht  Nachdem  er,  wie  in  den  früher  erwähnten  Versuchen, 
Luft  in  einem  Recipienten  bis  zu  hohem  Drucke  comprimirt 
hatte,  Hess  er  sie  unter  atmosphärischem  Gegendrucke  ausströmen. 
Um  dabei  die  ausströmende  Luft  wieder  auf  die  ursprüngliche 
Temperatur  zu  bringen,  liess  er  sie  nach  dem  Austritte  aus  dem 
Recipienten  noch  durch  ein  langes  Schlangenrohr  strömen,  welches 
sich,  wie  es  in  Fig.  20  angedeutet  ist,  mit  dem  Recipienten  zu- 
sammen in  einem  Wassercalori- 
meter  befand.  Dann  blieb  für  die 


Fig.  20. 


:;.  Luft  nur  die  kleine  Temperatur- 
emiedrigung  übrig,  welche  sie 
mit  der  ganzen  Wassermasse  des 
Galorimeters  gemein  hatte.  Aus 
der  Abkühlung  des  Galorimeters 
ergab  sich  die  an  die  Luft  während 
ihrer  Ausdehnung  abgegebene 
Wärmemenge.  Indem  Joule  auf 
diese  Wärmemenge  die  Gleichung 
(9a)  anwandte,  konnte  er  auch 
die  Ergebnisse  dieser  Versuche  dazu  benutzen,  das  mechanische 
Aequivalent  der  Wärme  zu  berechnen.  Er  erhielt  dabei  aus  drei 
Versuchsreihen  Zahlen,  deren  Mittelwerth  438  (nach  englischen 
Maassen  798)  ist,  ein  Werth,  welcher  mit  dem  durch  Compression 
der  Luft  gefundenen  Werthe  444  nahe  übereinstimmt,  und  auch 
von  dem  durch  Reibung  von  Wasser  gefundenen  Werthe  424  nicht 
weiter  abweicht,  als  aus  den  bei  diesen  Versuchen  vorkommenden 
Fehlerquellen  erklärlich  ist. 
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§.  5.    Versuchsmethode  von  Thomson  und  Joule. 


Die  vorstehend  erwähnten  Versuche  von  Joule,  bei  denen  eine 
in  einem  Recipienten  enthaltene. Luflmenge  sich  durch  theilweises 
Ueberströmen  in  einen  anderen  Recipienten,  oder  durch  Ausströ- 
men in  die  Atmosphäre  ausdehnte,  haben  gezeigt,  dass  die  Schlüsse, 
welche  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Luft  ein  voll- 
kommenes Gas  sei,  ziehen  kann,  angenähert  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmen.  Will  man  aber  untersuchen,  bis  zu  welchem 
Grade  der  Annäherung  das  Verhalten  der  Luft  oder  eines  anderen 
Gases  den  Gesetzen  der  vollkommenen  Gase  entspricht,  und  unter 
welchen  Gesetzen  die  etwa  noch  vorkommenden  Abweichungen 
stehen,  so  ist  dazu  jene  Versuchsweise  nicht  genau  genug,  indem 
die  Masse  des  betrachteten  Gases  im  Verhältnisse  zur  Masse  der 
Gefösse  und  der  anderen  Körper,  welche  an  der  Wärmeveränderung 
theilnehmen,  zu  gering  ist,  und  daher  die  vorkommenden  Fehler- 
quellen einen  zu  grossen  Einfluss  auf  das  Resultat  gewinnen.  Zu 
diesen  feineren  Versuchen  ist  von  Thomson  ein^ehr  zweckmässiges 
Verfahren  ersonnen,  welches  dann  von  ihm  und  Joule  in  eben  so 
sorgfaltiger  als  geschickter  Weise  zur  Ausführung  gebracht  ist. 

Man  denke  sich  ein  Rohr,  durch  welches  ein  continuirlicher 
Gasstrom  getrieben  wird,  in  welchem  aber  an  einer  Stelle  durch  Ein- 


Fig.  21. 


fugung  eines  porösen  Pfropfes  der  Durchgang  des 
Gases  so  erschwert  ist,  dass  selbst  dann,  wenn  zwi- 
schen dem  vor  und  hinter  dem  Pfropfe  herrschenden 
Drucke  ein  betrachtlicher  Unterschied  obwaltet, 
doch  nur  eine  massige,  für  den  Versuch  geeignete 
Menge  des  Gases  während  der  Zeiteinheit  hindurch- 
strömen kann.  Thomson  und  Joule  wandten  als 
porösen  Pfropf  eine  Quantität  Baumwolle  oder  Sei- 
denabfall an,  welche,  wie  es  in  Fig.  21  angedeutet 
ist,  zwischen  zwei  durchlöcherten  Platten  ^B  und 
CD  zusammengepresst  war.  Betrachtet  man  nun 
vor  und  hinter  dem  Pfropf  in  solcher  Entfernung, 
wo  die  Ungleichheiten  der  Bewegung,  welche  sich 
in  der  Nähe  des  Pfropfes  zeigen  können,  nicht 
mehr  merkbar  sind ,  sondern  nur  ein  gleichmässiges  Strömen  des 
Gases  stattfindet,  zwei  Querschnitte  EF  und  GrJ?,  so  geht  der 
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ganze  Ausdehnungsprocess,  welcher  der  Differenz  des  Druckes  vor 
und  hinter  dem  Pfropfe  entspricht,  in  dem  kleinen  zwischen  den 
beiden  Querschnitten  gelegenen  Räume  vor  sich.  Es  kann  daher, 
wenn  der  Gasstrom  längefe  Zeit  gleichmässig  stattfindet,  ein 
stationärer  Zustand  eintreten,  in  welchem  alle  festen  Theile  des 
Apparates  ihre  Temperatur  unverändert  beibehalten,  und  somit 
weder  Wärme  aufnehmen  noch  abgeben.  Wenn  dann  noch ,  wie 
es  in  den  Versuchen  von  Thomson  und  Joule  der  Fall  war,  durch 
Umhüllung  des  betreffenden  Raumes  mit  schlechten  Wärmeleitern 
dafür  gesorgt  ist,  dass  keine  Wärme  von  Aussen  her  zugeleitet  oder 
nach  Aussen  hin  abgeleitet  wird,  so  muss  das  Gas  allein  die  bei 
dem  Vorgange  etwa  verbrauchte  oder  erzeugte  Wärme  hergeben 
oder  aufnehmen,  und  es  kann  daher,  selbst  wenn  die  betreffende 
Wärmemenge  nur  klein  ist,  eine  deutlich  erkennbare  und  gut  mess- 
bare Temperaturdifferenz  entstehen. 


§.  6.     Ableitung  der  auf  den  Fall  bezüglichen 

Gleichungen. 

Zur  theoretischen  Bestimmung  der  Temperatui:differenz  wollen 
wir  zunächst  die  allgemeinere  Gleichung  bilden,  mittelst  deren  die 
Wärmemenge  bestimmt  wird,  welche  dem  Gase  mitgetheilt  werden 
müsste,  damit  die  Temperatur  im  zweiten  Querschnitte  irgend  einen 
verlangten  Werth  annähme.  Daraus  wird  sich  dann  leicht  ergeben, 
welche  Temperatur  entsteht,  wenn  die  mitgetheilte  Wärme  Null  ist. 

Die  einzelnen  Theile  des  in  Rede  stehenden  Vorganges  sind 
wieder  theils  mit  Wärmeverbrauch,  theils  mit  Wärmeerzeugung 
verbunden.  Zur  Ueberwindung  des  Reibungswiderstandes  beim 
Durchdringen  des  porösen  Pfropfes  wird  Wärme  verbraucht,  durch 
die  Reibung  selbst  aber  eben  so  viel  Wärme  erzeugt.  Zu  der  an 
gewissen  Stellen  eintretenden  Vermehrung  der  Strömungsgeschwin- 
digkeit wird  Wärme  verbraucht,  bei  der  an  anderen  Stellen  wieder 
eintretenden  Abnahme  der  Strömungsgeschwindigkeit  dagegen 
Wärme  erzeugt.  Bei  der  Bestimmung  der  Wärmemenge,  welche 
dem  Gase  im  Ganzen  mitgetheilt  werden  muss,  bleiben  aber  die 
sich  gegenseitig  compensirenden  Theile  des  Vorganges  ausser  Be- 
tracht, indem  es  genügt,  diejenige  Arbeit,  welche  als  geleistete  oder 
verbrauchte  äussere  Arbeit  übrig  bleibt,  und  ebenso  die  wirklich 
bleibende  Aendcrung  der  lebendigen  Kraft  der  Strömungsgeschwin- 
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digkeit  zu  kennen.  Dazu  brauchen  wir  nur  die  Arbeit,  welche 
beim  Eintritt  des  Gases  in  unseren  Raum,  also  im  Querschnitt  EF^ 
un3  beim  Austritt  des  Gases,  also  im  Querschnitt  GH^  geleistet 
wird,  und  die  in  diesen  Querschnitten  stattfindenden  Strömungs- 
geschwindigkeiten zu  berücksichtigen. 

Was  zunächst  die  Strömungsgeschwindigkeiten  anbetrifft,  so 
würde  man  die  Differenz  ihrer  lebendigen  Kräfte  leicht  in  Rech- 
nung bringen  können.  Wenn  aber  nur  so  geringe  Strömungs- 
geschwindigkeiten in  jenen  Querschnitten  vorkommen,  wie  bei  den 
Versuchen  von  Thomson  und  Joule,  so  kann  man  ihre  lebendigen 
Kräfte  ganz  vernachlässigen.  Es  bleibt  dann  also  nur  die  in  den 
beiden  Querschnitten  gethane  Arbeit  zu  bestimmen. 

Die  absoluten  Werthe  dieser  Arbeitsgrössen  erhält  man 
folgendermaassen.  Wenn  der  im  Querschnitte  EF  herrschende 
Druck  mit^i  bezeichnet  wird,  und  wenn  das  Gas  in  diesem  Quer- 
schnitte eine  solche  Dichtigkeit  hat,  dass  eine  Gewichtseinheit,  des 
Gases  bei  dieser  Dichtigkeit  das  Volumen  Vi  einnimmt,  so  ist  die 
Arbeit,  welche  geleistet  wird,  während  eine  Gewichtseinheit  des 
Gases  durch  den  Querschnitt  strömt,  gleich  dem  Producte  |)it7i. 
Ebenso  erhält  man  für  den  Querschnitt  Gfl,  wenn  der  hier  herr- 
schende Druck  mit  j^j  und  das  specifische  Volumen  des  Gases  mit 
Vi  bezeichnet  wird,  die  Arbeit  jj^Va.  Diese  beiden  Arbeitsgrössen 
sind  aber  mit  verschiedenen  Vorzeichen  in  Rechnung  zu  bringen. 
Im  Querschnitt  GH^  wo  das  Gas  aus  dem  betreffenden  Räume  aus- 
strömt, wird  der  äussere  Druck  überwunden,  in  velchem  Falle  wir 
die  geleistete  Arbeit  als  eine  positive  betrachten;  im  Querschnitt 
EF  dagegen ,  wo  das  Gas  einströmt  und  sich  also  im  Sinne  des 
äusseren  Druckes  bewegt,  haben  wir  die  Arbeit  als  negativ  zu 
rechnen.  Die  im  Ganzen  geleistete  äussere  Arbeit  wird  also  durch 
die  Differenz 

dargestellt 

Um  nun  weiter  die  Wärmemenge  zu  bestimmen,  welche  eine 
Gewichtseinheit  des  Gases  aufnehmen  muss,  während  sie  den  Raum 
zwischen  den  beiden  Querschnitten  durchströmt,  wenn  das  Gas  im 
ersten  Querschnitt,  wo  der  Druck  pi  herrscht,  die  Temperatur  Ti 
hat,  und  im  zweiten,  wo  der  Druck  p^  herrscht,  die  Temperatur  Tg 
haben  soll,  müssen  wir  die  Gleichung  anwenden,  welche  für  den 
Fall  gilt,  wo  eine  Gewichtseinheit  des  Gases  aus  dem  durch  die 
Grössen  pi  und  Tj  bestimmten  Zustande  in  den  durch  die  Grössen 
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p.2  uud  T^  bestimmten  Zustand  übergeht  und  dabei  die  äussere 
Arbeit  p^iV^^  —  piVi  leistet.  Wir  gehen  dazu  zu  der  Gleichung  (2) 
zurück,  in  welcher  wir  das  die  äussere  Arbeit  darstellende  Zeichen 
W  durch  die  vorstehende  Differenz  ersetzen,  wodurch  sie  über- 
geht in: 

(10)  ^  =  üj  —  üi  +  p^iV^  —  PiVi. 

Hierin  brauchen  wir  nur  noch  die  Differenz  ü^  —  üi  zu  be- 
stimmen ,  wozu  wir  wieder  eine  der  im  vorigen  Abschnitte  auf- 
gestellten Differentialgleichungen  von  U  anwenden  können.  Im  • 
vorliegenden  Falle  .ist  es  zweckmässig,  diejenige  Differential- 
gleichung auszuwählen ,  in  welcher  T  und  p  als  unabhängige  Ver- 
änderliche vorkommen,  nämlich  die  unter  (30)  gegebene  Gleichung: 

welcher  wir  dadurch,  dass  wir  setzen: 

=  d(pv)  —  vdp^ 
folgende  Form  geben  können: 

(11)  dU=  C,dT--(T^  -  vyp  -  d(pv). 

Diese  Gleichung  muss  von  den  Anfangswerthen  Tj,  pi  bis  zu  den 
Endwerthen  Tj,  p^  integrirt  werden.  Die  Integration  der  beiden 
ersten  Glieder  an  der  rechten  Seite  wollen  wir  nur  andeuten,  die 
Integration  des  letzten  Gliedes  aber  können  wir  sofort  ausfuhren, 
und  erhalten  dadurch: 

(12)  ü,  -  U,  =f[c,dT^(T^  ~  t;)rfi>]  -p.v.+p.v,. 

^  Bei  der  Einsetzung  dieses  Werthes  von  Z/j  —  Vi  in  die 
Gleichung  (10)  heben  sich  mehrere  Glieder  auf,  und  es  entsteht 
folgende  Gleichung: 

(13)  '      Q=J'^C,dT-(T^-vypj. 

Der  hierin  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  ist  das 
Differential  einer  Function  von  Txmdp,  da  Cp  der  in  Abschnitt  VIII. 
unter  (6)  gegebenen  Gleichung 

dCp  _        ^d^v 
dp    ~  dT» 
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genügt,  und  somit  ist  die  Wärmemenge  Q  durch  die  Anfangs-  und 
Endwerthe  von  T  und  p  vollständig  bestimmt 

Wird  nun  die  den  Versuchen  von  Thomson  und  Joule  ent- 
sprechende Bedingung  gestellt,  dass  Q  =  0  sei,  so  ist  die  Differenz 
zwischen  der  Anfangs-  und  Endtemperatur  nicht  mehr  von  der 
Differenz  zwischen  dem  Anfangs-  und  Enddruck  unabhängig,  son- 
dern SBQB  der  einen  lässt  sich  die  andere  bestimmen.  Denken  wir 
uns  diese  beiden  Differenzen  unendUch  klein,  so  können  wir  statt 
der  Gleichung  (13)  die  Differentialgleichung 

anwenden,  und  indem  wir  hierin  dQ  =  0  setzen,  erhalten  wir  die 
Gleichung,  welche  die  Beziehung  zwischen  dT  und  dp  ausdrückt, 
und  sich  so  schreiben  lässt: 

Wenn  das  Gas  ein  vollkommenes  wäre,  und  somit  der  Gleichung 

pv  =  ET 

genügte,  so  würde  man  haben: 

dv  B_ V 

dT~  p   "T' 

und  dadurch  würde  aus  der  vorigen  Gleichung  werden: 

dT 

— -  =  0. 

dp 

In  diesem  Falle  würde  also  eine  unendlich  kleine  Druckdifferenz 
keine  Temperaturdifferenz  veranlassen ,  und  dasselbe  würde  dann 
auch  von  einer  endlichen  Druckdifferenz  gelten.  Es  müsste  also 
vor  und  hinter  dem  porösen  Pfropfe  eine  und  dieselbe  Temperatur 
stattfinden.  Beobachtet  man  dagegen  eine  Temperaturdifferenz, 
so  folgt  daraus,  dass  das  Gas  dem.Mariotte'schen  und  Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  nicht  genügt,  und  aus  den  Werthen  der 
unter  verschiedenen  Umständen  eintretenden  Temperaturdifferenzen 
kann  man  bestimmte  Schlüsse  über  die  Art  der  Abweichung  des 
Gases  von  jenen  Gesetzen  ziehen. 
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§.  7.     Ergebnisse  der  Versuche  und  daraus  abgeleitete 

Elasticitäts'gleichung  der  Gase. 

Bei  den  von  Thomson  und  Joule  im  Jahre  1854  ausgeführten 
Versuchen  *)  stellte  sich  in  der  That  heraus,  dass  die  Temperaturen 
vor  und  hinter  dem  Pfropfe  nicht  ganz  gleich  waren,  sondern 
einen  kleinen  Unterschied  zeigten,  welcher  dem  angewandten  Druck- 
unterschiede proportional  war.  Bei  der  atmosphärischen  Luft 
fanden  sie  bei  einer  anfänglichen  Temperatur  von  etwa  15®  Ab- 
kühlungen, welche  sich,  wenn  der  Druck  in  Atmosphären  gemessen 
wurde,  durch  die  Gleichung 

T,^T,  =  0-260  (2>i  -  p,) 
darstellen  liess.    Bei  der  Kohlensäure  fanden  sie  etwas  grössere 
Abkühlungen,  welche  bei  einer  Anfangstemperatur  von  etwa  19® 
der  Gleichung 

I\  -  T,  =  115o(|>,  -p,) 

genügten.    Die  diesen  beiden  Gleichungen  entsprechenden  Diffe- 
rentialgleichungen lauten : 

(15)  4^  =  0-26  und  |^  =  M5. 

^  dp  dp 

In  einer  späteren,  im  Jahre  1862  veröffentlichten  Unter- 
suchung«)  haben  Thomson  und  Joule  ihr  Augenmerk  noch  be- 
sonders darauf  gerichtet,  wie  die  Abkühlung  sich  ändert,  wenn  die 
anfängliche  Temperatur  anders  gewählt  wird.  Sie  Hessen  daher 
das  Gas,  bevor  es  den  porösen  Pfropf  erreichte,  durch  eine  lange 
Röhre  strömen,  welche  von  Wasser  umgeben  war,  dessen  Tempe- 
ratur beliebig  bis  zum  Siedepunkte  gesteigert  werden  konnte.  Da- 
bei ergab  sich,  dass  die  Abkühlung  bei  hohen  Temperaturen  ge- 
ringer ist,  als  bei  niederen  Temperaturen ,  und  zwar  fanden  sie 
dieselbe  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  absoluten 
Temperatur.  Sie  gelangten  für  atmosphärische  Luft  und  Kohlen- 
säure zu  nachstehenden  vervollständigten  Formeln,  in  welchen  a 
die  absolute  Temperatur  des  Gefrierpunktes  bedeutet,  und  als 
Druckeinheit  das  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  100  englischen 
Zoll  Höhe  gewählt  ist: 


1)  Phil  Tr ansäet,  for  1S64,  p,  32  t. 

2)  Phil.  Tr ansäet,  for  1862,  p.  579. 
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Führt  man  in  diese  Formeln  wieder  eine  Atmosphäre  als  Druck- 
einheit ein,  so  lauten  sie: 

<-)      .  g  =  -«  (t)'  -^  f  = '-  (t)* 

Beim  Wasserstoff  haben  Thomson  und  J  o  u  1  e  in  ihrer  späteren 
Untersuchung  statt  der  Abkühlung  eine  geringe  Erwärmung  be- 
obachtet, indessen  haben  sie  für  dieses  Gas  keine  bestimmte  Formel 
aus  döü  Beobachtungswerthen  abgeleitet,  weil  diese  dazu  nicht 
genau  ge^ug  waren. 

Wenn  man  in  den  beiden  unter  (16)  gegebenen  Formeln  von 

J  rp 

-= —  für  den  Zahlenfactor  ein  allgemeines  Zeichen  A  setzt,  so  fallen 
dp 

sie  in  Eine  Formel  zusammen,  nämlich: 

und  wenn  man  diese  in  die  Gleichung  (14)  einsetzt,  so  erhält  man : 

(18)  T^-v  =  AC,(^^y 

Diese  Gleichung  ist  nach  Thomson  und  Joule  für  die  wirklich 
vorhandenen  Gase  an  die  Stelle  der  auf  vollkommene  Gase  bezüg- 
lichen Gleichung 

zu  setzen,  um  die  bei  constantem  Drucke  stattfindende  Beziehung 
zwischen  Volumen-  und  Temperaturänderung  auszudrücken. 

Wenn  die  Grösse  (7^  als  constant  angenommen  wird,  so  kann 
man  die  Gleichung  (18)  sofort  integriren.  Nun  ist  freilich  nur  für 
vollkommene  Gase  erwiesen,  dass  die  specifische  Wärme  Cp  vom 
Drucke  unabhängig  ist,  und  ebenso  können  wir  die  in  Folge  der 
Regnault'schen  experimentellen  Bestimmungen  hinzugefügte  An- 
nahme, dass  Cp  auch  von  der  Temperatur  unabhängig  sei,  streng 
genommen,  nur  auf  vollkommene  Gase  beziehen.  Wenn  aber  eip 
Gas  nur  wenig  vom  vollkommenei^ Gaszustande  abweicht,  so  wird 
auch  Gp  nur  wenig  von  einem  constanten  Werthe  abweichen ,  und 
beide  Abweichungen  können  als  Grössen  derselben  Ordnung  an- 
gesehen werden.  Da  femer  in  der  Gleichung  (18)  das  ganze  Glied, 
welches  Cp  enthält,  nur  eine  kleine  Grösse  von  eben  jener  Ordnung 


l 


238  Abschnitt  X. 

ist,  so  können  durch  die  Veränderhchkeit  von  Cp  in  der  Gleichung 
nur  Aenderungen  entstehen ,  welche  kleine  Grössen  von  höherer 
Ordnung  sind,  imd  diese  mögen  im  Folgenden  vernachlässigt  wer- 
den, indem  Cp  als  constant  gelte.    Dann  erhalten  wir,  nachdem 

dT 

\s\r  die  Gleichung  mit  -^  multiplicirt  haben,  durch  Integration: 

oder  umgeschrieben: 

(19)  v  =  PT-\AG,{^y 

worin  P  die  Integrationsconstante  bedeutet,  welche  im  vorliegen- 
den Falle  als  Function  des  Druckes  p  anzusehen  ist 

Nach  dem  Mario tte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze 
würde  seip: 

(20)  '^  =  7"  ^' 

und  ea  ist  daher  zweckmässig,  der  Function  P  die  Form 

ZU  geben,  worin  n  wiederum  eine  Function  von  p  bedeutet,  welche 
aber  nur  sehr  klein  sein  kann.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (19) 
über  in: 

(21)  „  =  RLj^nT-^AC,(^^}j 

Diese  Gleichung  vereinfachen  Thomson  und  Joule  noch 
durch  folgende  Betrachtung.  Die  Art,  wie  der  Druck  und  das 
Volumen  eines  Gases  von  einander  abhängen,  weicht  um  so  weniger 
vom^ Mario tte'schen  Gesetze  ab,  je  höher  die  Temperatur  ist. 
Diejenigen  Glieder  der  vorstehenden  Gleichung,  welche  diese  Ab- 
weichung ausdrücken,  müssen  also  mit  wachsender  Temperatur 
immer  kleiner  werden.  Das  letarte  Glied  erfüllt  nun  in  der  That 
diese  Bedingung,  das  vorletzte  Glied  nT  erfüllt  sie  aber  nicht. 
Demnach  darf  dieses  Glied  in  der  Gleichung  nicht  vorkommen,  und 
man  hat  daher  ^  =  0  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

Dieses  ist  die  Gleichung,  welche  nach  Thomson  und  Joule  bei 
den  wirklich  vorhandeaen  Gasen  an  die  Stelle  der  für  vollkommene 
Gase  geltenden  Gleichung  (20)  treten  muss. 
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Eine  ganz  ähnliche  Gleichung  hatte  schon  früher  Rankine i) 
aufgestellt,  um  die  von  Begnault  gefundenen-  Abweichungen  der 
Kohlensäure  vom  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac 'sehen  Gesetze 
darzustellen.  Diese  Gleichung  lässt  sich  in  ihrer  einfachsten  Form 
so  schreiben: 

(23)  pv  =  liT--^, 

worin  a  ebenso,  wie  22,  eine  Constante  ist.  Dividirt  man  diese 
Gleichung  durch  jj,  setzt  darauf  im  letzten  Gliede,  welches  sehr  klein 
ist,  für  dasProduct  pv  das  ihm  sehr  nahe  gleiche  Product/i^T,  und 

fuhrt  dann  endlich  für  den  constanten  Bruch  -^  den  Buchstaben  ß 
ein,  so 'erhält  man: 

welche  Gleichung  von  derselben  Form  ist,  wie  (22). 


§.  8.    Verhalten  des  Dampfes  bei  der  Ausdehnung  unter 

Yerschiedenen  Umständen. 

Als  ein  ferneres  Beispiel  für  die  Unterschiede,  welche  bei  der 
Ausdehnung  stattfinden  können,  möge  das  Verhalten  des  gesättigten 
Dampfes  betrachtet  werden.  Wir  wollen  nämlich  die  beiden  Be- 
dingungen stellen,  dass  der  Dampf  entweder  bei  seiner  Ausdehnung 
einen  seiner  ganzen  Expansivkraft  entsprechenden  Widerstand  zu 
überwinden  hat,  oder  dass  er' in  die  Atmosphäre  ausströmt,  wobei 
ihm  nur  der  atmosphärische  Druck  entgegensteht;  und  bei  der 
letzten  Bedingung  machen  wir  noch  den  Unterschied,  dass  ent- 
weder der  Dampf  in  dem  Gefässe,  aus  welchem  er  ausströmt,  ge- 
trennt von  Flüssigkeit,  nur  sich  selbst  überlassen  ist,  oder  dass 
sich  in  dem  Gefässe  auch  Flüssigkeit  befindet,  welche  den  ent- 
weichenden Dampf  immer  wieder  durch  neuen  ersetzt.  In  allen 
drei  Fällen  wollen  wir  die  Wärmemenge  bestimmen^  welche  detn 
Dampfe  toährend  der  Ausdehnung  mitgetheilt  oder  entgegen  werden 
mu$Sj  damit  er  immer  gerade  Dampf  vom  Maximum  der  Dichtig- 
heit  bleibe. 


1)  S.  Phil.  Transaet  for  1854,  p.  336. 
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Es  sei  also  erstens  eine  Gewichtseinheit  gesättigten  Dampfes 
ohne  Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  gegeben,  und  dieser  Dampf 
dehne  sich  nun  aus,  indem  er  z.  B.  einen  Stempel  zurückschiebe. 
Er  soll  dabei  gegen  den  Stempel  die  ganze  Expansivkraft,  welche 
er  in  jedem  Stadium  seiner  Ausdehnung  noch  besitzt,  entwickeln, 
wozu  nur  nöthig  ist,  dass  der  Stempel  so  langsam  zurückweicht, 
dass  der  ihm  folgende  Dampf  seine  Expansivkraft  stets  mit  dem 
im  übrigen  Gefasse  befindlichen  vollständig  ausgleichen  kann.  Die 
Wärmemenge  Q,  welche  diesem  Dampfe  mitgetheilt  werden  muss, 
wenn  er  sich  so  weit  ausdehnt,  dass  seine  Temperatur  dabei  von 
einem  gegebenen  Anfangswerthe  Ti  bis  zu  einem  Werthe  Tj  sinkt, 
wird  einfach  durch  die  Gleichung: 

(24)  Q=  jhdT 

bestimmt,  worin  h  die  in  Abschnitt  VI.  eingeführte  Grösse  ist, 
welche  wir  die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Dampfes  genannt 
haben.  Wenn,  wie  es  bei  den  meisten  Dämpfen  der  Fall  ist,  h 
einen  negativen  Werth  hat,  so  stellt  das  vorige  Integral,  in  welchem 
die  obere  Grenze  kleiner  ist,  als  die  untere,  eine  positive  Grösse  dar. 
Beim  Wasser  gilt  für  h  die  in  jenem  Abschnitte  unter  (31)  an- 
geführte Formel: 

Ä=1013-^. 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  kann  man  für  jede  zwei  Tempe- 
raturen Ti  und  Tj  den  Werth  von  Q  leicht  berechnen.  Sei  z.  B. 
angenonmien,  der  Dampf  habe  anfangs  eine  Spannkraft  von  5  oder 
10  Atmosphären,  und  dehne  sich  dann  aus,  bis  seine  Spannkraft 
auf  Eine  Atmosphäre  herabgesunken  sei,  so  muss  man  nach  Reg- 
nault's  Bestimmungen  Tj  resp.  =  a  + 152'2  oder  =  a  -f- 180*3  und 
I'j  ==  a  +  100  setzen,  und  erhält  dadurch  die  Werthe: 

Q  resp.  =  52*1  oder  =  74*9  Wärmeeinh. 

Als  j8fM;eiYcn  Fall  nehmen  wir  an,  es  sei  wiederum  eine  Gewichts- 
einheit gesättigten  Dampfes  ohne  Flüssigkeit  bei  einer  über  dem 
Siedepunkte  der  betreffenden  Flüssigkeit  liegenden  Temperatur  Ti 
in  einem  Gefässe  eingeschlossen,  und  es  werde  nun  in  dem  Gefässe 
eine  Oeffnung  gemacht,  so  dass  er  in  die  Atmosphäre  ausströmen 
könne.  Wir  verfolgen  ihn  dabei  jenseit  der  Oefihung  bis  zu  einer 
Entfernung,  wo  seine  Spannkraft  nur  noch  gleich  dem  Drucke  der 
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Atmosphäre  ist  Um  die  Ausbreitung  des  Dampfstromes  regel- 
mässiger zu  machen,  sei  das  Gefass  an  der  Ausströmungsöffiiung 
mit  einem  allmähUch  erweiterten  Halse  P  QKM^  Fig.  22,  versehen. 


Fig.  22. 


was  aber  kein  nothwendiges  Er- 
fordemiss  für  die  Gültigkeit  der 
nachstehenden  Gleichungen  ist, 
sondern  nur  zur  Erleichterung  der 
Anschauung  dienen  soll.  In  die- 
sem Halse  sei  KLM  eine  Fläche, 
in  welcher  der  Dampf  nur  noch 
eine  dem  Drucke  der  Atmosphäre 
gleiche  Spannkraft  besitzt,  und 
seine  Strömungsgeschwindigkeit 
schon  so  gering  ist,  dass  man  die 
lebendige  Kraft  derselben  ver- 
nachlässigen kann.  Fernerwollen 
wir  noch  annehmen,  dass  die  durch 
die  Reibung  des  Dampfes  am 
Rande  der  Oeffnung  und  an  der 
Wand  des  Halses  erzeugte  Wärme 
nicht  abgeleitet  werde,  sondern  dem  Dampfe  wieder  zu  Gute 
komme. 

Um  dann  die  Wärmemenge  zu  bestimmen,  welche  dem  Dampfe 
während  der  Ausdehnun^g  mitgetheilt  werden  muss,  um  ihn  gerade 
im  gesättigten  Zustande  zu  erhalten,  wenden  wir  wieder  die  unter 
(2)  angeführte  allgemeine  Gleichung  an,  welche,  wenn  die  Wärme- 
menge in  diesem  Falle  mit  Q'  bezeichnet  wird,  lautet: 

(25)  ^  =  17,  -  Dl  +  TT, 

worin  Ui  die  Energie  ün  Anfangszustande  des  Dampfes  im  Gefasse 
und  Us  die  Energie  im  Endzustande  des  Dampfes  in  der  Fläche 
KLM  bedeutet,  und  W  die  bei  der  Ueberwindung  des  atmo- 
sphärischen Druckes  geleistete  äussere  Arbeit  darstellt. 

Die  Energie  einer  Gewichtseinheit  gesättigten  Dampfes  bei 
der  Temperatur  T  ergiebt  sich  aus  der  im  vorigen  Abschnitte 
unter  (37)  angeführten  Gleichung  für  (7,  wenn  wir  darin  m  =  Jlf 
=  1  setzen,  nämlich: 


Clanains,  moch.  Wlbmetheorl«.    I. 


16 
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Wenn  wir  hierin  für  T  zuerst  den  Anüangswerth  Ti  und  zugleich 

für  p,  -T^  und  q   die  zu  dieser  Temperatur  gehörigen  Werthe 

setzen,  welche  letzteren  wir  damit  bezeichnen  wollen,  dass  wir  die 
allgemeinen  Symbole  mit  dem  Index  1  versehen,'  und  wenn  wir 
darauf  ebenso  mit  dem  Endwerthe  T^  der  Temperatur  verfahren, 
und  dann  die  so  gewonnenen  beiden  Gleichungen  von  einander  ab- 
ziehen, so  erhalten  wir: 


(26) 


1*1 


1  — 


—  Pl 


1  — 


pi  "I 


Die  äussere  Arbeit,  welche  darin  besteht,  dass  bei  der  Aus- 
dehnimg  von  dem  Volumen  Si  bis  zum  Volumen  s,  der  atmo- 
sphärische Druck  p^  überwunden  wird,  bestimmt  sich  durch  die 
Gleichung: 

W  =  p9  (Si  —  Si). 

Dem  hierin  befindlichen  Ausdrucke  wollen  ynr  noch  eine  andere 
Form  geben.  Wir  bezeichnen,  wie  in  Abschnitt  VI.,  die  Differenz 
8  —  (5,  worin  ö  das  specifische  Volumen  der  Flüssigkeit  bedeutet, 
mit  u  und  setzen  daher:  $  =^  u  -j-  6.    Dadurch  erhalten  wir: 

Hierin  führen  wir  femer  für  u  den  Ausdruck  ein,  welcher  sich  aus 
der  Gleichung  (13)  des  Abschnittes  VL  ergiebt,  wodurch  wir 
erhalten: 


(27)        W  =  p, 


^»(dl),    ^^{di\ 


+ Ä  (<^« — <Ji)- 


Indem  wir  die  in  (26)  und  (27)  gegebenen  Werthe  von  U^  —  Ui 
und  W  in  (25)  einsetzen,  gelangen  wir  zu  der  Gleichung : 


(28) 


Ti 


+  Pi  (<fl  —  <fl)' 


(Pl—Pi) 


Hierin  ist  die  Wärme  in  mechanischem  Maasse  ausgedrückt     Um 
sie  in  gewöhnlichem  Wärmemaasse  auszudrücken,  haben  wir  die 
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rechte  Seite  durch  E  zu  dividiren ,  wobei  wir,  wie  früher ,  setzen 
wollen: 


C 


9 


f' 


Zagldch  wollen  wir,  da  tf  eine  kleine  Grösse  ist  und  sich  sehr 
wenig  ändert,  die  Grössen  -jy,  und  tfj,  —  6^  vernachlässigen.  Dann 
ehalten  wir: 

(29)         Q!  =  fcdT +r,-r,  +  _^(p,_jp,), 

'^  H^X 

welche  Gleichung  zur  numerischen  Berechnung  von  Q'  geeignet 
ist,  da  in  ihr  nur  Grössen  vorkommen,  welche  für  eine  beträcht- 
liche Anzahl  von  Flüssigkeiten  experimentell  bestimmt  sind 
Für  Wasser  ist  nach  Regnault: 

c  +  |J  =  0-305, 
und  somit: 

cdT  -f  r,  -ri  =  —  0-305  (Ti  -  T^), 

Ti 

und  auch  die  im  letzten  Gliede  der  Gleichung  (29)  vorkommenden 
Grössen  sind  hinlänglich  bekannt,  so  dass  die  ganze  Rechnung 
leicht  ausgeführt  werden  kann.  Nimmt  man  z.  B.  den  anfanglichen 
Druck  wieder  zu  5  oder  10  Atmosphären  an,  so  kommt: 

Q'  resp.  =  19*5  oder  =  17*0  Wärmeeinh. 

Da  Q^  eine  positive  Grösse  ist,  so  folgt,  dass  auch  in  diesem 
Falle  dem  Dampfe  Wärme  nicht  entzogen,  sondern  mitgetheilt  wer- 
den muss,  wenn  sich  nicht  ein  Theil  desselben  niederschlagen  soll, 
was  dann  nicht  bloss  an  der  Ausströmungsö£Fhung,  sondern  eben 
so  gut  auch  im  Innern  des  Gefässes  geschehen  würde.  Die  Quan- 
tität dieses  niedergeschlagenen  Dampfes  würde  aber  geringer  sein, 
als  im  ersten  Falle,  weil  Q  geringer  ist  als  Q. 

Es  kann  vielleicht  auffallen,  dass  die  vorstehenden  Gleichungen 
für  den  anfänglichen  Druck  von  5  Atmosphären  eine  grössere 
Wärmemenge  angeben,  als  für  den  von  10  Atmosphären.  Das 
kommt  aber  daher,  dass  bei  5  Atmosphären  Druck  das  Volumen 
des  Dampfes  schon  so  gering  ist,  und  bei  einer  Druckvermehrung 
bis  zu  10  Atmosphären  nur  noch  um  einen  so  kleinen  Raum  ab- 

16* 


K 
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nimmt,  dass  die  dadurch  bedingte  Vermehrung  der  Arbeit  beim 
Ausströmen  überwogen  wird  Ton  dem  Ueberschusse  der  freien 
Wärme  des  ISO-S^  warmen  Dampfes  über  die  des  152-2o  warmen. 
Wir  wenden  uns  nun  endUch  zu  dem  dritten  im  Eingange 
dieses  Paragraphen  erwähnten  Falle,  wo  ausser  dem  Dampfe  auch 
Flüssigkeit  in  dem  Gefässe  enthalten  ist.  Das  Gefäss  AB  CD, 
Fig.  23,  sei  bis  EF  mit  Flüssigkeit  und  von  da  ab  mit  Dampf 

gefüllt.  P  Q  sei  die  Ausströmungs- 

^^^'  ^-  Öffnung,  und  diese  sei,  wie  schon 

h  im    vorigen   Falle    angenommen 

wurde,  mit  einem  erweiterten  Halse 
PQKM  versehen,  um  die  Aus- 
breitung des  Dampfstromes  regel- 
mässiger zu  machen.  Die  Flüssig-  . 
keit  werde  durch  irgend  eine 
Wärmequelle  constant  auf  der 
Temperatur  2\  erhalten,  so  dass 
sie  fortwährend  den  ausströmen- 
den Dampf  durch  neu  entwickelten 
ersetze,  und  der  ganze  Ausströ- 
mungszustand stationär  sei. 

Der  zuletzt  erwähnte  Um- 
stand bildet  einen  wesentlichen 
Unterschied  dieses  Falles  von  dem 
vorigen.  Der  Druck,  welchen  der  neu  entstehende  Dampf  auf  den 
schon  vorhandenen  ausübt,  thut  während  des  Ausströmens  eine 
Arbeit,  welche  als  negative  äussere  Arbeit  mit  in  Rechnung  gebracht 
werden  muss. 

Es  stelle  GHJ  eine  Fläche  dar,  in  welcher  der  hindurch- 
gehende Dampf  noch  durchweg  die  Expansivkraft  pi,  die  Tempe- 
ratur 7i  und  das  specifische  Volumen  $i  hat,  welche  im  Inneren  des 
Gefasses  stattfinden ,  und  mit  welchen  auch  der  neue  Dampf  sich 
entwickelt  KLM dagegen  stelle  eine  Fläche  dar,  in  welcher  der  hin- 
durchgehende Dampf  schon  durchweg  die  dem  atmosphärischen 
Drucke  gleiche  Expansivkraft  p^  hat.  Die  Strömungsgeschwindig- 
keit nehmen  wir  in  den  beiden  Flächen  als  so  klein  an,  dass  ihre 
lebendige  Kraft  vernachlässigt  werden  kann.  Auf  dem  Wege  von 
der  einen  Fläche  zur  anderen  soll  dem  Dampfe  fortwährend  so 
viel  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  werden,  wie  nöthig  ist,  da- 
mit er  vollständig  dampfförmig  und  gerade  gesättigt  bleibe,  und 


£ 


] 


p 


B 
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also  in  der  Fläche  £XrJlf  die  dem  Drucke  p^  entsprechende  Tempe- 
ratur Tj  (nämlich  die  Siedetemperatur  der  Flüssigkeit)  und  das 
dazu  gehörige  specifische  Volumen  s^  habe.  Es  fragt  sich  nun,  wie 
gross  die  zu  diesem  Zwecke  erforderliche  Wärmemenge  Q"  für 
die  Gewichtseinheit  des  ausströmenden  Dampfes  ist. 

Zur  Bestimmung  derselben  können  wir  so  verfa^hren ,  wie  im 
vorigen  Falle,  nur  dass  wir  für  die  äussere  Arbeit  einen  anderen 
Werth  zu  setzen  haben.  Dieser  Werth  ist  die  DiflFerenz  zwischen 
der  Arbeit,  welche  in  der  Fläche  GHJ  geschieht,  durch  welche 
unter  dem  Drucke  pi  das  Dampfvolumen  Si  strömt,  und  der, 
welche  in  der  Fläche  KLM  geschieht,  durch  welche  unter  dem 
Drucke  p2  das  Dampfvolumen  $2  strömt  Er  wird  also  durch  die 
Gleichung 

Tr  =  i>2Sa  —  PiSi 
bestimmt    Setzen  wir  hierin  wieder: 

s  =3  ti  4-  ^  =  — ^ h  ^j 

so  kommt: 

Bilden  wir  nun  für  Qf'  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form  (25) 
und  setzen  darin  für  TJ^—Vi  den  unter  (26)  gegebenen  Ausdruck 
und  für  W  den  eben  gefundenen  Ausdruck,  so  heben  sich  die 
Hauptglieder  des  letzteren  gegen  entsprechende  im  ersteren  vor- 
kommende Glieder  auf,  und  es  bleibt: 

(31)  Qf'  =  f(c^ p^dT  +  Q2-  Qi  +  P^^^-Pi<iv 

Aendem  wir  diese  Gleichung  noch  in  der  Weise  um,  dass  sie  sich 
nicht  auf  mechanisches,  sondern  auf  gewöhnUches  Wärmemaass 
bezieht,  und  vernachlässigen  dabei  die  Glieder,  welche  6  enthalten, 
so  gelangen  wir  zu  der  einfachen  Gleichung: 

(32)  Q^'  =  J^cdT+r^-r,. 

n 
Für  Wasser  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Gestalt  an : 

^'  =  —  0-305  (Ti  —  T3), 
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und  wenn  man  hieraus  wieder  die  Zahlenwerthe  von  Q[*  für  einen 
anfängUchen  Druck  von  5  oder  10  Atmosphären  berechnet,  so  er- 
hält man: 

^'  resp.  =  —  15-9  oder  =  —  24*5  Wärmeeinh 

Aus  dem  Umstände,  dass'  die  Werthe  von  ^  negativ  sind, 
folgt,  dass  in  diesem  Falle  dem  Dampfe  nicht  Wärme  mitgetheilt, 
sondern  enifsogen  werden  muss.  Wenn  diese  Wärmeentziehung  bis 
zu  der  betrachteten  Stelle  nicht  hinlänglich  stattfindet,  so  ist  der 
Dampf  dort  wärmer  als  100^  und  somit  überhitzt  Dabei  ist  aber 
natürlich  vorausgesetzt,  dass  durch  die  erste  Fläche  GHJ  nur 
Dampf  geht,  dass  also  nicht,  wie  es  bei  starker  Dampf entwickelung 
vorkommen  kann,  mechanisch  mit  fortgerissene  FlüssigkeitstheUchen 
den  Dampf  begleiten; 


ABSCHNITT  XL 


Anwendung  der  mechanisolien  Wärmetlieorie  auf  die 

DampfinaBohine. 

§.  1.    Nothwendigkeit  einer  neuen  Behandlung  der 

Dampfmaschine. 

Da  die  veränderten  Ansichten  über  das  Wesen  und  das  Ver- 
halten der  Wärme,  welche  unter  dem  Namen  der  „mechanischen 
Wärmetheorie^  zusammengefasst  werden,  in  der  bekannten  That- 
Sache,  dass  sich  die  Wärme  zur  Hervorbringung  von  mechanischer 
Arbeit  anwenden  lässt,  ihre  erste  Anregung  gefunden  haben,  so 
durfte  man  im  Voraus  erwarten ,  dass  die  so  entstandene  Theorie 
duch  umgekehrt  wieder  dazu  beitragen  müsse,  diese  Anwendung 
der  Wärme  in  ein  helleres  Licht  zu  stellen.  Besonders  mussten 
die  durch  sie  gewonnenen  allgemeineren  Gesichtspunkte  es  mög- 
lich machen,  ein  sicheres  Urtheil  über  die  einzelnen  zu  dieser  An- 
wendung dienenden  Maschinen  zu  fallen,  ob  sie  schon  yollkommen 
ihren  Zweck  erfüllen,  oder  ob  und  inwiefern  sie  noch  der  Vervoll- 
kommnung fähig  sind. 

Zu  diesen  für  alle  thermodynamischen  Maschinen  geltenden 
Gründen  konmien  für  die  wichtigste  unter  ihnen,  die  Dampf- 
maschine^ noch  einige  besondere  Gründe  hinzu,  welche  dazu  auffor- 
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dem ,  sie  einer  emeuerteq ,  von  der  mechanischen  Wärmetheorie 
geleiteten  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Es  haben  sich  nämlich 
gerade  für  den  Dampf  im  Maximum  der  Dichte  aus  dieser  Theorie 
einige  wesentliche  Abweichimgen  von  den  früher  als  richtig  ange- 
nommenen oder  wenigstens  in  den  Rechnungen  angewandten  Ge- 
setzen ergeben. 

Ich  brauche  in  dieser  Beziehung  nur  an  zwei  in  Abschnitt  VI. 
abgeleitete  Resultate  zu  örinnem. 

Während  in  den  meisten  früheren  Schriften  über  die  Dampf- 
tnaschinentheorie,  unter  anderen  in  dem  vortreflFlichen  Werke  von 
fde  Pambour,  der  Watt'sche  Satz  zu  Grunde  gelegt  ist,  dass 
gesättigter  Dampf,  welcher  sich  in  einer  für  Wärme  undurchdring- 
lichen Hülle  befindet,  bei  Volumenändenmgen  immer  gerade  Dampf 

•  vom  Maximum  der  Dichte  bleibe,  und  in  einigen  späteren,  (nach 
Veröffentlichung   der  Regnault^schen  Versuche  über  die  Ver- 

1  dampfungswärme  des  Wassers  bei  verschiedenen  T.emperaturen  er- 
schienenen) Schriften  sogar  die  Annahme  gemacht  ist,  dass  der 
Dampf  bei  der  Zusammendrückung  sich  theilweise  niederschlage 

1  und  bei  der  Ausdehnung  sich  weniger  Ubkühle,  ab  der  Dichtig- 

'  keitsabnahme  entspreche,  und  daher  in  den  überhitzten  Zustand 
übergehe,  ist  in  Abschnitt  VI.  nachgewiesen,  dass  der  Dampf  ein 
von  der  ersten  Annahme  abweichendes  und  der  zweiten  Annahme 
sogar  gerade  entgegengesetztes  Verhalten  zeigen  muss,  dass  er 
nämlich  bei  der  Zusammendrückung  überhitzt  werden  und  bei  der 
Ausdehnung  sich  theilweise  niederschlagen  muss. 

Während  femer  in  jenen  Schriften  zur  Bestimmung  des 
Volumens  einer  Gewichtseinheit  gesättigten  Dampfes  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  in  Ermangelung  genauerer  Eenntniase 
die  Annahme  gemacht  wurde,  dass  der  Dampf  selbst  im  Mfi.Tiwinm 
der  Dichte  noch  dem'  Mariott  ersehen  und  Gay-Lussac'schen 
Gesetze  folge,  ist  in  Abschnitt  VI.  gezeigt,  dass  er  von  diesen  Gre- 
setzen  beträchtlich  abweicht. 

Diese  beiden  Umstände  sind  natürlich  von  wesentlichem  Ein- 
flüsse auf  die  Dampfinenge,  welche  während  jedes  Hubes  aus  dem 
Kessel  in  den  Gylinder  strömt,  und  auf  das  Verhalten  dieses 
Dampfes  während  der  Expansion,  und  man  sieht  leicht,  dass  schon 
sie  allein  es  nöthig  machen,  die  Arbeit,  welche  eine  gegebene 
Dampf  menge  in  der  Maschine  leistet,  in  anderer  Weise,  als  bisher, 
zu  berechnen. 


Dampfbiaschiueutheorie. 


§.  2.    Gang  der  DampfmaBcbine. 

Um  die  Reihe  von  Vorgängen,  welche  zum  Gange  einer  Dampf- 
maschine mit  Condeasator  gehören,  in  überBichtlicher  Weise  dar- 
zustellen, und  recht  angeniallig  zu  zeigen,  dass  sie  einen  Ereis- 
process  bilden,  welcher  sich  in  gleicher  Weise  fortwährend  wieder- 
holt, habe  ich  die  nebenstehende  schematische  Fig.  24.  entworfen. 
A  stellt  den  Dampfkessel  vor,  dessen  Inhalt  durch  die  Wärmequelle 
Fig.  24.  ituf    der     constanten 

Temperatur  T,  erhal- 
ten wird.  Aus  diesem 
tritt  ein  Theil  des 
Dampfes  in  den  Cy lin- 
der B,  und  treibt  den 
Stempel  ein  gewisses 
Stück  in  die  Höhe. 
Dann  wird  der  Cylin- 
der  Tom  Dampfkessel 
abgeschlossen,  und  der 
in  ihm  enthaltene 
Dampf  treibt  den  Stem- 
pel, dtirch  Expansion 
noch  höher.  Darauf 
•  wird  der  Cylinder  mit 

dem  Räume  C  in  Verbindong  gesetzt,  welcher  den  Condensator 
TorBtellen  soll  Von  diesem  soll  angenommen  werden,  dass  er  nicht 
durch  eingespritztes  Wasser,  sondern  durch  Abkühlung  von  aussen 
kalt  erhalten  werde ,  -vtm  Jceinen  wesentlichen  Unterschied  in  den 
Resultaten  hervorbringt,  aber  die  Betrachtung  vereinfacht.  Die 
coDstante  Temperatur  des  Condensators  möge  Tg  heissen.  Wäh- 
rend der  Verbindung  des  Gylinders  mit  dem  Condensator  geht  der 
Stempel  den  ganzen  vorher  durchlanfenen  Weg  wieder  zurlick,  und 
dadurch  vrixd  aller  Dampf,  welcher  nicht  gleich  von  selbst  in  den 
Condensator  strömte,  in  diesen  hineingetrieben,  und'schlägt  sich 
hier  nieder.  Es  kommt  nun  noch,  um  den  Cyclus  von  Operatio- 
nen zu  vollenden,  darauf  an,  die  durch  den  Dampfniederschlag 
entstandene  Flüssigkeit  in  den  Kessel  zurückzuschaffen.  Dazu 
dient  die  kleine  Pumpe  Z>,  deren  Gang  so  regulirt  wird,  dass  sie 
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beim  Aufgange  des  Stempels  gerade  so  viel  Flüssigkeit  aus  dem 
Condensator  aufsaugt,  wie  durch  den  oben  erwähnten  Dampfiiie- 
derschlag  in  ihn  hineingekommen  ist,  und  diese  Flüssigkeitsmenge 
wird  dann  beim  Niedergange  des  Stempels  in  den  Kessel  zurück- 
gepresst  Wenn  sie  sich  hier  wieder  bis  zur  Temperatur  Ti  er- 
wärmt hat,  so  befindet  sich  Alles  wieder  im  Anfangszustande,  und 
dieselbe  Reihe  von  Vorgängen  kann  von  Neuem  beginnen.  Wir 
haben  es  also  hier  mit  einem  vollständigen  Kreisprocesse  zu  thun. 
'  Bei  den  gewöhnlichen  Dampfmaschinen  tritt  der  Dampf  nicht 
bloss  von  Einer,  sondern  abwechselnd  von  beiden  Seiten  in  den 
Gylinder.  Dadurch  entsteht  aber  nur  der  Unterschied,  dass  wäh- 
rend eines  Auf-  und  Niederganges  des  Stempels  statt  Eines  Ereis- 
processes  deren  zwei  stattfinden,'  und  es  genügt  auch  in  diesem 
Falle,  für  Einen  derselben  die  Arbeit  zu  bestimmen,  um  daraus 
die  während  irgend  einer  Zeit  im  Ganzen  gethane  Arbeit  ableiten 
zu  können. 

Eine  Dampfmaschine  ohne  Condensator  kann  man  sich,  wenn 
man  nur  annimmt,  dass  sie  mit  Wasser  von  100<^  gespeist  werde, 
durch  eine  Maschine  mit  einem  Condensator,  dessen  Temperatur 
100®  ist,  ersetzt  denken. 


§.  3.    Vereinfachende  Bedingungen. 

Zur  Ausführung  der  beabsichtigten  Bestimmung  wollen  wir, 
wie  es  auch  sonst  zu  geschehen  pflegt,  den ^Cy linder  als  eine  für 
Wärme  undurchdringliche  Hülle  betrachten,  indem  wir  den  wäh- 
rend eines  Hubes  stattfindenden  Wärmeaustausch  zwischen  den 
Cylinderwänden  und  dem  Dampfe  vernachlässigen. 

Die  im  Gylinder  befindliche  Masse  kann  immer  nur  aus  Dampf 
im  Maximum  der  Dichte  mit  etwas  beigemischter  Flüssigkeit  be- 
stehen. Es  ist  nämlich  aus  den  Entwickelungen  des  Abschnittes  VI. 
ersichtlich,  dass  der  Dampf  bei  der  nach  dem  Abschlüsse  vom 
Kessel  im  Cylinder  stattfindenden  Ausdehnung,  wenn  ihm  dabei 
von  aussen  keine  Wärme  zugeführt  wird,  nicht  in  den  überhitzten 
Zustand  übergehen  kann,  sondern  sich  vielmehr  zimi  Theil  nieder- 
schlagen muss,  und  bei  anderen  weiter  unten  zu  erwähnenden 
Vorgängen,  welche  allerdings  eine  geringe  Ueberhitzung  zur  Folge 
haben  könnten,  wird  sie  dadurch  verhindert,  dass  der  Dampf 


Dampfmaschinentheorie.  25 1 

Einströmen  inunef  etwas  tropfbare  Flüssigkeit  mit  in  den  Gylindor 
reisst,  und  mit  dieser  in  Berührung  bleibt 

Die  Menge  dieser  dem  Dampfe  beigemischten  Flüssigkeit  ist 
nicht  bedeutend,  und  da  sie  grösstentheils  in  feinen  Tröpfchen 
durch  den  Dampf  verbreitet  ist,  und  daher  SQhnell  an  den  Tem- 
j[>eraturänderungen ,  welche  der  Dampf  während  der  Ausdehnung 
erleidet,  theünehmen  kann,  so  wird  man  keine  erhebliche  Unge- 
nauigkeit  begehen,  wenn  man  in  der  Rechnung  für  jeden  bestimm- 
ten Zeitpunkt  die  Temperatur  der  ganzen  im  Gylinder  befindlichen 
Masse  als  gleich  betrachtet. 

Femer  wollen  Vir,  um  die  Formeln  nicht  von  vgr^i  herein  zu 
complicirt  zumachen,  zunächst  die  ganze  Arbeit  bestimmen,  welche 
von  dem  Dampfdrucke  gethan  wird,  ohne  darauf  Bücksicht  zu 
nehmen,  wieviel  von  dieser  Arbeit  wirklich  nutzbar  wird,  und  wie- 
viel dagegen  in  der  Maschine  selbst  zur  Ueberwindung  der  Bei- 
bungen,  und  zur  Bewegung  der  Pumpen,  welche  ausser  der  in  der 
Figur  angedeuteten  zum  Betriebe  der  Maschine  noch  nöthig  sind, 
wieder  verbraucht  wird.  Dieser  Theil  der  Arbeit  lässt  sich  auch 
nachträglich  noch  bestimmen  und  in  Abzug  bringen,  wie  weiter 
unten  gezeigt  werden  soll. 

In  Bezug  auf  die  Reibung  des  Stempels  im  Gylinder  ist  übri- 
gens zu  bemerken,  dass  die  zu  ihrer  Ueberwindung  verbrauchte 
Arbeit  nicht  ganz  als  verloren  zu  betrachten  ist  Durch  diese 
Reibung  wird  nämUch  Wärme  erzeugt,  und  dadurch  wird  das  In- 
nere des  CyUnders  wärmer  erhalten,  als  es  sonst  sein  würde,  und 
somit  die  Kraft  des  Dampfes  vermehrt 

'  Endlich  wollen  wir,  da  es  zweckmässig  ist,  zunächst  die  Wir- 
kungen einer  möglichst  vollkommenen  Maschine  kennen  zu  lernen, 
bevor  der  Einfluss  der  einzelnen  in  der  Wirklichkeit  vorkommen- 
den UnvoUkommenheiten  untersucht  wird,  bei  dieser  vorläufigen 
Betrachtung  noch  zwei  Voraussetzungen  hinzufugen,  welche  weiter- 
hin wieder  aufgegeben  werden  sollen.  Nämlich  erstens^  dass  der 
Zuleitungscanal  vom  Dampfkessel  zum  Gylinder  und  der  Ablei- 
tungscanal  vom  Gylinder  zimi  Gondensator  oder  zur  Atmosphäre 
so  weit  seien,  oder  der  Gang  der  Dampfinaschine  so  langsam  sei, 
dass  der  Druck  in  dem  mit  dem  Kessel  in  Verbindung  stehenden 
Theile  des*  Gylinders  gleich  dem  im  Kessel  selbst  stattfindenden, 
und  ebenso  der  Druck  auf  der  anderen  Seite  des  Stempels  gleich 
dem  Drucke  im  Gondensator  oder  dem  atmosphärischen  Drucke  zu 
setzen  sei,  und  zweitens^  dass  kein  schädlicher  Raum  vorhanden  sei. 
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§.  4.    Bestimmung  der  während  eines  Hubes  gethanen 

Arbeit 

Unter  den  vorher  genannten  Umständen  lassen  sich  die  wäh- 
rend eines  einem  Hube  entsprechenden  Ereisprocesses  gethanen 
Arbeitsgrössen  mit  Hülfe  der  in  Abschnitt  VI.  gewonnenen  Resultate 
ohne  weitere  Rechnung  hinschreiben,  und  geben  als  Summe  einen 
einfachen  Ausdruck. 

Die  ganze  bei  einem  Aufgange  des  Stempels  aus  dem  Kessel 
in  den  Gy]^iider  tretende  Masse  heisse  Jlf,  und  davon  sei  der 
Theil  f»!  dampiFörmig  und  der  Theil  M  —  mi  tropfbar  flüssig. 
Der  Raum,  welchen  diese  Masse  einnimmt,  ist,  wenn  Ui  den  zu  T| 
gehörigen  Werth  von  u  bedeutet,  ö  dagegen  als  constant  behandelt 
und  daher  ohne  Index  gelassen  wird,  gleich  der  Summe: 

miUi  -|-  M6. 
Der  Stempel  wird  also  so  weit  gehoben ,  dass  dieser  Raum  unter 
ihm  frei  wird ,  und  da  dieses  unter  der  Wirkung  des  zu  Ti  gehö- 
rigen Druckes  pi  geschieht,  so  ist  die  während  dieses  ersten  Vor- 
ganges gethane  Arbeit,  welche  Wi  heisse: 

(1)  Wi  =  miuipi  +  Mdpi, 

Die  nun  folgende  Expansion  werde  so  weit  fortgesetzt,  bis  die 
Temperatur  der  im  Cylinder  eingeschlossenen  Masse  von  dem 
Werthe  Ti  bis  zu  einem  zweiten  gegebenen  Werthe  T^  herabge- 
sunken ist  Die  hierbei  gethane  Arbeit,  welche  W^  heisse,  ergiebt 
sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (62)  des  Abschnittes  VI.,  wenn 
darin  als  Endtemperatur  T^  genommen,  und  auch  für  die  anderen 
in  der  Gleichung  vorkommenden  Grössen  die  entsprechenden 
Werthe  gesetzt  werden,  nämlich: 

(2)  Wi  =  mi  (Qi  —  u,pi)  -nh(Q,-  u,p,)  +  MC(Ti  -  T,). 
Bei  der  hierauf  beginnenden  Herabdrückung   des  Stempels 

wird  die  Masse,  welche  zu  Ende  der  Ausdehnung  den  Raum 

einnahm,  aus  dem  Cylinder  in  den  Condensator  getrieben,  wobei 
der  constante  Gegendruck  j)o  zu  überwinden  ist.  Die  dabei  von 
diesem  Drucke  gethane  negative  Arbeit  ist: 

(3)  1^8  =  —  fih^Po  —  Möpo- 

Während  nun  der  Stempel  der  kleinen  Pumpe  so  weit  in  die 
Höhe  geht,  dass  unter  ihm  der  Raum  Jfö  frei  wird,  wirkt  der  im 
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Condetisator  stattfindende  Druck  po  fördernd,  und  thut  die  Ar- 
beit: 

(4)  W^  =  M6po. 

Beim  Heruntergange  dieses  Stempels  endlich  muss  der  im 
Kessel  stattfindende  Druck  pi  überwunden  werden,  und  thut  daher 
die  negative  Arbeit: 

(5)  TF5  =  -  Möp,. 

Durch  Addition  dieser  fünf  Grössen  erhält  man  für  die  ganze 
während  des  Kreisprocesses  von  dem  Dampfdrucke,  oder,  wie  man 
auch  sagen  kann,  von  der  Wärme  gethane  Arbeit,  welche  W 
heisse,  den  Ausdruck: 

(6)  TT  =  wipi  —  w,p3  +  MC(T^  -  Ta)  +  ^^  (P^  -Po)- 
Aus  dieser  Gleichung  muss  noch  die  Grösse  m^  eliminirt  wer- 
den.   Diese  Grösse  kommt,  wenn  man  füruj  den  aus  Gleichung  (13) 
Abschnitt  VI.  hervorgehenden  Werth 

setzt,  nur  in  der  Verbindung  tn^Q^  vor,  und  für  dieses  Product 
giebt  die  Gleichung  (55)  jenes  Abschnittes,  wenn  man  darin  g  und 
C  statt  r  und  c  einführt,  den  Ausdruck : 

T  T 

Durch  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  erhält  man  eine  Gleichung, 
in  welcher  auf  der  rechten-  Seite  nur  noch  bekannte  Grössen  vor- 
kommen, denn  die  Massen  M  und  m^  und  die  Temperaturen  Ti, 
Tg  und  To  werden  als  unmittelbar  gegeben  angenonmien ,  und  die 

Grössen  (>,  p  und  -^  werden  als  Functionen  der  Temperatur  als 

bekannt  vorausgesetzt. 


§.  5.    Specielle  Formen  des  vorigen  Ausdruckes. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  T^  =  2\  setzt,  so  erhält  man 
die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  die  Maschine  ohne  Expansion  arbeitet, 
nämlich: 

(7)  W  =  m,u,{p,^p,). 
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Will  man  dagegen  die  Annahme  machen,  dass  die  Expansion 
80  weit  getrieben  werde,  bis  der  Dampf  sich  durch  die  Ausdeh- 
nung von  der  Temperatur  des  Kessels  bis  zu  der  des  Gonden- 
sators  abgekühlt  habe,  was  freilich  vollständig  nicht  ausfuhrbar  ist, 
aber  doch  den  Grenzfall  bildet,  dem  man  sich  so  weit  wie  möglich 
nähern  muss,  so  braucht  man  nur  T^  =  Tq  zu  setzen,  wodurch 
man  erhält: 

(8)  W  =  n^Q,-moQo  +  MC{T^  -  To). 

Wenn  man  hieraus  noch  m^  Qq  mittelst  der  vorher  angeführten 
Gleichung,  in  welcher  auch  T^  =  Tq  zu  setzen  ist,  eliminirt,  so 
kommt: 

(9)  W  =  nhQi^'^J'  ^  M  C  (t,  -  To -[- T,  log  ^y 


§.  6.    UnvoUkommenheiten  in  der  Ausführung  der 

Dampfmaschinen. 

Bei  allen  wirklich  ausgeführten  Dampfinaschinen  bleibt  die 
Expansion  weit  hinter  dem  im  vorigen  Paragraphen  zuletzt  be- 
sprochenen Maximum  zurück.  Nimmt  man  z.  B.  die  Temperatur 
des  Kessels  zu  150®  und  die  des  Condensators  zu  50^  an,  so  müsste 
die  Expansion,  um  die  Temperatur  des  Dampfes  im  Cylinder  bis 
zur  Condensatortemperatur  zu  erniedrigen,  gemäss  der  iü  Ab- 
schnitt VI.  §.13  gegebenen  Tabelle  bis  zum  26-fachen  des  ursprüng- 
lichen Volumens  fortschreiten.  In  der  Wirklichkeit  lässt  man  sie 
aber,  wegen  mancher  bei  grosser  Expansion  eintretender  Uebel- 
stände,  gewöhnlich  nur  bis  zum  3-  oder  4-fachen  und  höchstens 
bis  zum  10-facben  Volumen  gehen,  was  bei  einer  Anfangstempe- 
ratur von  150®,  nach  der  erwähnten  Tabelle,  einer  Temperatur- 
emiedrigung  bis  etwa  100^  und  höchstens  bis  75<^,  statt  bis  50<>, 
entspricht 

Ausser  dieser  Unvollkommenheit,  welche  in  den  obigen  Rech- 
nungen schon  mit  berücksichtigt  und  in  der  Gleichung  (6)  mit 
einbegriffen  ist,  leidet  die  Dampfinaschine  noch  an  anderen  Un- 
Vollkommenheiten, von  denen  zwei  oben  ausdrücklich  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen  wurden,  nämlich  erstens  die,  class  der 
Druck  des  Dampfes  im  einen  Theile  des  Cylinders  geringer  als  itu 
Kessel,,  und  im  anderen  Theile  grösser  als  im  Candensator  ts^,  und 
zweitens  das  Vorhandensein  des  schädlichen  Baumes. 
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Wir  müssen  daher  die  früheren  Betrachtungen  jetzt  in  der 
Weise  erweitern,  dass  auch  diese  Unvollkommenheiten  mit  berück- 
sichtigt werden. 

Der  Einflttss,  welchen  die  Verschiedenheiten  des  Druckes  im 
Kessel  und  im  Gylinder  auf  die  Arbeit  ausübt ,  ist  bisher  wohl  am 
vollständigsten  in  dem  Werke  von  de  Pambour  „Theorie  des 
Machines  ä  Vapeur^  l>ehandelt,  und  es  sei  mir  gestattet,  bevor 
ich  selbst  auf  diesen  Gegenstand  eingehe,  das  Wesentlichste  jener 
Behandlungsweise,  nur  mit  etwas  anderer  Bezeichnung  und  unter 
Fortlassung  der  Grössen,  welche  sich  auf  die  Reibung  beziehen, 
hier  vorau£zuschicken,  um  leichter  nachweisen  zu  können,  inwie- 
fern sie  den  neueren  Kenntnissen  über  die  Wärme  nicht  mehr 
entepricht,  undzugleich  die  neue  Behandlungsweise,  welche  meiner 
Meinung  nach  an  ihre  Stelle  treten  muss,  daran  anzuknüpfen. 


§.  7.    Pambour's  Formeln  für  die  Beziehung  zwischen 

Volumen  und  Druck. 

Die  Grundlage  der  Pambour 'sehen  Theorie  bilden  die  bei- 
den schon  eingangs  erwähnten  Gesetze,  welche  damals  ziemlich 
allgemein  auf  den  Wasserdampf  angewandt  wurden.  Erstens  das 
Watt' sehe  Gesetz,  dass  die  Summe  der  latenten  und  freien  Wärme 
constant  seL  Aus  diesem  Gesetze  zog  man,  wie  schon  gesagt,  den 
Schluss,  dass,  wenn  ein  Quantum  Wasserdampf  im  Maximum  der 
Dichte  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  eingeschlossen 
sei,  und  der  Bauminhalt  dieser  Hülle  vergrössert  oder  verkleinert 
werde,  dabei  der  Dampf  weder  überhitzt  werde,  noch  sich  theil- 
weise  niederschlage,  sondern  gerade  im  Maximum  der  Dichte  bleibe; 
und  dieses  sollte  stattfinden,  ganz  unabhängig  davon,  in  welcher 
Weise  die  Volumenänderung  geschehe,  ob  der  Dampf  dabei  einen 
seiner  Expansivkrafb  entsprechenden  Druck  zu  überwinden  habe, 
oder  nicht  Dasselbe  Verhalten  des  Dampfes  setzte  Pambour  im 
Gylinder  der  Dampfinaschine  voraus,  indem  er  auch  von  den  Was- 
sertheilchen,  welche  in  diesem  Falle  dem  Dampfe  beigemengt 
sind,  nicht  annahm,  dass  sie  einen  merklichen  ändernden  Einfluss 
ausüben  könnten. 

Um  nun  den  Zusammenhang,  welcher  für  Dampf  im  Maximum 
der  Dichte  zwischen  Volumen  und  Temperatur  oder  Volumen  und 
Druck  besteht,  näher  angeben  zu  können,  wandte  Pambour  zwei- 
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tens  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz  auf  den 
Dampf  an..  Daraus  erhält  man,  wenn  man  das  Volumen  eines 
Kilogramm  Dampf  bei  100<>  im  Maximum  der  Dichte  nach  Gay- 
Lussac  zu  1*696  Cubikmeter  annimmt,  und  bedenkt,  dass  der  da- 
bei stattfindende  Druck  von  einer  Atmosphäre  10333  Kilogramm 
auf  ein  Quadratmeter  beträgt,  und  man  für  irgend  eine  andere 
Temperatur  t  das  Volumen  und  den  Druck  unter  Zugrundelegung 
derselben  Einheiten  mit  v  und  p  bezeichnet,  die  Gleichimg: 

/1A^  1  caa     10^33        273  +  t 

(10)  ,  =  vm.-^.^^^rr^^^ 

Hierin  braucht  man  nur  noch  für  p  die  aus  der  Spannungsreihe 
bekannten  Werthe  zu  setzen,  um  für  jede  Temperatur  das  unter 
jenen  Voraussetzungen  richtige  Volumen  berechnen  zu  können. 
Da  nun  aber  in  den  Formeln  für  die  Arbeit  der  Dämpfmaschine 

das  Integral   I pdv  eine  Hauptrolle  spielt,  so  war  es,  um  dieses 

auf  bequeme  Weise  berechnen  zu  können,  nothwendig,  eine  mög- 
lichst einfache  Formel  zwischen  v  und  p  allein  zu  haben. 

Die  Gleichungen,  welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  mit- 
telst einer  der  gebräuchlichen  empirischen  Formeln  von  p  die 
Temperatur  t  aus  der  vorigen  Gleichung  eliminiren  wollte,  würden 
zu  complicirt  ausfallen,  und  Pambour  zog  es  daher  vor,  eine  be- 
sondere empirische  Formel  für  diesen  Zweck  zu  bilden,  welcher 
er  nach  dem  Vorgange  von  Navier  folgende  allgemeine  Ge- 
stalt gab: 

<")  ^  =  FT7' 

worin  B  und  h  Constante  sind.  Diese  Constanten  suchte  er  nun 
so  zu  bestimmen,  dass  die  aus  dieser  Formel  berechneten  Volu- 
mina möglichst  genau  mit  den  aus  der  vorigen  Formel  berechneten 
übereinstimmten.  Da  dieses  aber  für  alle  bei  den  Dampfinaschinen 
vorkommenden  Druckgrössen  nicht  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 
möglich  ist,  so  berechnete  er  zwei  verschiedene  Formeln,  für 
Maschinen  mit  und  ohne  Condensator. 

Die  erstere  lautet: 
,,-   .  20000 

^       '  1200  -f-p' 

und  schliesst  sich  der  obigen  Formel  (10)  am  besten  zwischen  */s 
und  3Vs  Atmosphären  an,  ist  aber  auch  noch  in  einem  etwas  wei- 
teren Intervall,  etwa  zwischen  V,  und  5  Atmosphären  anwendbar. 


i 
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Die  zweite,  für  Maschinen  ohne  Gondensator  bestimmte,  da- 
gegen lautet: 

/UM  21232 

^^^^^  ^=3020+7* 

Sie  ist  zwischen  2  und  5  Atmosphären  am  genauesten,  und  das 
ganze  Intervall  ihrer  Anwendbarkeit  reicht  etwa  von  IVs  bis  10 
Atmosphären. 


§.  8.    Bestimmung  dex  Arbeit  während  eines  Hubes  nach 

Pambour. 

Die  von  den  Dimensionen  der  Dampfinaschine  abhängigen 
Grössen,  welche  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  in  Betracht  kom- 
men, sollen  hier,  etwas  abweichend  von  Pambour,  folgender- 
maassen  bezeichnet  werden.  Der  ganze  Raum,  welcher  während 
eines  Hubes  im  Cylinder  für  den  Dampf  frei  wird,  mit  Einschluss 
des  schädlichen  Baumes,  heisse  v\  Der  schädliche  Baum  soll  von 
dem  ganzen  Baume  den  Bruchtheil  6  bilden,  so  dass  also  der 
schädliche  Baum  durch  et/  und  der  von  der  Stempeliläche  be- 
schiiebene  Baum  durch  (1  —  6)v'  dargestellt  wird.  Femer  sei 
der  Theil  des  ganzen  Baumes,  welcher  bis  zum  Momente  des  Ab- 
schlusses des  Cylinders  vom  Dampfkessel  für  den  Dampf  frei  ge- 
worden ist,  ebenfalls  mit  Einschluss  des  schädlichen  Baumes-,  mit 
ei/  bezeichnet.  Demnach  wird  der  von  der  Stempelfläche  während 
des  Dampfzutrittes  beschriebene  Baum  durch  (e  —  s)  v'  und  der 
während  der  Expansion  beschriebene  Baum  durch  (1  —  e)  t/  aus- 
gedrückt. 

Um  nun  zunächst  die  während  des  Dampfzutrittes  gethane 
Arbeit  zu  bestinmien,  muss  der  während  dieser  Zeit  im  Cylinder 
wirksame  Druck  bekannt  sein.    Dieser  ist  jedenfalls  kleiner,  als 
der  Druck  im  Kessel,  weil  sonst  kein  Strömen  des  Dampfes  statt- 
nden  würde;  wie  gross  aber  diese  Differenz  ist,  lässt  sich  nicht 
llgemein  angeben ,  da  sie  nicht  nur  von  der  Einrichtung  der  Ma- 
hine  abhängt,  sondern  auch  davon,  wie  weit  der  Maschinist  die 
Dampüzuleitungsrohre  befindliche  Klappe  geöffidet  hat,  und  mit 
elcher  Geschwindigkeit  sich  die  Maschine  bewegt.    Durch  Aen- 
nmg  dieser  Umstände  kann  J6ne  Differenz  innerhalb   weiter 
renzen  variiren.      Auch  braucht  der  Druck  im  Cylinder  nicht 
ährend  der  ganzen  Zeit  des  Zuströmens  constant  zu  sein,  weil 

OUutin«,  meofa.  VTlimetheorie.    L  17 
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sowohl  die  Stempelgeschwindigkeit,  als  auch  die  von  dem  Ventil 
oder  dem  Schieber  frei  gelassene  Zuströmongsöfihung  Ycränder- 
lich  ist. 

In  Bezug  auf  den  letzteren  Umstand  nimmt  Pambour  an, 
dass  der  mittlere  Druck,  welcher  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit 
in  Rechnung  zu  bringen  ist,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  gleich 
demjenigen  Drucke  gesetzt  werden  könne,  welcher  zu  Ende  des 
Einströmens  im  Momente  des  Abschlusses  vom  Kessel  im  Gylin- 
der  stattfindet  Obwohl  ich  es  nicht  fiir  zweckmässig  halte,  eine 
solche  Annahme,  welche  nur  für  die  numerische  Berechnung  in 
Ermangelung  sichrerer  Data  zu  Hülfe  genommen  ist,  gleich  in  die 
allgemeinen  Formeln  mit  einzuführen,  so  muss  ich  doch  hier  bei 
der  Auseinandersetzung  seiner  Theorie  seinem  Verfahren  folgen. 

Den  im  Momente  des  Abschlusses  im  Gylinder  stattfindenden 
Druck  bestimmt  Pambour  mittelst  der  von  ihm  festgestellten 
Beziehung  zwischen  Volumen  und  Druck ,  indem  er  dabei  voraus- 
setzt, dass  die  während  der  Zeiteinheit  und  somit  auch  die  wäh- 
rend eines  Hubes  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  tretende  Dampf- 
menge durch  besondere  Beobachtungen  bekannt  ist  Wir  wollen 
dem  Früheren  entsprechend  die  ganze  während  eines  Hubes  in 
den  Cylinder  tretende  Masse  mit  Jf,  und  den  dampfförmigen  Theil 
derselben  mit  m  bezeichnen.  Da  diese  Masse,  von  welcher  Pam- 
bour nur  den  dampfförmigen  Theü  berücksichtigt,  im  Momente 
des  Abschlusses  den  Baum  ev'  ausfüllt,  so  hat  man,  wenn  man 
den  in  diesem  Momente  stattfindenden  Druck  mit  p^  bezeichnet, 
nach  Gleichung  (11): 

woraus  folgt: 

/in    \  fit  >  S  , 

(12a)  ^  p,  =  -j^  -  b. 

Multiplicirt  man  diese  Grösse  mit  dem  bis  zu  demselben 
Momente  von  der  Stempelfläche  beschriebenen  Baume  (e  — «)  t/, 
so  erhält  man  für  den  ersten  Theil  der  Arbeit  den  Ausdruck: 

(13)  Wi=mB'  ^-^^  -  t/(e  -  $)b. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  der  Druck  wälirend  der  aim 
folgenden  Expansion  ändert,  ergiebt  sich  ebenfalls  aus  der  Glei- 
chung (11).     Sei  das  veränderliche  Volumen  in  irgend 
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Momente  mit  i;  und  der  dazugehörige  Druck  mit  p  bezeichnet ,  so 
hat  man: 

p  = 6. 

Diesen  Ausdruck  muss  man  in  das  Integral  j  pdv  einsetzen,  und 

dann  die  Integration  von  v  =  evf  h\&  v  =  xl  ausführen ,  wodurch 
man  als  zweiten  Theil  der  Arbeit  erhält: 

(14)  TT,  =  mB  .  log^ v'  (1  —  c)  l. 

tJm  die  bei  dem  Rückgange  des  Stempels  von  dem  Gegen- 
drücke gethane  negative  Arbeit  zu  bestimmen,  muss  der  Gegen- 
druck selbst  bekannt  sein.  Wir  wollen,  ohne  für  jetzt  darauf  ein- 
zugehen, wie  sich  dieser  Gegendruck  zu  dem  im  Gondensator 
stattfindenden  Drucke  verhält,  den  mittleren  Gegendruck  mit  j>o 
bezeichnen,  so  dass  die  von  ihm  gethane  Arbeit  durch 

(15)  TTs  =  -  t/  (1  -  «)i>o 
dargestellt  vrird. 

Endlich  bleibt  noch  die  Arbeit  übrig,  welche  dazu  verwandt 
werden  muss,  um  die  Flüssigkeitsmenge  M  wieder  in  den  Kessel 
zurückzupressen.  Pambour  hat  diese  Arbeit  nicht  besonders 
berücksichtigt,  sondern  hat  sie  in  die  Beibung  der  Maschine  mit 
eingeschlossen.  Da  ich  sie  indessen  in  meine  Formeln,  um  den 
Cyclus  de/  Operationen  vollständig  zu  haben,  mit  aufgenommen 
habe,  so  will  ich  sie  zur  leichteren  Yergleichung  auch  hier  hinzu- 
fügen. Wie  sich  aus  den  bei  dem  früher  betrachteten  Beispiele 
aufgestellten  Gleichungen  (4)  und  (5)  ergiebt,  wird  diese  Arbeit, 
wenn  jp^  den  Druck  im  Kessel  und  p^  den  im  üondensator  bedeutet, 
im  Ganzen  durch 

(16)  ■pF4  =  --af<y(2>i-i>o) 

dargestellt.  Für  unseren  jetzigen  Fall,  wo  wir  unter  p^  nicht  den 
Druck  im  Gondensator  selbst,  sbndem  in  dem  mit  dem  Gonden- 
sator in  Verbindung  stehenden  Theile  des  Cylinders  verstehen ,  ist 
dieser  Ausdruck  freilich  nicht  ganz  genau;  da  aber  wegen  der 
Kleinheit  der  Grösse  6  der  ganze  Ausdruck  einen  so  geringen 
Werth  hat,  dass  er  kaum  Berücksichtigung  verdient,  so  können 
wir  eine  im  Verhältnisse  zu  dem  schon  kleinen  Werthe  wiederum 
kleine  Ungenauigkeit  um  so  mehr  vernachlässigen,  und  wollen  da- 
her den  Ausdruck  in  derselben  Form  auch  hier  beibehalten. 

17* 
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Durch  Addition  dieser  vier  einzelnen  Arbeitsgrössen  erhält 
man  die  ganze  während  des  Ereisprocesses  gethane  Arbeit,  nämUch: 

(17)     W  =  mB(^-^  +  %|)~t;'(l-a)(6-|-po)--af<y(Pi-l>o). 

§.  9.    Arbeit  für  die  Gewichtseinheit  Dampf  nach 

Pambour. 

Will  man  die  Arbeit  endlich  noch,  statt  auf  einen  einzelnen 
Hub,  während  dessen  die  Dampfmenge  m  wirksam  ist,  lieber  auf 
die  Gewichtseinheit  Dampf  beziehen,  so  braucht  man  den  vorigen 
Werth  nur  durch  m  zu  dividiren.    Wir  wollen  dabei  den  Bruch 

,  welcher  das  Verhältniss  der  ganzen  in  den  Cylinder  tretenden 


m 


Masse  zu  dem  dampfförmigen  Theile  derselben  darstellt,  und  so- 


t;' 


mit  etwas  grösser  als  1  ist,  mit  Z,  femer  den  Bruch  — ,  d.  h.  den 


m 


Raum,  welcher  der  Gewichtseinheit  Dampf  im  Cylinder  im  Ganzen 

W 
geboten  wird,  mit  F,  und  den  Bruch ,  oder  die  der  Gewichts- 

°  ,  m  . 

einheit  Dampf  entsprechende  Arbeit,  mit  W  bezeichnen.     Dann 
kommt: 

(18)    W=  b(^-^  +  Ugj^-Vil-B){b+p,)-l0{p,-  p,). 

In  dieser  Gleichung  kommt  nur  ein  Glied  vor,  welches  von 
dem  Volumen  V  abhängt,  und  zwar  enthält  es  V  als  Factor.  Da 
dieses  Glied  negativ  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Arbeit,  welche 
man  mittelst  einer  Gewichtseinheit  Dampf  erhalten  kann,  unter 
sonst  gleichen  Umständen  am  grössten  ist,  wenn  das  Volumen, 
welches  dem  Dampfe  im  Cylinder  geboten  wird,  möglichst  klein 
ist.  Der  kleinste  Werth  des  Volumens,  welchem  man  sich,  wenn 
man  ihn  auch  nie  ganz  erreicht,  doch  mehr  und  mehr  nahem 
kann,  ist  deijenige,  welchen  man  findet,  wenn  man  annimmt,  dass 
die  Maschine  so  langsam  gehe,  oder  der  Zuströmungscanal  so 
weit  sei,  dass  im  Cylinder  derselbe  Druck  pi  stattfinde,  wie  im 
Kessel  Dieser  Fall  giebt  also  das  Maximum  der  Arbeit  Ist  bei 
gleichem  Dampfzustrome  die  Ganggeschwindigkeit  grösser,  oder 
bei  gleicher  Ganggeschwindigkeit  der  Dampfzustrom  geringer,  so 
erhält  man  in  beiden  Fällen  mittelst  derselben  Dampfmenge  eine 
kleinere  Arbeit 
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§.  10.    Veränderung  des  Dampfes  beim  Einströmen  aus 

dem  Kessel  in  den  Gylinder. 

Bevor  wir  von  hier  aus  dazu  übergehen,  nach  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  dieselbe  Beihe  von  Vorgängen  in  ihrem  Zu- 
sammenhange zu  betrachten,  wird  es  zweckmässig  sein,  einen  der- 
selben, welcher  noch  einer  speciellen  Untersuchung  bedarf,  vorher 
einzeln  zu  behandeln,  um  die  darauf  bezüglichen  Resultate  im 
Voraus  festzustellen,  nämlich  das  Einströmen  des  Dampfes  in  den 
schädlichen  Baum  und  in  den  Cylinder^  wenn  er  hier  einen  ge- 
ringeren Druck  0u  überwinden  hai^  als  den^  mit  welchem  er  o/us  dem 
Kessel  getrieben  wird. 

Der  aus  dem  Kessel  kommende  Dampf  tritt  zuerst  in  den 
schädlichen  Baum ,  comprimirt  hier  den  vom  vorigen  Hube  noch 
vorhandenen  Dampf  von  geringer  Dichte,  und  füllt  den  dadurch 
frei  werdenden  Raum  aus,  und  wirkt  dann  drückend  gegen  den 
Stempel,  welcher,  der  Annahme  nach,  wegen  verhältnissmässig  ge- 
ringer Belastung  so  schnell  zurückweicht,  dass  der  Dampf  nicht 
schnell  genug  folgen  kann,  um  im  Gylinder  dieselbe  Dichte  zu  er- 
reichen, wie  im  Kessel. 

Unter  solchen  Umständen  müsste,  wenn  aus  dem  Kessel  ge- 
rade nur  gesättigter  Dampf  austräte ,  dieser  im  Gylinder  überhitzt 
werden,  indem  die  lebendige  Kraft  der  Einströmungsbewegung 
sich  hier  in  Wärme  verwandelt;  da  aber  der  Dampf  etwas  fein 
vertheiltes  Wasser  mit  sich  fuhrt,  so  wird  von  diesem  ein  Theil 
durch  die  überschüssige  Wärme  verdampfen,  und  dadurch  der 
übrige  Dampf  im  gesättigten  Zustande  erhalten  werden. 

Wir  müssen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen:  wenn  erstens  der 
Anfangszustand  der  ganzen  in  Betracht  kommenden  Masse^  sowohl 
der  schon  vorher  im  schädlichen  Baume  befindlichen^  als  auch  der 
aus  dem  Kessel  neu  hinzukommenden,  fernher  die  Grösse  der  Arbeit^ 
welche  während  des  Uinströmens  von  dem  auf  den  Stempel  wirken- 
den Drucke  gethan  wird^  und  endlich  der  Drucke  welcher  im 
Momente  des  Abschlusses  vom  Kessel  im  Gylinder  stattfindet,  ge- 
geben sind,  dann  zu  bestimmen,  wieviel  von  der  im  Cylinder  befind- 
lichen Masse  in  diesem  Momente  dampfförmig  ist. 

Die  vor  dem  Einströmen  im  schädlichen  Räume  befindliche 
Masse,  von  welcher  der  Allgemeinheit  wegen  angenommen  werden 
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soll,  dass  sie  theils  flüssig,  theils  dampfförmig  sei,  heisse  ft  and 
der  davon  dampfförmige  Theil  fCo«  Dör  Druck  dieses  Dampfes  und 
die  dazugehörige  absolute  Temperatur  mögen  vorläufig  mit  p^  und 
Tq  bezeichnet  werden,  ohne  dass  damit  gesagt  sein  soll,  dass  dieses 
genau  dieselben  Werthe  seien,  welche  auch  für  den  Condensator 
gelten.  Der  Druck  und  die  Temperatur  im  Kessel  sollen  wie 
früher  pi  und  Ti,  die  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  strömende 
Masse  M  und  der  davon  dampfförmige  Theil  fiti  heissen«  Der 
während  des  Einströmens  auf  den  Stempel  ausgeübte  Druck 
braucht,  wie  schon  erwähnt,  nicht  constant  zu  sein.  Wir  wollen 
denjenigen  Druck  den  mittleren  nennen  und  mit  p'i  bezeichnen, 
mit  welchem  der  von  der  Stempelfläche  während  der  Zeit  des  Ein- 
strömens beschriebene  Raum  multiplicirt  werden  muss,  um  die- 
selbe Arbeit  zu  erhalten ,  welche  von  dem  veränderlichen  Drucke 
gethän  wird.  Der  im  Momente  des  Abschlusses  im  Gelinder  wirk- 
lich stattfindende  Druck  und  die  dazugehörige  Temperatur  seien 
durch  j}3  und  T^  und  endlich  die  Grösse,  um  deren  Bestimmung 
es  sich  handelt,  nämlich  der  von  der  ganzen  jetzt  im  Cylinder 
vorhandenen  Masse  M  -{-  fi  dampfförmige  Theil  durch  m^  dar- 
gestellt. 

Zur  Bestimmung  dieser  Grösse  denken  wir  uns  die  Masse 
M  -{-  (i  auf  irgend  einem  Wege  in  ihren  Anfangszustand  zurück- 
geführt, z.  B.  folgendermaassen. 

Der  dampfförmige  TheU  nh  wird  im  Cylinder  durch  Herab- 
drücken  des  Stempels  condensirt,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass 
der  Stempel  auch  in  den  schädlichen  Baum  eindringen  könne. 
Zugleich  wird  der  Masse  in  irgend  einer  Weise  fortwährend  soviel 
Wärme  entzogen,  dass  ihre  Temperatur  constant  T2  bleibt 

Dann  wird  von  der  ganzen  flüssigen  Masse  der  Theil  M  in 
den  Kessel  zurückgepresst,  wo  er  wieder  die  ursprüngliche  Tem- 
peratur Ti  annimmt.  Dadurch  ist  im  Kessel  derselbe  Zustand  wie 
vor  dem  Einströmen  wieder  hergestellt,  indem  am  Schlüsse  der 
Operation  im  Kessel  durchweg  die  anfängliche  Temperatur 
herrscht  und  dabei  ebenso  viel  flüssiges  Wasser  und  ebenso  viel 
Dampf,  vne  zu  Anfange,  vorhanden  ist  Ob  die  einzelnen  Molecüle, 
welche  dem  flüssigen  und  dem  dampfförmigen  Theile  angehören, 
jetzt  gerade  dieselben  sind,  wie  zu  Anfange,  ist  für  unsere  Be- 
trachtung gleichgültig,  da  wir  zwischen  den  einzelnen  Mole- 
cülen  keinen  Unterschied  machen,  und  daher  nicht  fragen,  weiche 
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Molecüle,  sondern  nur  tvie  viele  Molecüle  den  beiden  Theilen  an- 
gehören 1). 

Die  nicht  in  den  Eeseel  zuriickgepresste  Masse  fi  wird  zuerst 
im  flüssigen  Zustande  von  T^  bis  Tq  abgekühlt,  und  bei  dieser 
Temperatur  verwandelt  sich  der  Theil  fto  ^  Dampf,  wobei  der 
Stempel  so  weit  zurückweicht,  dass  dieser  Dampf  wieder  seinen 
ursprünglichen  Raum  einnehmen  kann. 

Hiermit  hat  die  Masse  M  -\-  ii  einen  vollständigen  Kreis- 
process  durchgemacht ,  auf  welchen  wir  nun  den  Satz  anwenden 
können,  dass  die  Summe  aller  während  eines  ICreisprocesses  von 
der  Masse  aufgenommenen  Wärmemengen  der  ganzen  dabei  ge- 
thanen  äusseren  Arbeit  gleich  sein  muss. 

Es  sind  nach  einander  folgende  Wärmemengen  aufgenommen: 

1)  Im  Kessel,  wo  die  Masse  M  von  der  Temperatur  T^  bis 
Ti  erwärmt  und  bei  der  letzteren  Temperatur  der  Theil  mi  in 
Dampf  verwandelt  werden  musste: 

miC^i  +  JlfC(Ti-Ta).    ^ 

2)  Bei  der  Condensation  des  Theiles  m^  bei  der  Tempera- 
tur T,: 

3)  Bei  der  Abkühlung  des  Theiles  ii  von  T,  ^^^  ^o  • 

4)  Bei  der  Verdampfung  des  Theiles  fto  bei  der  Tempera- 
tur Tq: 

Die  im  Ganzen  aufgenommene  Wärmemenge ,  welche  Q  heisse,  ist 
also: 

(19)       Q=m,Q^--m,Q,  +  MCiT^^T,)  +  (ioQo-liCiT,^To). 
Die  Arbeitsgrössen  ergeben  sich  folgendermaassen: 


^)  Wollte  man,  dass  am  Schlnsse  wieder  genau  dieselben  Molecüle  dem 
dampfförmigen  Theile  angehören,  wie  zu  Anfang,  so  brauchte  man  nur 
anzunehmBn,  dass  das  in  den  Kessel  zuriickgepresste  Wasser  nicht  nur 
seiner  Menge  nach,  sondern  auch  seinen  Molecülen  nach,  genau  dasselbe 
sei,  wie  das,  welches  vorher  aus  dem  Kessel  heraustrat,  und  dass  ferner 
von  diesem  Wasser,  nachdem  es  die  Temperatur  !2\  angenommen  hat,  die 
früher  dampfförmige  Menge  m^  wieder  verdampfe,  und  dafür  eine  eben  so 
grosse  Menge  des  vorhandenen  Dampfes  sich  niederschlage,  wobei  natür- 
Uch  def  ganzen  im  Kessel  befindlichen  Masse  keine  Wärme  mitgetheilt 
oder  entzogen  zu  werden  brauchte,  weil  die  zur  Verdampfung  verbrauchte 
und  die  durch  den  Dampfniederschlag  erzeugte  Wärme  sich  compensiren 
würden. 
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1)  Um  den  von  der  Stempelüäche  während  des  Einströmens 
beschriebenen  Raum  zu  bestimmen,  weiss  man,  dass  der  ganze  zu 
Ende  dieser  Zeit  von  der  Masse  Jf  +  f*  eingenommene  Raum 

ist.  Hiervon  muss  der  schädliche  Raum  abgezogen  werden.  Da 
dieser  zu  Anfange  bei  der  Temperatur  Tq  von  der  Masse  (i  aus- 
gefüllt wurde,  wovon  der  Theil  fio  dampfförmig  war,  so  lässt  er 
sich  durch 

darstellen.  Zieht  man  diese  Grösse  von  der  vorigen  ab,  und  mul- 
tiplicirt  den  Rest  mit  dem  mittleren  Drucke  p\^  so  erhält  man  als 
erste  Arbeit: 

2)  Die  Arbeit  bei  der  Condensation  der  Masse  m^  ist: 

3)  Beim  Zurückpressen  der  Masse  M  in  den  Kessel : 

—  Möpi. 

4)  Bei  der  Verdampfung  des  Theiles  fio : 

Durch  Addition  dieser  vier  Grössen  erhält  man  für  die  ganze  Ar- 
beit Wden  Ausdruck: 

(20)  W  =  matta  (p\  —p^)  —  M6  {p^  —p\)  —  ^o^o  (p'i  —  Po). 
Bildet  man  nun  die  Gleichung 

setzt  darin  für  Q  und  W  die  obigen  Werthe  ein,  und  bringt  die 
mit  m^  behafteten  Glieder  auf  Eine  Seite  zusammen,  so  kommt: 

(21)  W2  [p2  +  W2  {p\  -P2)]  =  n^9i  +  MC{T,  -  T,)  -f  Mo  9o 

-  iiC{T,  -  To)  +  ih^{p\-p,)  +  JJfö(Pi— i>\). 
Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  aus  den  als  bekannt  voraus- 
gesetzten Grössen  die  Grösse  m^  berechnen. 

§.  11.    Abweichung  der  gewonnenen  Resultate  von  den 

Pambour'schen  Annahmen. 

In  solchen  Fällen,  wo  der  mittlere  Druck  p\  beträchtlich 
grösser  ist,  als  der  Enddruck  jjg,  z.  B,  wenn  man  annimmt,  dass 
während  des  grösseren  Theiles  der  Einströmungszeit  im  Cylinder 


Dampfmaschinentheorie.  26  5 

nahe  derselbe  Druck  stattgefunden  habe,  wie  im  Kessel,  und  erst 
zuletzt  durch  Ausdehnung  des  schon  im  Cylinder  befindlichen 
Dampfes  der  Druck  auf  den  geringeren  Werth  p^  herabgesunken 
sei,  kann  es  vorkommen,  dass  man  für  m^  einen  Werth  findet,  der 
kleiner  als  mi  4~  f^o  ist,  dass  also  ein  Theil  des  ursprünglich  vor- 
handenen Dampfes  sich  niedergeschlagen  hat.  Ist  dagegen  p\  nur 
wenig  grösser  oder  gar  kleiner  als  ps,  so  findet  man  für  m^  einen 
Werth,  der  grösser  als  Wi  -{-  iiq  ist.  Dieses  letztere  ist  bei  der 
Dampfmaschine  als  Regel  zu  betrachten,  und  gilt  insbesondere 
auch  für  den  von  Pambour  angenommenen  speciellen  Fall,  dass 
p\  =  Pi  ist. 

Wir  sind  somit  auch  hier,  wie  schon  in  Abschnitt  VI.  .zu  einem 
Resultate  gelangt,  welches  von  den  Pambour'schen  Ansichten 
wesentlich  abweicht.  Während  dieser  für  die  beiden  verschiedenen 
Arten  der  Ausdehnung,  welche  in  der  Dampfmaschine  nach  ein- 
ander vorkommen,  ein  und  dasselbe  Gesetz  annimmt,  nach  welchem 
der  ursprünglich  vorhandene  Dampf  sich  weder  vermehren  noch 
vermindern,  sondern  immer  nur  gerade  im  Maximum  der  Dichte 
bleiben  soll,  haben  wir  zwei  verschiedene  Gleichungen  gefunden, 
welche  ein  entgegengesetztes  Verhalten  erkennen  lassen.  Bei  der 
ersten  Ausdehnung,  während  des  Einströmens,  muss  nach  der  eben 
gefundenen  Gleichung  (21)  noch  neuer  Dampf  entstehen,  und  bei 
der  weiteren  Ausdehnung,  nach  dem  Abschlüsse  vom  Kessel,  wobei 
der  Dampf  die  volle  seiner  Expansivkraft  entsprechende  Arbeit 
thut,  muss  nach  der  in  Abschnitt  VI.  entwickelten  Gleichung  (56) 
ein  Theil  des  vorhandenen  Dampfes  sich  niederschlagen. 

Da  diese  beiden  entgegengesetzten  Wirkungen  der  Darapf- 
vermehrung  und  Dampfverminderung,  welche  auch  auf  die  Grösse 
der  von  der  Masciune  geleisteten  Arbeit  einen  entgegengesetzten 
Einfluss  ausüben  müssen,  zum  Theil  einander  aufheben,  so  kann 
dadurch  unter  Umständen  angenähert  dasselbe  Endresultat  ent- 
stehen, wie  nach  der  einfacheren  Pambour'schen  Annahme.  Des- 
halb darf  man  jedoch  nicht  darauf  verzichten,  die  einmal  gefundene 
Verschiedenheit  auch  zu  berücksichtigen,  besonders  wenn  es  sich 
darum  handelt,  zu  bestimmen,  in  welcher  Weise  eine  Aenderung 
in  der  Einrichtung  oder  im  Gange  der  Dampfmaschine  auf  die 
Grösse  ihrer  Arbeit  einwirkt. 
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§.  12.    Bestimmung  der  Arbeit  während  eines  Hubes 
unter  Berücksichtigung  der  erwähnten  Unvoll- 

kommenheiten. 

Wir  können  uns  nun  wieder  zudem  vollständigen  beim  Gange 
der  Dampfinaschine  stattfindenden  Ereisprocesse  wenden,  und  die 
einzelnen  Theile  desselben  in  ähnlicher  Weise,  wie  früher,  nach 
einander  betrachten. 

Aus  dem  Dampfkessel,  in  welchem  der  Druck  pi  angenommen 
wird,  strömt  die  Masse  M  in  den  Cylinder,  und  zwar  der  Th^il  nii 
dampfförmig,  und  der  übrige  Theil  tropfbar  flüssig.  Der  während 
dieser  Z^it  im  Cylinder  wirksame  mittlere  Druck  werde,  wie  oben, 
mit  p\  und  der  Enddruck  mit  p^  bezeichnet 

Nun  dehnt  sich  der  Dampf  aus,  bis  sein  Druck  von  p^  bis  zu 
einem  gegebenen  Werthe  p^^  und  demgemäss  seine  Temperatur 
von  Ti  bis  T^  gesunken  ist 

Darauf  wird  der  Cylinder  mit  dem  Condensator,  in  welchem 
der  Druck  jpo  stattfindet,  in  Verbindung  gesetzt,  und  der  Stempel 
macht  die  ganze  eben  vollendete  Bewegung  wieder  zurücL  Der 
Gegendruck,  welchen  er  dabei  erfährt,  ist  bei  etwas  schneller  Be- 
wegung grösser  als  po ,  und  wir  wollen  daher  zum  Unterschiede 
von  diesem  Werthe  den  mittleren  Gegendruck  mit  p'q  bezeichnen. 

Der  zu  Ende  der  Stempelbewegung  im  schädlichen  Räume 
bleibende  Dampf,  welcher  für  den  nächsten  Hub  in  Betracht 
kommt,  steht  unter  einem  Drucke,  welcher  ebenfalls  weder  gleich 
Po  noch  gleich  p'o  zu  sein  braucht,  und  daher  mit  p\  bezeichnet 
werde.  Er  kann  grösser  oder  kleiner  als  p'o  sein,  je  nachdem  der 
Abschluss  von  dem  Condensator  etwas  vor  oder  nach  dem  Ende 
der  Stempelbewegung  eintritt,  indem  der  Dampf  im  ersteren  Falle 
noch  etwas  weiter  comprimirt  wird,  im  letzteren  Falle  dagegen 
Zeit  hat,  sich  durch  theilweises  Ausströmen  in  den  Condensator 
noch  etwas  weiter  auszudehnen. 

Endlich  muss  die  Masse  M  noch  aus  dem  Condensator  in  den 
Kessel  zurückgeschafft  werden,  wobei,  wie  früher,  der  Druck |)o 
befördernd  wirkt,  und  der  Druck  pi  überwunden  werden  muss. 

Die  bei  diesen  Vorgängen  gethanen  Arbeitsgrössen  werden 
durch  ganz  ähnliche  Ausdrücke  dargestellt,  wie  in  dem  früher 
betrachteten  einfacheren  Falle,  nur  dass  die  Indices  der  Buchstaben 
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in  leicht  ersichtlicher  Weise  geändert,  und  die  auf  den  schädlichen 
Baum  bezüglichen  Grössen  hinzugefügt  werden  müssen.  Man  er- 
hält dadurch  folgende  Gleichungen. 

Für  die  Zeit  des  Einströmens  nach  §.  10,  wobei  nur  noch  u'\ 
statt  f«Q  geschrieben  werden  muss: 

(22)  W^  =  {n^iH  +  M(i-  fiot*"o)l>V 

Für  die  Expansion  von  dem  Drucke  p^  ^^'^  zum  Drucke  p^  nach 
Abschnitt  VI.  Gleichung  (62),  wenn  darin  Jf-I-  f^  an  die  Stelle 
Ton  M  gesetzt  wird: 

(23)  TF,  =  nhihPi  —  nhu^pi  +  m^g^  —  m^pa 

Für  den  Rückgang  des  Stempels,  wobei  der  von  der  Stempelfläche 
durchlaufene  Baum  gleich  dem  ganzen  von  der  Masse  M  -{-  ii 
unter  dem  Drucke  pz  eingenommenen  Baume  weniger  dem  durch 
fiou"o  -h  f^^  dargestellten  schädlichen  Baume  ist: 

(24)  Fi  =  -  (m3fi3  +  Mö  —  ii,u\)p',. 
Für. die  Zurückschafiung  der  Masse  Min  den  Kessel: 

(25)  W,  =  —  Mö(pi-po). 
Die  gai^e  Arbeit  ist.  demnach : 

(26)  W  =  m^Q,  -nHQz'}-(M^ii)C{T,  —  T,) 

+  *^^  (P'i  —  JP2)  +  W3W3  (Pz  -  ß'o) 
—  Mö  (pi—  p\  +  |)'o  —  jpo)  —  (io«*"o  (p\  —  jp'o). 
Die  hierin  vorkommenden  Massen  m^  und  m^  ergeben  sich 
aus  der  Gleichung  (21)  und  aus  der  in  Abschnitt  VI.  unter  (55) 
gegebenen  Gleichung,  wobei  man  nur  in  der  ersteren  an  die  Stelle 
von  Pq  den  Werth  p"o  setzen,  und  in  entsprechender  Weise  die 
Grössen  Tqi  ^0  ^^^  Uq  ändern,  und  in  der  letzteren  an  die  Stelle 
von  M  die  Summe  Jf  -f-  f*  einfuhren  und  zugleich  r  und  c  durch 
Q  und  C  ersetzen  muss.  Ich  will  indessen  die  durch  diese  Glei- 
chungen mögliche  Elimination  der  beiden  Grössen  m^  und  m^  hier 
nicht  vollständig  ausfuhren,  sondern  nur  für  eine  derselben  m^ 
ihren  Werth  einsetzen,  weil  es  für  die  Bechnung  zweckmässiger 
ist,  die  so  erhaltene  Gleichung  mit  den  beiden  vorher  genannten 
zusammen  zu  betrachten.  Das  zur  Bestimmung  der  Arbeit  der 
Dampfmaschine  dienende  System  von  Gleichungen  lautet  also  in 
seiner  allgemeinsten  Form: 


(27) 
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+  *»o«"o(p'o  -  l>"o)  -  JföO'o  -  Po) 


§.  13.     Dampfdruck  im  Cylinder  während  der  verschie- 
denen Stadien  des  Ganges  und  darauf  bezügliche  Ver- 
einfachungen der  Gleichungen. 

Um  nun  die  Gleichungen  (27)  zu  einer  numerischen  Rechnung 
anwenden  zu  können,  ist  es  zunächst  nöthig,  die  Grössen  j}'i,  ^o 
und  p"o  näher  zu  bestimmen. 

Ueber  die  Art,  wie  sich  der  Druck  im  Cylinder  während  des 
Einströmens  ändert,  lässt  sich  kein  allgemein  gültiges  Gesetz  auf- 
stellen, weil  die  Oeffiiung  und  Schliessung  des  Zuströmungscanales 
bei  verschiedenen  Maschinen  in  zu  verschiedenen  Weisen  geschieht. 
Demnach  lässt  sich  auch  für  das  Verhältniss  zwischen  dem  mittle- 
ren Drucke  p\  und  dem  Enddrucke  jpa,  bei  ganz  strenger  Auf- 
fassung des  letzteren,  nicht  ein  bestimmter,  ein-  für  allemal 
geltender  Werth  angeben.  Dagegen  wird  dieses  möglich,  wenn 
man  mit  der  Bedeutung  von  p^  eine  geringe  Aenderung  vornimmt. 

Der  Abschluss  des  Gylinders  vom  Kessel  kann  natürlich  nicht 
momentan  geschehen,  sondern  die  dazu  nöthige  Bewegung  des  Ven- 
tiles  oder  Schiebers  erfordert  je  nach  den  verschiedenen  Steue- 
rungseinrichtungen eine  grössere  oder  kleinere  Zeit,  während 
welcher  der  im  Cylinder  befindliche  Dampf  sich  etwas  ausdehnt, 
weil  wegen  der  Verengung  der  Oeffnung  weniger  neuer  Dampf 
zuströmen  kann,  als  der  Stempelgeschwindigkeit  entspricht  Man 
kann  daher  im  Allgemeinen  annehmen,  dass  zu  Ende  dieser  Zeit 
der  Druck  schon  etwas  kleiner  ist,  als  der  mit  p\  bezeichnete 
mittlere  Druck. 

Wenn  man  sich  aber  nicht  daran  bindet,  gerade  das  Ende 
der  ztmi  Schliessen  nöthigen  Zeit  als  den  Moment  des  Abschlusses 
in  Rechnung  zu  bringen,  sondern  sich  in  der  Feststellung  dieses 
Momentes  einige  Freiheit  verstattet,  so  kann  man  dadurch  auch 
Air  p^  andere  Werthe  erhalten.     Man  kann  sich  dann  den  Zeit- 
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punkt  80  gewählt  denken ,  dass ,  wenn  biB  dahin  schon  die  ganze 
Masse  M  eingeströmt  wäre,  dann  in  diesem  Augenblicke  ein  Druck 
stattfinden  würde,  welcher  dem  bis  zu  diesem  Augenblicke  gerech- 
neten mittleren  Drucke  gerade  gleich  wäre.  Indem  man  den  auf 
diese  .Weise  näher  bestimmten  momentanen  Abschluss  an  die 
Stelle  des  in  der  Wirklichkeit  stattfindenden  allmäligen  Abschlusses 
setzt ,  begeht  man  in  Bezug  auf  die  daraus  berechnete  Arbeit  nur 
einen  unbedeutenden  Fehler.  Man  kann  sich  daher  mit  dieser 
Modification  der  Pambour'schen  Annahme  anschliessen ,  dass 
jp'i  =  pa  sei,  wobei  es  dann  aber  noch  für  jeden  einzelnen  Fall 
einer  besonderen  Betrachtung  vorbehalten  bleibt,  unter  Berück- 
sichtigung der  obwaltenden  Umstände  den  Zeitpunkt  des  Ab- 
schlusses richtig  zu  bestimmen. 

Was  femer  den  beim  Rückgange  des  Stempels  stattfindenden 
Gegendruck  jp'o  betrifift,  so  ist  die  Differenz  |)'o  — Po  unter  sonst 
gleichen  Umständen  offenbar  um  so  kleiner,  je  kleiner  jpo  ist.  Sie 
wird  daher  bei  Maschinen  mit  Condensator  kleiner  sein,  als  bei 
Maschinen  ohne  Condensator,  bei  denen  ßo  gleich  einer  Atmosphäre 
ist.  Bei  den  wichtigsten  Maschinen  ohne  Condensator,  den  Loco- 
motiven,  kommt  gewöhnlich  noch  ein  besonderer  Umstand  hinzu, 
welcher  dazu  beiträgt,  die  Differenz  zu  vergrössem,  nämlich  der, 
dass  man  dem  Dampfe  nicht  einen  möglichst  kurzen  und  weiten 
Canal  zum  Abfluss  in  die  Atmosphäre  darbietet,  sondern  ihn  in 
den  Schornstein  leitet  und  dort  durch  ein  etwas  verengtes  Blas- 
rohr ausströmen  lässt,  um  auf  diese  Weise  einen  künstlichen  Luft- 
zug zu  erzeugen. 

In  diesem  Falle  ist  eine  genaue  Bestimmung  der  Differenz  für 
die  Zuverlässigkeit  des  Resultates  von  Bedeutung.  Man  muss  da- 
bei auch  berücksichtigen,  dass  die  Differenz  bei  einer  und  der- 
selben Maschine  nicht  constant,  sondern  von  der  Ganggeschwin- 
digkeit abhängig  ist,  und  muss  das  Gesetz,  nach  welchem  diese 
Abhängigkeit  stattfindet,  feststellen.  Auf  diese  Betrachtungen  und 
die  Untersuchungen,  welche  über  diesen  Gegenstand  schon  an- 
gestellt sind,  will  ich  aber  hier  nicht  eingehen,  weil  sie  nichts  mit  der 
hier  beabsichtigten  Anwendung  der  mechanischen  Wärmetheorie 
zu  thun  haben. 

Bei  Maschinen,  ip  denen  jene  Anwendung  des  aus  dem  Cylin- 
der  austretenden  Dampfes  nicht  vorkommt,  und  besonders  bei 
den  Maschinen  mit  Condensator  ist  p'o  so  wenig  von  po  verschie- 
den, und  kann  sich  daher  auch  mit  der  Ganggeschwindigkeit  nur 
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80  wenig  ändern,  dass  es  für  die  meisten  Untersuchungen  genügt, 
einen  mittleren  Werth  für  jj'o  anzunehmen. 

Da  femer  die  Grösse  p^  in  den  Gleichungen  (27)  nur  in 
einem  mit  dem  Factor  6  behafteten  Gliede  vorkommt,  und  daher 
auf  den  Werth  der  Arbeit  einen  sehr  geringen  Einfluss  hat,  so 
kann  man  ohne  Bedenken  auch  für  jpo  den  Werth  setzen ,  welcher 
für  p'q  der  wahrscheinlichste  ist 

Der  im  schädlichen  Baume  stattfindende  Druck  p''^  hängt, 
wie  schon  erwähnt,  davon  ab,  ob  der  Abschluss  vom  Gondensator 
vor  oder  nach  dem  Ende  der  Stempelbewegung  eintritt,  und  kann 
dadurch  sehr  verschieden  ausfallen.  Aber  auch  dieser  Druck  und 
die  davon  abhängigen  Grössen  kommen  in  den  Gleichungen  (27) 
nur  in  solchen  Gliedern  vor,  welche  mit  kleinen  Factoren  behs^t 
sind,  nämlich  mit  (i  und  ft^ ,  so  dass  man  von  einer  genauen  Be- 
stimmung dieses  Druckes  absehen,  und  sich  mit  einer  ungefähren 
Schätzung  begnügen  kann.  In  solchen  Fällen,  wo  nicht  besondere 
Umstände  dafür  sprechen,  dass  p^Q  bedeutend  von  p'^  abweicht, 
kann  man  diesen  Unterschied,  ebenso  wie  den  zwischen  Pq  und 
P'q  vernachlässigen,  und  den  Werth,  welcher  den  mittleren  Gegen- 
druck im  Cylinder  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit  darstellt, 
als  gemeinsamen  Werth  für  alle  drei  Grössen  annehmen.  Dieser 
Werth  möge  dann  einfach  mit  p^  bezeichnet  werden. 

Durch  Einführung  dieser  Vereinfachungen  gehen  die  Glei- 
chungen (27)  über  in: 

W  =  m,Q,  —  fn,Q,  +  MC{T,  -  T,) 

+  l^oQo  -  l^C(Tt,  —  To)  +  W8t45(jp3  -  JPo) 

+  f*o«*o (jPa  —  Po)  -jr  ^^(Pi—  Pi) 


(28) 


§.  14.    Einführung  gewisser  Volumina  statt  der  ent- 
sprechenden Temperaturen. 

In  diesen  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  dass  ausser  den 
Massen  M^  «ih,  f^undfi^,  von  denen  die  beiden  ersten  durch  directe 
Beobachtung  bekannt  sein  müssen,  und  die  beiden  letzten  aus  der 
Grösse  des  schädlichen  Raumes   angenähert    bestimmt   werden 
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können,  auch' noch  die  vier  Druckkräfte  puPsi^Pi  und|7o,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  yier  Temperaturen  2\,  T^y  T3  und  Tq  gegeben 
seien.  Diese  Bedingung  ist  aber  in  den  in  der  Praxis  vorkommen- 
den Fällen  nur  theilweise  erfüllt,  und  man  muss  daher  andere 
Data  für  die  Rechnung  zu  Hülfe  nehmen. 

Von  jenen  yier  Druckkräften  sind  nur  zwei  als  bekannt  voraus- 
zusetzen, nämlich  pi  und  poi  deren  erstere  durch  das  Kesselmano- 
meter unmittelbar  angegeben  vrird,  und  letztere  aus  der  Angabe 
des  Ciondensatormanometers  wenigstens  angenähert  gescUossen 
werden  kann.  Die  beiden  anderen  p^  und  p^  sind  nicht  gegeben, 
aber  dafür  kennt  man  die  Dimensionen  des  Cylinders,  und  weiss, 
bei  welcher  Stellung  des  Stempels  der  Abschluss  vom -Kessel  er- 
folgt. Daraus  kann  man  die  Volumina,  welche  der  Dampf  im 
Cylinder  im  Momente  des  Abschlusses  und^zu  Ende  der  Expansion 
einnimmt,  ableiten,  und  diese  t)eiden  Volumina  können  daher  als 
Data  an  die  Stelle  der  Druckkräfte  p^  und  p^  treten. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Gleichungen  in  solche  Form  zu 
bringen,  dass  man  mittelst  dieser  Data  die  Rechnung  ausführen  kann. 

Es  sei  wieder,  wie  bei  der  Auseinandersetzung  derPambour'- 
schen  Theorie,  der  ganze  Raum,  welcher  während  eines  Hubes  im 
Cylinder  frei  wird,  mit  Einschluss  des  schädlichen  Raumes,  mit  v\ 
der  bis  zum  Abschluss  vom  Kessel  frei  werdende  Raum  mit  ev' 
und  der  schädliche  Raum  mit  sv^  bezeichnet  Dann  hat  man  nach 
dem,  was  früher  gesagt  ist,  die  Gleichungen: 

rn^ii^  -f"  (M  -{-  li)  6  =  ei/ 

fioUo  +  ftö  =  ev'. 
Die  Grössen  /t  und  ö  sind  beide  so  klein,  dass  man  ihr  Product 
ohne  Weiteres  vernachlässigen  kann,  wodurch  kommt: 

m^Ui  =  61/  —  Ma 

fitjtis  =  t;'  —  Mö 

fit/ 
(^  = 

Femer  ist  nach  Abschnitt  VL  Gleichung  (13),  wenn  wir  für 

den  darin  enthaltenen  Differentialcoefficienten  ^,  welcher  im  Fol- 

genden  so  oft  vorkommen  wird,  dass  eine  einfachere  Bezeichnung 
zweckmässig  ist,  den  Buchstaben  g  einfuhren: 

9  =  Tug. 


(29) 
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Hiernach  kann  man  in  den  obigen  Gleichung^ystemen  die 
Grössen  q^  und  q^  durch  t^  und  tt^  ersetzen.  Dann  kommen  die 
Massen  m^  und  m^  nur  noch  in  denProducten  m^Ui  und  m^tH  ^or, 
und  für  diese  kann  man  die  in  den  beiden  ersten  der  Gleichungen 
(29)  gegebenen  Werthe  einsetzen. 

Ebenso  kann  man  mittelst  der  letzten  dieser  Gleichungen  zu- 
nächst die  Masse  ^o  eliminiren ,  und  was  die  andere  Masse  fi  an- 
betrifft, so  kann  diese  zwar  etwas  grösser  als  (Iq  sein,  da  aber  die 
Glieder,  welche  jia  als  Factor  enthalten,  überhaupt  sehr  unbedeutend 
sind,  so  kann  man  unbedenklich  auch  für  (i  denselben  Werth  ein- 
setzen, welcher  für  fi^  gefunden  ist,  d.  h.  man  kann  jene  der  All- 
gemeinheit wegen  gemachte  Annahme,  dass  die  ursprüngUch  im 
schädlichen  Räume  befindliche  Masse  theils  flüssig,  theils  dampf- 
förmig war,  für  die  numerische  Rechnung  fallen  lassen,  und  jene 
Masse  als  ganz  dampfförmig  voraussetzen. 

Die  eben  angedeuteten  Substitutionen  können  sowohl  in  den 
allgemeineren  Gleichungen  (27)  als  auch  in  den  verei^achten 
Gleichungen  (28)  geschehen.  Da  indessen  die  Ausfuhrung  gar 
keine  Schwierigkeit  hat,  so  wollen  wir  uns  hier  auf  die  letzteren 
beschränken,  um  die  Gleichungen  sofort  in  einer  für  die  numeri- 
sche Berechnung  geeigneten  Form  zu  erhalten. 

Sie  lauten  nach  dieser  Aenderung  folgendermaassen: 

TP = wi  Pi  +  MC  (i\  ^  T3)  -  (t/ -  jf tf)  (ii^, -i>s +1>0) 

Qo-^  C(T,-T,) 

Wo 

{ev'  —  Mo)  T^g^  —  nhQi -{-  MC{T^  —  li) 
{v*-Mi5)g,  =  (ei/-Mö)g,  +  (m  +  ^)  Clog^^ 


§.  15.    Arbeit  für  die  Gewichtseinheit  Dampf. 

Um  diese  Gleichungen,  welche  die  Arbeit  eines  Hubes  oder 
der  Dampfin  enge  mi  bestimmen,  endlich  noch  auf  die  Gewichts- 
einheit Dampf  zu  beziehen,  ist  dasselbe  Verfahren  anzuwenden, 
mittelst  dessen  früher  die  Gleichung  (17)  in  (18)  verwandelt 
wurde.  Wir  dividiren  nämlich  die  drei  Gleichungen  durch  Wj 
und  setzen  dann: 


(30) 
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—  =  L  —  =  F  und =  W. 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  über  in : 

(  W=  Qi  +  IC(T,  -  T,)  -  (V-liS)  ing,-p,  +i)o) 


(31) 


«0 

{eV-  la) T,g,  =  Pi  +  ? C{Tx  —  T,) 


§.  16.    Behandlung  der  Gleichungen. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  zur  Berechnung  der 
Arbeit  kann  in  folgender  Weise  geschehen.  Aus  der  als  bekannt 
vorausgesetzten  Verdampfungsstärke  und  aus  der  Ganggeschwin- 
digkeit, welche  die  Maschine*  dabei  annimmt,  bestimmt  man  das 
Volumen  F,  welches  auf  eine  Gewichtseinheit  Dampf  kommt.  Mit 
Hülfe  dieses  Werthes  berechnet  man  zunächst  aus  der  zweiten 
Gleichung  die  Temperatur  T^^  sodann  aus  der  dritten  die  Tempe- 
ratur T3 ,  und  diese  endlich  wendet  man  in  der  ersten  Gleichung 
zur  Bestimmung  der  Arbeit  an. 

Dabei  stösst  man  aber  noch  auf  eine  eigenthümliche  Schwie- 
rigkeit. Um  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Temperatu- 
ren T2  und  T3  zu  berechnen,  müssten  dieselben  eigentlich  nach 
den  Temperaturen  aufgelöst  werden.  Sie  enthalten  aber  diese 
Temperaturen  nicht  nur  expUcite,  sondern  auch  implicite,  indem 
p  und  g  Functionen  der  Temperatur  sind.  Wollte  man  zur  Eli- 
mination dieser  Grössen  eine  der  gebräuchlichen  empirischen 
Formeln,  welche  den  Dampfdruck  als  Function  der  Temperatur 
darstellen,  für  |>,  und  ihren  Differentialcoefficienten  für  g  ein- 
setzen, so  würden  die  Gleichungen  für  die  weitere  Behandlung  zu 
complicirt  werden.  Man  könnte  sich  nun  vielleicht  in  ähnlicher 
Weise,  wie  Pambour,  dadurch  helfen,  dass  man  neue  empirische 
Formeln  aufstellte,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  bequemer, 
und  wenn  auch  nicht  für  alle  Temperaturen,  so  doch  innerhalb 
gewisser  Intervalle  hinlänglich  genau  wären.     Auf  solche  Ver- 

Claasius,  mcch.  W&rmetheorie.    I.  j[Q 
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suche  will  ich  jedoch  hier  nicht  eingehen,  sondern  statt  dessen 
auf  ein  anderes  Verfahren  aufinerksam  machen ,  bei  welchem  die 
Rechnung  zwar  etwas  weitläufig,  aber  in  ihren  einzelnen  Theilen 
leicht  ausführbar  ist. 

§.  17.    Berechnung  des  Differentialcoefficienten  -^  =  g 

und  des  Productes  T  .  g. 

Wenn  die  Spannungsreihe  des  Dampfes  für  irgend  eine  Flüs- 
sigkeit mit  hinlänglicher  Genauigkeit  bekannt  ist,  so  kann  man 
daraus  auch  die  Wcrthe  der  Grössen  g  und  T .  g  für  verschiedene 
Temperaturen  berechnen,  und  ebenso,  wie  es  mit  den  Werthen  von 
jp  zu  geschehen  pflegt,  in  Tabellen  vereinigen. 

Für  den  Wasserdampf,  welcher  bis  jetzt  bei  denDampfinaschi- 
nen  fast  allein  angewandt  wird,  habe  ich  eine  solche  Rechnung 
mit  Hülfe  der  Regnault'schen  Spannungsreihe  für  die  Tempe- 
raturen von  Q^  bis  200^  ausgeführt. 

Ich  hätte  dabei  eigentlich  die  Formeln,  welche  Regnault  zur 
Berechnung  der  einzelnen  Werthe  von  p  unter  und  über  100® 
benutzt  hat,  nach  t  differentiiren ,  und  mittelst  der  dadurch  er- 
haltenen  neuen  Formeln  g  berechnen  viüssen.  Da  aber  jene  For- 
meln doch  nicht  so  vollkommen  ihrem  Zwecke  entsprechen,  dass 
mir  diese  mühsame  Arbeit  lohnend  schien,  und  die  Aufstellung 
und  Berechnung  einer  anderen  geeigneteren  Formel  noch  weit- 
läufiger  gewesen  wäre,  so  habe  ich  mich  damit  begnügt,  die  schon 
für  den  Druck  berechneten  Zahlen  auch  zu  einer  angenäherten 
Bestimmung  des  Differentialcoefficienten  des  Druckes  zu  benutzen. 
Sei  z.  B.  der  Druck  für  die  Temperaturen  146°  und  148®  rsäi  pi^ 
und  j}i43  bezeichnet,  so  habe  ich  angenommen,  dass  die  Grösse 

1>148   —  i>146 

2 
den  für  die  mittlere  Temperatur  147®  geltenden  Werth  des  Diffe- 
rentialcoefficienten hinlänglich  genau  darstelle. 

Dabei  habe  ich  über  100®  die  von  Regnault  selbst  ange- 
führten Zahlen  benutzt').  In  Bezug  auf  die  Werthe  unter  100« 
hat  in  neuerer  Zeit  Moritz^)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 

1)  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences  T,  XXI,  p.  625. 
s)  BulleUn  de  la  Classe  physico-mathhnatique  de  VAcad.  de  St.  P^ 
tersbourp,  T.  XIII,  p.  41. 
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die  Formel,  welche  Regnault  zwischen  0^  und  100<^  angewandt 
hat,  dadurch,  dass  er  sich  zur  Berechnung  der  Gonstanten  sieben- 
stelliger Logarithmen  bedient  hat,  etwas  ungenau  geworden  ist, 
besonders  in  der  Nähe  von  100^  Moritz  hat  daher  jene  Con- 
stanten unter  Zugrundelegung  derselben  Beobachtungswerthe  mit 
zehnstelligen  Logarithmen  berechnet,  und  die  aus  dieser  verbesserten 
Formel  abgeleiteten  Werthe  von  j),  soweit  sie  von  denRegnatflt'- 
schen  abweichen,  was  erst  über  40^  eintritt,  mitgetheilt  Diese 
Werthe  habe  ich  benutzt  i). 


^)  Da  der  Differentialcoef&cient  -^  in  Rechnnngen,  welche  sich  auf 

at 

den  Dampf  beziehen,  sehr  oft  vorkommt,  so  ist  es  von  Interesse,  zu.  wissen, 
in  wie  weit  die  von  mir  angewandte  bequeme  Bestimmnngflweise  desselben 
zuverlässig  ist,  und  ich  will  daher  hier  einige  Zahlen  zur  Yergleichung  zu- 
sammenstellen. 

Regnault  hat  zur  Berechnung  der  in  seiner  Tabelle  enthaltenen 
Werthe  der  Dampfspannungen  für  .die  Temperaturen  über  100®  folgende 
Formel  angewandt: 

Log  p  =  a  —  6a*  —  c/5«, 

worin  unter  Log  der  Briggs' sehe  Logarithmus  verstanden  ist,  femer  x 
die  von  —  20®  an  gerechnete  Temperatur  bedeutet,  so  dass  x  =  t  -{'  20 
ist,  und  endlich  die  fünf  Constanten  folgende  Werthe  haben: 

o  =  6-2640348 
Log  b  =  0-1397743 
Log  c  =  0-6924361 
Log  a  =  9-994049292  —  10 
Log  ß  ^  9-998343862  —  10. 

Wenn  man  aus  dieser  Formel  für  p  eine  Gleichung  für  -J-:  ableitet,  so  er- 
hält man: 

worin  a  und  ß  dieselben  Werthe  haben,  wie  vorher,  und  A  und  B  zwei 
neue  Constante  von  folgenden  Werthen  sind: 

Log  A  =  8-5197602  —  10 
Log  B  =  8-6028403  —  10. 

Berechnet  man  aus  dieser  Gleichung  den  im  Texte  beispielsweise  erwähn- 
ten, auf  die  Temperatur  147®  bezüglichen  Werth  des  DiflFerentialcoefficienten 

'^,  so  erhält  man: 


(äp\^ 

\  dt  yi47 


90-116. 


Für  jene    angenäherte  Bestimmungsweise   hat  man    nach   der  Reg- 
nault'sehen  Tabelle  die  Spannungen: 

18* 
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Nachdem  die  Grösse  g  für  die  einzelnen  Temperaturgrade 
berechnet  ist,  hat  auch  die  Berechnung  des  Productes  T .  g  keine 
Schwierigkeit  mehr,  da  T  durch  die  einfache  Gleichung 

T=273  +  ^ 
bestimmt  ist. 

Die  so  gefundenen  Werthe  von  g  und  T .  g  habe  ich  in  einer 

am  Ende  dieser  Abhandlung  mitgetheilten  Tabelle    zusammen- 


Pi^Q  =  3892-98 

2>i48  =  3212-74 
und  daraus  ergiebt  sich: 

Man  sieht,  dass  dieser  angenäherte  Werth  mit  dem  aus  der  obigen  Glei- 
chung berechneten  genaueren  Werthe  so  nahe  übereinstimmt,  dass  man 
ihn  in  den  bei  Dampfmaschinen  vorkommenden  Rechnungen  unbedenklich 
anwenden  kann. 

Was  die  Temperaturen  zwischen  0®  und  100^  anbetrifft,  so  lautet  die 
Formel,  welche  Regnault  in  diesem  Intervalle  zur  Berechnung  der 
Dampfspannungen  angewandt  hat: 

Itog  |)  =  a  +  6«<  —  c/J'. 

Die  Constanten  haben  nach  der  verbesserten  Berechnung  von  Moritz  fol- 
gende Werthe: 

a  =  4-7393707 

Log  h  =  8-1319907112  —  10 

Log  c  =  0-6117407676 

Log  a  =  0-006864937152 

Log  ß  =  9-996725536856  —  10. 

Aus  dieser  Formel  lässt  sich  für  -^  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

ableiten,  worin  die  Werthe  der  Constanten  a  und  ß  die  eben  angeführten 
sind,  und  A  und  B  folgende  Werthe  haben: 

Log  A  =  6-6930586  —  10 

Log  B  =  8-8513123  —  10. 
Berechnet  man  aus  dieser  Gleichung  z.  B.  den  der  Temperatur  l(f^  ent- 
sprechenden Werth  von  ^^,  so  findet  man: 

at 

Durch  die  angenäherte  Bestimmungsweise  erhält  man: 

Pii  —  P«9  _  243-380  —  223-154        ,_,,^ 
2  —  2 —  lü-lld, 

also  wiederum  eine  Zahl,  welche  mit  der  aus  der  genaueren  Gleichung  be- 
rechneten befriedigend  übereinstimmt. 


(: 
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gestellt  Der  Vollständigkeit  wegen  habe  ich  auch  die  dazugehöri- 
gen Werthe  von  p  hinzugefugt,  und  zwar  von  0^  bis  40°  und  über 
100^  die  von  Begnault,  von  40®  bis  100°  die  von  Moritz  be- 
rechneten. Bei  jeder  dieser  drei  Zahlenreihen  sind  die  Differenzen 
je  zweier  aufeinander  folgender  Zahlen  mit  angeführt,  so  dass  man 
aus  dieser  Tabelle  für  jede  gegebene  Temperatur  die  Werthe  jener 
drei  Grössen,  und  umgekehrt  für  jeden  gegebenen  Werth  einer 
jener  drei  Grössen  die  entsprechende  Temperatur  finden  kann. 

§.  18.    Einführung  anderer  Druck-  und  Wärmemaasse. 

In  Bezug  auf  die  Art  der  Anwendung  der  Werthe  jener 
Tabelle  ist  noch  eine  Bemerkung  zu  machen.  In  den  Gleichungen 
(31)  ist  vorausgesetzt,  dass  der  Druck  p  und  sein  DiflFerential- 
coefficient  g  in  Kilogrammen  auf  ein  Quadratmeter  ausgedrückt 
seien ;  in  der  Tabelle  dagegen  ist  dieselbe  Druckeinheit  beibehalten, 
aufweiche  die  Regnault'sche  Spannungsreihe  sich  bezieht,  näm- 
lich Millimeter  Quecksilber.  Um  nun  in  den  folgenden  Formeln 
unter  p  und  g  die  in  dieser  letzteren  Einheit  ausgedrückten  Werthe 
des  Druckes  und  seines  Differentialcoefficienten  verstehen  zu 
dürfen,  müssen  wir  die  Aenderung  mit  den  Gleichungen  (31)  vor- 
nehmen ,  dass  wir  p  und  g  mit  der  das  specifische  Gewicht  des 
Quecksilbers  darstellenden  Zahl  13596,  welche  nach  §.  10  des  Ab- 
schnittes VI.  die  Verhältnisszahl  zwischen  den  beiden  Druckein- 
heiten ist,  multipliciren.  Bezeichnen  wir  diese  Zahl  der  Kürze 
wegen  mit  fe,  so  haben  wir  p  und  g  überall,  wo  sie  in  jenen  Glei- 
chungen vorkommen,  durch  die  Producte  kp  und  kg  zu  ersetzen. 

Zugleich  wollen  wir  statt  der  Grössen  C  und  q^  welche  die 
specifische  Wärme  und  die  Verdampfungswärme  nach  mechani- 
schem Maasse  darstellen ,  die  Grössen  c  und  r  einführen ,  welche 
sich  auf  gewöhnliches  Wärmemaass  beziehen ,  indem  wir  statt  C 
und  Q  die  Producte  Ec  und  Er  setzen. 

Wenn  wir  dann  noch  die  Gleichungen  durch  k  dividiren,  um 

die  Constanten  E  und  k  möglichst  zusammen  zu  bringen,  so  gehen 

W 
sie  in  folgende  über,  aus  denen  sich  der  Bruch  -r-  und  somit  auch 

die  Arbeit  TF  selbst  berechnen  lässt: 
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(32) 
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=  T  ^  +  ^'^^^  -  T^)\-iV-U){T,g,-p,^p,) 


■    ^yE    ro-c(r,-r.) 


{eV~  U)  T,g,  =  ^[n  +  Ic (Ti  -  T,)] 
iV-lö)g,  =  ier-la)g,  +  (l -{- '^"j ^  log  ^. 

m 

Der  liierin  vielfach  vorkommende  Bruch  -r-  hat  den  Werth: 


(33) 


k 


423-55 
13-596 


=  31-1525. 


§.  19.    Bestimmung  der  Temperaturen  Tj  und  T^. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (32)  lässt  sich  in  folgender  Form 
schreiben : 

(34)  T^g,  =  C-{-a(ti—  t,)  -  6  (pi  - p,), 

worin  die  Grössen  C,  a  und  b  von  tj  unabhängig  sind,  nämlich : 

C-        1       pn  I  ,rfJ^  ro-c(Ti-T.)  ■       _    \-| 


(34  a) 


a 


k  '     eV—l<t 
sV—10 


eV—l<s 

Von  den  drei  auf  der  rechten  Seite  von  (34)  stehenden  Glie- 
dern ist  das  erste  bei  Weitem  überwiegend,  und  dadurch  wird  es 
möglich,  das  Product  T^g^  und  damit  zugleich  auch  die  Tempe- 
ratur t^  durch  successive  Näherung  zu  bestimmen. 

Um  den  ersten  Näherungswerth  des  Productes,  welcher  T'  gf 
heissen  möge ,  zu  erhalten ,  setze  man  auf  der  rechten  Seite  ^  an 
die  Stelle  von  ^  und  entsprechend  j!)i  statt  p^,  dann  kommt: 

(35)  r^  =  c. 

Die  zu  diesem   Werthe  des  Productes  gehörige  Temperatur  if 
schlage  man  in  der  Tabelle  au£    Um  nun  den  zweiten  Näherungs- 
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werth  des  I^oductes  zu  bekommen,  setze  man  den  eben  gefunde- 
nen Werth  ^  und  den  entsprechenden  Werth  jp'  des  Druckes  auf 
der  rechten  Seite  von  (34)  für  t^  und  p^ ,  wodurch  man  unter  Be- 
rücksichtigung der  vorigen  Gleichung  erhält: 

(35a)  T"  /  =  ^  fl^  +  a(^  -  ^)  -  J  (p,  -  y). 

Die  zu  diesem  Werthe  des  Productes  gehörige  Temperatur  if'  er- 
giebt  sich,  wie  vorher,  aus  der  Tabelle.  Stellt  diese  die  gesuchte 
Temperatur  i^  noch  nicht  genau  genug  dar,  so  wiederhole  man 
dasselbe  Verfahren.  Man  setze  auf  der  rechten  Seite  von  (34)  if' 
und  p"  an  die  Stelle  von  ^  und  p^,  wodurch  man  unter  Berück- 
sichtigung der  beiden  vorigen  Gleichungen  erhält  f 

(35  b) .      T'"  </"  =  T"  f  ^a{a  -  f)  -  ft  (p'  -  f), 

und  den  neuen  Temperaturwerth  <"'  in  der  Tabelle  finden  kann. 

In  dieser  Weise  könnte  man  beliebig  lange  fortfahren,  aber 
schon  der  dritte  Näherungswerth  weicht  nur  noch  etwa  um  Vioo 
Grad,  und  der  vierte  um  weniger  als  Yiooo  Grad  von  dem  wahren 
Werthe  der  Temperatur  t^  ab. 

Ganz  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  dritten  der  Gleichungen 
(32).  Dividirt  man  diese  durch  F  —  Z<J,  und  führt  der  leichteren 
Rechnung  wegen  statt  der  durch  das  Zeichen  log  angedeuteten 
natürlichen  Logarithmen  Briggs' sehe  Logarithmen  ein,  welche 
durch  das  Zeichen  Log  angedeutet  werden  mögen,  wobei  man  nur 
den  Modulus  M  dieses  Systems  als  Divisor  hinzufügen  muss,  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Form 

T 
(36)  gz  =  C-^aLog-^ 

an,  worin  C  und  a  folgende  von  Tj  unabhängige  Werthe  haben : 


(36  a) 


^       eV  —  U 


E 

a  = 


('+© 


""  k  M(r—U) 
In  der  Gleichung  (36)  ist  wieder  auf  der  rechten  Seite  das 
erste  Glied  überwiegend,  so  dass  man  das  Verfahren  der  succes- 
siven  Näherung  anwenden  kann.  Man  setze  zunächst  T^  an  die 
Stelle  von  T3,  dann  erhält  man  als  ersten  Näherungswerth  Yon  g^: 
(37)  ^  =G, 

und  kann  die  dazu  gehörige  Temperatur  ^  in  der  Tabelle  finden, 
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und  daraus  leicht  die  absolute  Temperatur  T  bilden.  Diese  setze 
man  nun  in  (36)  für  T3  ein,  dann  kommt: 

T 

(37a)  g^'  =  sf  +  aLo9'fF, 

woraus  sich  T"  ergiebt.    Ebenso  erhält  man  weiter: 

(37b)  ^^'=f  ^aLog^, 

woraus  sich  T"  ergiebt,  u.s.f.  Auch  hier  genügen  wenige  solcher 
Rechnungen,  um  einen  Werth  zu  erhalten,  welcher  mit  grosser 
Annäherung  als  Werth  von  T3  gelten  kann. 


§.  20.    Bestimmung  der  Grössen  c  und  r. 

Es  bleibt  nun,  um  zur  numerischen  Anwendung  der  Gleichun- 
gen (32)  schreiten  zu  können,  nur  noch  die  Bestimmung  der 
Grössen  c  und  r  übrig. 

Die  Grösse  c,  d.  h.  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  ist 
in  der  bisherigen  Entwickelung  als  constant  behandelt.  Das  ist 
freilich  nicht  ganz  richtig,  da  die  specifische  Wärme  mit  wach- 
sender Temperatur  etwas  zunimmt.  Wenn  man  aber  den  Werth, 
welcher  etwa  für  die  Mitte  des  Intervalles,  welches  die  in  der  Un- 
tersuchung vorkommenden  Temperaturen  umfasst,  richtig  ist,  als 
gemeinsamen  Werth  auswählt,  so  können  die  Abweichungen  nicht 
bedeutend  werden.  Bei  den  durch  Wasserdampf  getriebenen 
Dampfmaschinen  kann  als  solche  mittlere  Temperatur  etwa  100* 
gelten,  welche  bei  einer  gewöhnlichen  Hochdruckmaschine  miit 
Condensator  ungefähr  gleich  weit  von  der  Kessel-  und  Conden- 
satortemperatur  entfernt  ist.  Wir  wollen  also  beim  Wasser  den 
Werth  anwenden,  welcher  nach  Regnault  die  specifische  Wärme 
bei  100<^  darstellt,  indem  wir  setzen: 

(38)  c  =  1-0130. 

Zur  Bestimmung  der  Grösse  r  gehen  wir  von  der  Gleichung 
aus,  welche  Regnault  für  die  ganze  Wärmemenge,  welche  dazu 
nöthig  ist,  um  eine  Gewichtseinheit  Wasser  von  0*  bis  zur  Tem- 
peratur t  zu  erwärmen  und  bei  dieser  Temperatur  in  Dampf  zu 
verwandeln,  aufgestellt  hat,  nämlich: 

A  =  606-5  +  0-305  .  t 
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Setzt  man  hierin  für  k  die  der  vorigen  Definition  entsprechende 


Summe  /  cdf^  -f-  r,  so  kommt: 


cdt 


r  =  606-5  +  0-305  .t  —  fi 

0 

In  dem  Integrale  muss  man,  um  genau  die  Werthe  von  r  zu 
erhalten,  welche  Regnault  angiebti),  für  c  die  von  Regnault 
näher  bestimmte  Teperaturfunction  anwenden.  Ich  glaube  aber, 
dass  es  für  den  vorliegenden  Zweck  genügt,  wenn  wir  auch  hier- 
bei für  c  die  vorher  angeführte  Constante  in  Anwendung  bringen. 
Dadurch  erhalten  wir : 

\dt  =  1013  .  t, 


/• 


0 

und  können  nun  die  beiden  von  t  abhängigen  Glieder  der  vorigen 
Gleichung  in  Eines  zusammenziehen,  welches  —  0-708  .  t  lautet. ' 
Zugleich  müssen  wir  nun  auch  das  constante  Glied  der  Glei- 
chung etwas  ändern,  und  wir  wollen  es  so  bestimmen,  dass  der- 
jenige Beobachtungswerth  von  r,  welcher  wahrscheinlich  unter 
allen  der  genaueste  ist,  auch  durch  die  Formel  richtig  dargestellt 
wird.  Bei  100^  hat  Regnault  für  die  Grösse  k  als  Mittel  aus 
38  Beobachtungszahlen  den  Werth  636*67  gefunden.  Ziehen  wir 
hiervon  die  Wärmemenge  ab,  welche  zur  Erwärmung  der  Gewichts- 
einheit Wasser  von  0^  bis  100<*  erforderlich  ist,  und  welche  nach 
Regnault  100*5  Wärmeeinheiten  beträgt,  so  bleibt,  wenn  wir  uns 
mit  Einer  Decimale  begnügen, 

rioo  =  536-2 «). 
Unter  Anwendung  dieses  Werthes  erhält  man  für  r  die  Formel : 
(39)  r  =  607  —  0-708  .  t 

Diese  Formel  wurde  schon  in  Abschnitt  VI.  §.  3  vorläufig  an- 
geführt, und  es  ist  dort  eine  kleine  Tabelle  gegeben,  aus  welcher 
die  grosse  Uebereinstimmung  zwischen  den  aus  dieser  Formel  be- 
rechneten und  den  von  Regnault  in  seiner  Tabelle  angeführten 
Werthen  von  r  ersichtlich  ist. 


*)  Relation  des  experiences  t.  /.,  p,  748, 

*)  Regnault  selbst  führt  in  seiner  Tabelle  nicht  genau  die  obige  Zahl, 
sondern  536*5  an;  das  liegt  aber  nur  daran,  dass  er  für  X  bei  XOO^  in  der 
Rechnung  statt  des  vorher  erwähnten  Werthes  636*67  in  runder  Zahl  637 
gesetzt  hat. 


282  Abschnitt  XL 


§.  21.    Specielle  Form  der  Gleichungen  (32)  für  eine 

Maschine  ohne  Expansion. 

Um  die  beiden  verschiedenen  Arten  der  Ausdehnung,  auf 
welche  sich  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (32)  beziehen,  in 
ihren  Wirkungen  unterscheiden  zu  können,  scheint  es  mir  zweck- 
mässig, zunächst  eine  solche  Dampfmaschine  zu  betrachten,  in 
welcher  nur  Eine  derselben  Yorkommt  Wir  wollen  daher  mit 
einer  Maschine  beginnen,  welche  ohne  Expansion  arbeitet. 

In  diesem  Falle  ist  für  die  Grösse  e,  welche  das  Verhältniss 
der  Volumina  vor  und  nach  der  Expansion  bezeichnet,  der  Werth 
1  und  zugleich  T3  =  Tj  zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  (32) 
eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  wird  identisch  und  fallt  also 
fort  In  der  zweiten  geht  die  linke  Seite  in  (F — l^)T^g%  über, 
während  die  rechte  Seite  ungeändert  bleibt.  Die  erste  endlich 
nimmt  zunächst  folgende  Form  an : 

^  =  |-[n  +  Zc(3;-T,)]-(F-Z<y)(T,(7,-ft+i>o) 

Wenn  man  hierin  für  (K—  Z<J)  T,jf,  den  an  der  rechten  Seite  der 
zweiten  Gleichung  stehenden  Ausdruck  einsetzt,  so  heben  sich  alle 

E 

Glieder,  welche  -rr-  als  Factor  enthalten  und  zwei  Glieder,  welche 

k 

l6  als  Factor  enthalten,  gegenseitig  auf,  und  die  übrig  bleibenden 

Glieder  lassen  sich  in  zwei  Producte  zusammenfassen.    Die  beiden 

Gleichungen  lauten  dann: 

/  W 
-ir=  ^(1  — 0  (l>2— l>o)  —  ?<J(jPi— Po) 


(40) 


{V-l6)T,g,  =  ^[n  +  Zc(2\-T,)] 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  genau  dieselbe,  welche 
man  auch  nach  der  Pambour^schen  Theorie  erhält,  wenn  man 
in  (18)  6  =  1  setzt,  und  mittelst  der  Gleichung  (12)  (nachdem 
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V 


darin  e  =  1  und  —  =  F  gesetzt  ist) ,  statt  der  Grösse  B  das 


m 


Volumen  V  einfuhrt.  Der  Unterschied  liegt  also  nur  in  der  zwei- 
ten Gleichung,  welche  an  die  Stelle  der  von  Pambour  angenom- 
menen einfachen  Beziehung  zwischen  Volumen  und  Druck  ge- 
treten ist 


§.  22.    Angenommene  numerische  Werthe. 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommende  Grösse  a,  welche 
den  schädlichen  Raum  als  Bruchtheil  des  ganzen  für  den  Dampf 
firei  werdenden  Raumes  darstellt,  sei  zu  0*05  angenommen.  Die 
Menge  der  tropfbaren  Flüssigkeit,  welche  der  Dampf  beim  Ein- 
tritt in  den  Cylinder  mit  sich  fuhrt,  ist  bei  verschiedenen  Maschi- 
nen verschieden.  Pambour  sagt,  dass  sie  bei  Locomotiven  durch- 
schnittlich 0'25,  bei  stehenden  Dampfmaschinen  aber  viel  weniger, 
vielleicht  0*05  der  ganzen  in  den  Cylinder  tretenden  Masse  be- 
trage. Wir  wollen  für  unser  Beispiel  die  letztere  Angabe  be- 
nutzen, wonach  das  Verhältniss  der  ganzen  in  den  Cylinder  treten- 
den Masse  zu  dem  dampfförmigen  Theile  derselben  1  :  0*95  ist 
Femer  sei  der  Druck  im  Kessel  zu  5  Atmosphären  angenommen, 
wozu  die  Temperatur  152*22<^  gehört,  und  vorausgesetzt,  dass  die 
Maschine  keinen  Condensator,  oder,  was  dasselbe  ist,  einen  Con- 
densator  mit  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  habe.  Der  mittlere 
Gegendruck  im  Cylinder  ist  dann  grösser  als  1  Atmosphäre.  Bei 
Locomotiven  kann  dieser  Unterschied,  wie  oben  erwähnt,  durch 
einen  besonderen  Umstand  beträchtlich  werden,  bei  stehenden 
Dampfinaschinen  dagegen  ist  er  geringer.  Pambour  hat  in  sei- 
nen numerischen  Rechnungen  für  stehende  Maschinen  ohne  Con- 
densator diesen  Unterschied  ganz  vernachlässigt,  und  da  es  sich 
hier  nur  um  ein  Beispiel  zur  Vergl^chung  der  neuen  Formeln  mit 
den  Pambour'schen  handelt,  so  wollen  wir  uns  auch  hierin  ihm 
anschliessen,  und  j^o  =  1  Atmosphäre  setzen. 

Es  kommen  also  in  den  Gleichungen  (40)  für  dieses  Beispiel 
folgende  Werthe  zur  Anwendung: 
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e   =  005 


(41) 


^    =  ö^  =  '■''' 


ff    =    3800 

p^  =  760. 

Nehmen  wir  hierzu  noch  die  ein-  für  allemal  feststehenden  Werthe: 

k.=  13-596 
ö=    0-001, 

80  bleiben  in  der  ersten  der  Gleichungen  (40)  ausser  der  gesuchten 
Grösse  W  nur  noch  die  Grössen  V  und  p^  unbestimmt. 


§.  23.    Kleinstmöglicher  Werth  von  Fund  dazugehörige 

Arbeit. 

Wir  müssen  nun  zuerst  untersuchen ,  welches  der  Tdeinstmög- 
liehe  Werth  von  V  ist. 

Dieser  Werth  entspricht  dem  Falle,  wo  im  Cylinder  derselbe 
Druck,  wie  im  Kessel  stattfindet,  und  wir  brauchen  daher  nur  in 
der  letzten  der  Gleichungen  (40)  pi  an  die  Stelle  von  p^  zu  setzen. 
Dadurch  kommt: 

Um  hierbei  gleich  von  dem  Einflüsse  des  schädlichen  Raumes 
ein  Beispiel  zu  geben,  habe  ich  von  diesem  Ausdrucke  zwei  Werthe 
berechnet,  den,  welcher  entstehen  würde,  wenn  kein  schädlicher 
Raum  vorhanden,  und  also  «  =  0  wäre,  und  den,  welcher  unter 
der  von  uns  gemachten  Voraussetzung,  dass  €  =  0*05  ist,  ent- 
stehen muss.  Diese  beiden  Werthe  sind  für  1  Kilogramm  aus  dem 
Kessel  tretenden  Dampfes  als  Bruchtheil  eines  Cubikmeter  aus- 
gedrückt: 

0-3637  und  0-3690. 

Dass  der  letzte  dieser  Werthe  grösser  ist,  als  der  erste,  kommt 
daher,  dass  erstens  der  Dampf  in  den  schädlichen  Raum  mit  grosser 
Geschwindigkeit  eindringt,  die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegung 
sich  dann  in  Wärme  verwandelt,  und  diese  wiederum  einen  Theil 
der  mitgerissenen  Flüssigkeit  verdampfen  lässt,  und  dass  zweitens 
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der  schon  vor  dem  Einströmen  im  schädlichen  Räume  befindliche 
Dampf  ebenfalls  dazu  beiträgt,  die  ganze  nachher  vorhandene 
Dampfmenge  zu  vermehren. 

Setzt  man  die  beiden  für  V  gefundenen  Werthe  in  die  erste 
der  Gleichungen  (40)  ein,  wobei  wieder  b  das  eine  Mal  =  0  und 
das  andere  Mal  =  0*05  gesetzt  wird,  so  erhält  man  als  entsprechende 
Arbeitsgrössen  in  Kilogramm-Meter  ausgedrückt: 

14990  und  14450. 

Nach  derPambour'schen  Theorie  macht  es  in  Bezug  auf  das 
Volumen  keinen  Unterschied,  ob  ein  Theil  desselben  schädlicher 
Raum  ist,  oder  nicht,  es  wird  in  beiden  Fällen  durch  dieselbe 
Gleichung  (Hb)  bestimmt,  wenn  man  darin  fur_p  den  besonderen 
Werth  pi  setzt.    Dadurch  erhält  man : 

0-3883. 

Dass  dieser  Werth  grösser  ist,  als  der  vorher  für  dieselbe  Dampf- 
menge gefundene  0*3637,  erklärt  sich  daraus,  dass  man  überhaupt 
bisher  das  Volumen  des  Dampfes  im  Maximum  der  Dichte  für 
grösser  gehalten  hat,  als  es  der  mechanischen  Wärmetheorie  nach 
sein  kann,  und  diese  frühere  Ansicht  auch  in  der  Gleichung  (Hb) 
ihren  Ausdruck  findet. 

Bestimmt  man  mittelst  dieses  Volumens  die  Arbeit  aus  der 
Pambour' sehen  Gleichung  unter  den  beiden  Voraussetzungen, 
dass  f  =  0  oder  =  0*05  sei,  so  kommt: 

16000  und  15  200. 

Diese  Arbeitsgrössen  sind,  wie  es  auch  als  unmittelbare  Folge  des 
grösseren  Volumens  vorauszusehen  war,  beide  grösser,  als  die  vor- 
her gefundenen,  aber  nicht  in  gleichem  Verhältnisse,  indem  der 
durch  den  schädlichen  Raum  veranlasste  Arbeitsverlust  nach  den 
von  uns  entwickelten  Gleichungen  geringer  ist,  als  er  nach  der 
Pambour'schen  Theorie  sein  müsste. 


§.  24.    Berechnung  der  Arbeit  für  andere  Werthe  von  F. 

■ 

Bei  einer  Maschine  der  hier  betrachteten  Art,  welche  Pam- 
bour in  ihrer  Wirksamkeit  untersuchte,  verhielt  sich  die  Geschwin- 
digkeit, welche  die  Maschine  wirklich  annahm,  zu  derjenigen, 
welche  sich  für  dieselbe  Verdampfungsstärke  und  denselben  Druck 
im  Kessel  aus  seiner  Theorie  als  Minimum  der  Geschwindigkeit 
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berechnen  Hess,  bei  einem  Versuche  wie  1*275  :  1  und  bei  einem 
anderen,  unter  geringerer  Belastung,  wie  1*70  :  1.  Diesen  Ge- 
schwindigkeiten würden  für  unseren  Fall  die  Volumina  0'495  und 
0-660  entsprechen.  Wir  wollen  nun  als  ein  Beispiel  zur  Bestim- 
mung der  Arbeit  eine  Geschwindigkeit  wählen,  welche  zwischen 
diesen  beiden  hegt,  indem  wir  in  runder  Zahl  setzen^ 

F  =  0-6. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an ,  für  diesen  Werth  Yon  V 
die  Temperatur  t^  zu  finden.  Dazu  dient  die  Gleichung  (34), 
welche  folgende  specielle  Form  annimmt: 

(43)      Tj^a  =  26  577  -f-  56*42  .  (h-^t^)  —  0*0483  .  (ft  — j),). 

Führt  man  mittelst  dieser  Gleichung  die  in  §.  19  beschViebene 
successive  Bestimmung  von  ^  aus,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 
folgende  Näherungswerthe: 

if    =  133*010 
f   =  134*43 
r  =  134*32 
r'  =  134*33. 

Noch  weitere  Nähenmgswerthe  würden  sich  nur  noch  in  höheren 
Decimalen  unterscheiden,  und  wir  haben  also,  sofern  wir  uns  mit 
zwei  Decimalen  begnügen  wollen,  die  letzte  Zahl  als  den  wahren 
Werth  von  t^  zu  betrachten.    Der  dazu  gehörige  Druck  ist: 

p^  =  2308*30. 

Wendet  man  diese  Werthe  von  V  und  «j  zugleich  mit  den 
übrigen  in  §.  22  näher  festgestellten  Werthen  auf  die  erste  der 
Gleichungen  (40)  an,  so  erhält  man: 

TT  =11960. 

Die  Pambour^sche  Gleichung  (18)  giebt  für  dasselbe  Volumen 
0*6  die  Arbeit: 

W=  12  520. 

Um  die  Abhängigkeit  der  Arbeit  vom  Volumen,  und  zugleich 
den  Unterschied,  welcher  in  dieser  Beziehung  zwischen  Pam- 
bour's  und  meiner  Theorie  herrscht,  noch  deutUcher  erkennen  zu 
lassen,  habe  ich  dieselbe  Rechnung,  wie  für  das  Volumen  0*6  auch 
für  eine  Reihe  anderer  in  gleichen  Abständen  wachsender  Volumina 
ausgeführt  Die  Resultate  sind  in  nachstehender  Tabelle  zusam- 
mengefassi  Die  erste  horizontale  Zahlenreihe,  welche  durch  einen 
Strich  von  den  anderen  getrennt  ist,  enthält  die  für  eine  Maschine 
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ohne  schädlichen  Raum  gefundenen  Werthe.    Im  Uebrigen  ist  die 
Einrichtung  der  Tabelle  leicht  ersichtlich. 


h 

W 

nach  Pambour 

F 

m 

V 

W 

0-3637 

152-220 

14990 

0-3883 

16000 

0-3690 

162-220 

14450 

0-3883 

15  200 

0-4 

149-12 

14100 

0-4 

15  050 

0-6 

140-83 

13  0-20 

0-6 

13  780 

0-6 

134-33 

11960 

0-6 

12  520 

0-7 

12903 

10910 

0-7 

11260 

0-8 

124-55 

9  880 

0-8 

9  980 

0-9 

120-72 

8860 

0-9 

8  710 

1 

117-36 

7840 

1 

7  440 

Man  ^eht,  dass  die  nach  der  Pambour^ sehen  Theorie  be- 
rechneten Arbeitsgrössen  mit  wachsendem  Volumen  schneller  ab- 
nehmen, als  die  nach  unseren  Gleichungen  berechneten,  so  dass 
sie,  während  sie  anfangs  beträchtlich  grösser  sind,  als  diese,  ihnen 
allmälig  näher  kommen,  und  zuletzt  sogar  kleiner  werden.  Dieses 
erklärt  sich  daraus,  dass  nach  der  Pambour'schen  Theorie  bei 
der  während  des  Einströmens  stattfindenden  Ausdehnung  immer 
nur  dieselbe  Masse  dampfförmig  bleibt,  welche  es  schon  anfange 
war;  nach  der  unserigen  dagegen  ein  Theil  der  im  flüssigen  Zu- 
stande mitgerissenen  Masse  noch  nachträghch  verdampft,  und  zwar 
um  so  mehr,  je  grösser  die  Ausdehnung  ist. 


§.  25.    Arbeit  einer  Maschine  mit  Expansion  für  einen 

bestimmten  Werth  von  F. 


Wir  wollen  nun  in  ähnlicher  Weise  eine  Maschine  betrachten, 
welche  mit  Expansion  arbeitet,  und  zwar  wollen  wir  dazu  eine 
Maschine  mit  Condensator  wählen. 

In  Bezug  auf  die  Grösse  der  Expansion  woUen  wir  anneh- 
men, dass  der  Abschluss  vom  Kessel  erfolge,  wenn  der  Stempel  y^ 
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seines  Weges  zurückgelegt  hat.    Danii  haben  wir  zur  Bestimmung 
von  e  die  Gleichung: 

e  -  £  =  1/3  (1  -  £), 
und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  für  a  den  Werth  0*05  beibe- 
halten : 

c  =  ^  =  0-3666  ... 

Der  Druck  im  Kessel  sei,  wie  vorher,  zu  5  Atmosphären  ange- 
nommen. Der  Druck  im  Condensator  kann  bei  guter  Einrichtung 
unter  Vio  Atmosphäre  erhalten  werden.  Da  er  aber  nicht  immer 
so  klein  ist,  und  ausserdem  der  Gegendruck  im  Cylinder  den  im 
Condensator  stattfindenden  Druck  iioeh  etwas  übertriflPt,  so  wollen 
wir  für  den  mittleren  Gegendruck'  p^  in  runder  Zahl  Vs  Atmo- 
sphäre oder  152  mm  annehmen,  -w^Ozu^  die  Temperatur  ^0  =  60-46^ 
gehört.  Behalten  wir  endlich  für  V  den  vorher  angenommeneti 
Werth  bei,  so'  sind  die  in  diesem  Beispiele  zur  Anwendung  kom- 
menden Grössen  folgende: 

e  =  0-36667 

B  =  0-05 
(44)  I    l  =  1053 

py  =  3800 
Po  =  152. 

Es  braucht  nun,  um  die  Arbeit  berechnen   zu  können,  nur 

noch  der  Werth  von  V  gegeben  zu  werden.     Um  bei  der  Wahl 

desselben  einen  Anhalt  zu  haben,  müssen  wir  zuerst  den  kleinst- 

möglichen  Werth  von  V  kennen.    Dieser  ergiebt  sich,  ganz  wie  bei 

den  Maschinen  ohne  Expansion,  dadurch,  dass  man  in  der  zweiten 

der  Gleichungen  (32)  pi  an  die  Stelle  von  p^  setzt,  und  ebenso  die 

übrigen  mit  p.2  zusammenhängenden  Grössen  ändert    Man  findet 

auf  diese  Weise  für  unseren  Fall  den  Werth : 

1-010. 

Hiervon  ausgehend  wollen  wir  als  erstes  Beispiel  annehmen,  die 

wirkliche  Ganggeschwindigkeit  der  Maschine  übertrefiie  die  kleinst- 

mögliche  etwa  im  Verhältnisse  von  3:2,  indem  wir  in  runder 

Zahl 

F=  1-5 

setzen,  und  für  diese  Geschwindigkeit  wollen  wir  die  Arbeit  be- 
stimmen. 

Zunächst  müssen  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von  V  in 
die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (32)  die  beiden  Temperaturen 
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i,  imd  ^  bestimmt  werden.  Die  Bestmunung  von  t^  ist  schon  bei 
der  Maschine  ohne  Gondensator  etwas  näher  besprochen,  und  da 
sich  der  vorliegende  Fall  von  jenem  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Grösse  e,  welche  dort  gleich  1  gesetzt  war,  hier  einen 
anderen  Werth  hat,  so  will  ich  darauf  nicht  noch  einmal  eingehen, 
solidem  nur  das  Endresultat  anführen.    Man  findet  nämlich: 

t^  =  137-43Ö. 

Die  zur  Bestimmung  von  ^  dienende  Gleichung  (36)  nimmt 
für  diesen  Fall  folgende  Gestalt  an : 

(45)  ^s  =  26-604  +  51'515  Log^- 

Hieraus  erhält  man  nach  einander  folgende  Näherungswerthe : 

a    =    99-240 
f    =  101-93 
r  =  101-74 
r"  =  101-76. 

Den  letzten  dieser  Werthe,  von  welchem  die  späteren  nur  noch  in 
höheren  Decimalen  abweichen  würden,  betrachten  wir  als  den 
richtigen  Werth  von  ^,  und  wenden  ihn  zusammen  mit  den  be- 
kannten Werthen  von  ^  und  ^  auf  die  erste  der  Gleichungen  (32) 
an.    Dadurch  kommt: 

TT  =  31  080. 
Berechnet  man  unter  Voraussetzung  desselben  Werthes  von 
V  die  Arbeit  nath  der  Pambour'schen  Gleichung  (18),  wobei 
man  aber  die  Werthe  von  B  und  b  nicht,  wie  bei  der  Maschine 
ohne  (jondensator,  aus  der  Gleichung  (Hb),  sondern  aus  der  für 
Maschinen  mit  Gondensator  bestimmten  Gleichung  (1 1  a)  entnehmen 
muss,  so  findet  man: 

W=32  640. 


§.  26.     Zusammenstellung  verschiedener  Fälle  in  Bezug 

auf  den  Gang  der  Maschine. 

In  derselben  Weise,  wie  es  für  das  Volumen  1-5  hier  ange- 
deutet ist,  habe  ich  auch  für  die  Volumina  1*2,  1-8  und  2*1  die 
Arbeit  berechnet  Ausserdem  habe  ich,  um  den  Einfluss,  welchen 
die  verschiedenen  ünvollkommenheiten  der  Maschine  auf  die  Grösse 

Cift alias,  mech.  W&nneth«ori«.    I,  19 


290  Abschnitt  XI. 

der  ^Arbeit  ausüben,  an  einem  Beispiele  übersichtilch  zusammen- 
stellen zu  können,  noch  folgende  Fälle  hinzugefügt 

1)  Den  Fall  einer  Maschine,  welche  keinen  schädlichen  Baum 
hat,  und  bei  welcher  ausserdem  der  Druck  im  Cylinder  während 
des  Einströmens  gleich  dem  im  Kessel  ist,  und  die  Expansion  so 
weit  getrieben  wird,  bis  der  Druck  von  seinem  ursprünglichen 
Werthe  pi  bis  Pq  abgenommen  hat.  Dieses  ist,  wenn  wir  nur  noch 
annehmen,  dass  po  genau  den  Druck  im  Condensator  darstelle,  der 
Fall,  auf  welchen  sich  die  Gleichung  (9)  bezieht,  und  welcher  für 
eine  gegebene  Wärmemenge,  wenn  auch  die  Temperaturen  der 
Wärmeaufnahme  und  Wärmeabgabe  als  gegeben  betrachtet  wer- 
den, die  grösstmögliche  Arbeit  liefert. 

2)  Den  Fall  einer  Maschine,  bei  welcher  wieder  kein  schäd- 
licher Baum  vorkommt ,  und  der  Druck  im  Cylinder  gleich  dem 
im  Kessel  ist,  aber  die  Expansion  nicht  wie  vorher  vollständig, 
sondern  nur  im  Verhältnisse  von  e  :  1  stattfindet  Dieses  ist  der 
Fall,  auf  welchen  sich  die  Gleichung  (6)  bezieht,  nur  dass  dort, 
um  die  Grösse  der  Expansion  zu  bestinmien,  die  durch  die  Expan- 
sion bewirkte  Temperaturänderung  des  Dampfes  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt wurde,  während  hier  die  Expansion  dem  Volumen  nach 
bestimmt  ist,  und  die  Temperaturänderung  daraus  erst  berechnet 
werden  muss. 

3)  Den  Fall  einer  Maschine  mit'  schädlichem  Baume  und  un- 
vollständiger Expansion,  bei  welcher  von  den  vorigen  günstigen 
Bedingungen  nur. noch  die  besteht,  dass  der  Dampf  im  Cylinder 
während  des  Einströmens  denselben  Druck  ausübt,  wie  im  Kessel, 
so  dass  also  das  Volumen  den  kleinstmöglichen  Werth  hat. 

.  An  diesen  Fall  schliessen  sich  endlich  die  schon  erwähnten 
an,  in  welchen  auch  die  letzte  günstige  Bedingung  fortgefallen  ist, 
indem  das  Volumen  statt  des  kleinstmöglichen  Werthes  andere 
gegebene  Werthe  hat  . 

Alle  diese  Fälle  sind  zur  Vergleichung  auch  nach  der  Pam- 
bour' sehen  Theorie  berechnet,  mit  Ausnahme  des  ersten,  für 
welchen  die  Gleichungen  (IIa)  und  (Hb)  nicht  ausreichen,  indem 
selbst  diejenige  unter  ihnen,  welche  für  geringeren  Druck  be- 
stimmt ist,  doch  nur  bis  zu  Yj  oder  höchstens  1/3  Atmosphäre  ab- 
wärts angewandt  werden  darf,  während  hier  der  Druck  bis  zu  7j 
Atmosphäre  abnehmen  soll. 

Die  für  diesen  ersten  Fall  aus  unseren  Gleichungen  hervor- 
gehenden Zahlen  sind  folgende : 
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Volumen  vor 
der  Expansion 

Volumen  nach 
der  Expansion 

W 

• 

0-3637 

6-345 

50  460 

291 


Für  alle  übrigen  Fälle  sind  die  Resultate  in  der  nachstehen- 
den Tabelle  zusammengefasst ,  woJ)ei  wieder  die  auf  die  Maschine 
ohne  schädlichen  Raum  bezüglichen  Zahlen  von  den  anderen  durch 
einen  Strich  getrennt  sind.  Für  das  Volumen  sind  nur  die  nach 
der  Expansion  gültigen  Zahlen  angeführt,  weil  die  Werthe  vor  der 
Expansion  sich  daraus  von  selbst  ergeben,  indem  sie  in  allen 
Fällen  in  dem  Verhältnisse  von  e  :  1  oder  von  0*36667  :  1  kleiner 
sind.    . 


h 

h 

V 

nach  Pambour 

v 

V 

W 

0-992 

152-22<> 

113-710 

34  300 

1032 

36  650 

1010 

152-220 

113-680 

32  430 

1-632 

34090 

1-2 

145-63 

108-38 

31870 

1-2 

33  570 

1-5 

137-43 

101-76 

31080 

1-5 

32  640 

1-8 

13102 

96-55 

30  280 

1-8 

31710 

21 

126-79 

92-30 

29  490 

21 

30  780   ^ 

§.  27.    Zurückführung  der  Arbeit  auf  eine  von  der  Wärme- 
quelle gelieferte  Wärmeeinheit. 


Die  in  dieser  Tabelle  angeführten  Arbeitsgrösson,  ebenso  wie 
diejenigen  der  früheren  Tabelle  für  die  Maschine  ohne  Conden- 
sator,  beziehen  sich  auf  ein  Kilogramm  aus  dem  Kessel  tretenden 
Dampfes.  Man  kann  aber  hiemach  die  Arbeit  auch  leicht  auf 
eine  von  der  Wärmequelle  gelieferte  Wärmeeinheit  beziehen,  wenn 
man  bedenkt,  dass  für  jedes  Kilogramm  Dampf  so  viel  Wärme 
geliefert  werden  muss,  wie  nöthig  ist,  um  die  Masse  ?,  welche  etwas 
grösser  als  1  Kilogramm  ist,  von  ihrer  Anfangstemperatur,  mit 

19* 
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welcher  sie  in  den  Kessel  tritt,  bis  zu  der  im  Kessel  selbst  herr- 
schenden Temperatur  zu  erwärmen,  und  bei  dieser  letzteren  ein 
Kilogramm  in  Dampf  zi^  verwandeln,  welche  Wärmemenge  sich 
aus  den  bisherigen  Daten  berechnen  lässt 


§.  28.    Berücksichtigung  der  Reibung. 

Zum  Schluss  dieser  numerischen  Bestimmungen  muss  ich  noch 
einige  Worte  über  die  Beibtmg  hinzufügen,  wobei  ich  mich  aber 
darauf  beschränken  will ,  mein  Verfahren,  dass  ich  die  Reibung  in 
den  bisher  entwickelten  Gleichungen  ganz  unberücksichtigt  ge- 
lassen habe,  zu  rechtfertigen,  indem  ich  zeige,  dass  man  die  Rei- 
bung, anstatt  sie,  wie  esPambourgethan  hat,  gleich  in  die  ersten 
allgemeinen  Ausdrücke  der  Arbeit  mit  einzuflechten ,  nach  den- 
selben Principien  auch  nachträglich  in  Rechnung  bringen  kann, 
was  übrigens  in  gleicher  Weise  auch  von  anderen  Autoren  ge- 
schehen ist. 

Die  Kräfte,  welche  die  Maschine  bei  ihrem  Gange  zu  über- 
winden hat,  lassen  sich  folgendermaassen  unterscheiden.  1)  Der 
Widerstand,  welcher  ihr  von  aussen  entgegengestellt  wird,  und 
dessen  Ueberwindung  die  von  ihr  verlangte  nützliche  Arbeit  bildet 
Pambour  nennt  diesen  Widerstand  die  Belastung  (charge)  der 
Maschine.  2)  Die  Widerstände,  welche  in  der  Maschine  selbst 
ihren  Grund  haben,  sodass  die  zu  ihrer  Ueberwindung  verbrauchte 
Arbeit  nicht  äusserlich  nutzbar  wird.  Diese  letzteren  Widerstände 
fassen  wir  alle  unter  dem  Namen  der  Reibung  zusammen,  obwohl 
ausser  der  Reibung  im  engeren  Sinne  auch  noch  andere  Kräfte 
unter  ihnen  vorkommen,  besonders  die  Widerstände  der  zur 
Dampfmaschine  gehörigen  Pumpen,  mit  Ausnahme  derjenigen, 
welche  den  Kessel  speist,  und  welche  im  Früheren  schon  mit  be- 
trachtet ist 

Beide  Arten  Von  Widerständen  bringt  Pambour  als  Kräfte, 
welche  sich  der  Bewegung  des  Stempels  widersetzen,  in  Rechnung, 
und  um  sie  mit  den  Druckkräften  des  an  beiden  Seiten  des  Stem- 
pels befindlichen  Dampfes  bequem  vereinigen  zu  können;  wählt  er 
auch  die  Bezeichnung  ähnlich,  wie  es  beim  Dampfdrucke  ge- 
schieht, nämUch  so,  dass  das  Zeichen  nicht  die  ganze  S[raft,  son- 
dern den  auf  eine  Flächeneinheit  des  Stempels  kommenden  Theil 
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derselben- bedeutet  In  diesem^Sinne  stelle  der  Buchstabe  B  die 
Belastung  dar. 

Bei  der  Reibung  muss  noch  ein  weiterer  Unterschied  gemacht 
werden.  Die  Reibung  hat  nämlich  nicht  für  jede  Maschine  einen 
Constanten  Werth,  sondern  wächst  mit  der  Belastung.  Pambour 
zerlegt  sie  daher  in  zwei  Theile,  den,  welcher  schon  vorhanden 
ist,  wenn  die  Maschine  ohne  Belastung  geht,  und  den,  welcher 
erst  durch  die  Belastung  hinzukommt.  Von  letzterem  nimmt  er 
an,  dass  er  der  Belastung  proportional  sei.  Demgemäss  drückt  er 
die  Reibung,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  durch 

f+8.B 
aus,  worin /und  d  Grössen  sind,  die  zwar  von  der  Einrichtung 
und  den  Dimensionen  der  Maschine  abl\ängen,  aber  für  eine  be- 
stimmte Maschine    nach  Pambour    als  constant  zu   betrachten 
sind. 

Wir  können  nun  die  Arbeit  der  Maschine  statt,  wie  bisher, 
auf  die  treibende  Kraft  des  Dampfes,  auch  auf  diese  widerstehenden 
Kräfte  beziehen,  denn  die  von  diesen  gethane  negative  Arbeit  muss 
gleich  der  von  jener  gethanen  positiven  sein ,  weil  sonst  eine  Be- 
schleunigung oder  Verzögerung  des  Ganges  eintreten  würde,  was 
der  gemachten  Voraussetzung,  nach  welcher  der  Gang  gleichmässig 
sein  soll,  widerspricht.  Die  Stempelfläche  beschreibt,  während  eine 
Gewichtseinheit  Dampf  in  den  Cylinder  tritt,  den  Raum  (1  —  b)  F, 
und  man  erhält  daher  für  die  Arbeit  W  den  Ausdruck : 

W=(l-s)7[H-\-ö)B-{-f]. 
Der  nutsbare  Theil  dieser  Arbeit  dagegen,  welcher  zum  Unter- 
schiede von  der  ganzen  Arbeit  mit  ( W)  bezeichnet  werden  möge, 
wird  durch  den  Ausdruck: 

(W)==(l  —  B)r.B 
dargestellt.    Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  vermittelst  der 
vorigen  die  Grösse  i2,  so  kommt: 

^^        W—(l  —  €)F.  / 
(46)  ( W)  = l^s^       '^' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man,  da  die  Grösse  V  als  bekannt 
vorauszusetzen  ist,  aus  der  ganzen  Arbeit  W  die  nützliche  Arbeit 
( WX  ableiten,  sobald  die  Grössen  /  und  d  gegeben  sind. 

Auf  die  Art,  wie  Pambour  die  letzteren  bestimmt,  will  ich 
hier  nicht  eingehen,  da  diese  Bestimmung  noch  auf  zu  unsicheren 
Grundlagen  beruht,  und  die  Reibung  überhaupt  dem  eigentlichen 
Gegenstande  dieses  Abschnittes  fremd  ist. 
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§.-29.    Ä-llgemeine  Betrachtung  der  Vorgänge  in  thermo- 
dynamischen  Maschinen  und  Zurückführung  derselben 

auf  Kreisprocesse. 

Nachdem  wir  im  Vorigen  die  Dampfmaschine  in  der  Weise 
behandelt  haben,  dass  wir  alle  in  ihr  stattfindenden  Vorgänge  ver- 
folgt, die  dabei  geleisteten  positiven  oder  negativen  Arbeitsgrössen 
einzeln  bestimmt  und  diese  dann  zu  einer  -algebraischen  Summe 
vereinigt  haben,  wollen  wir  nun  die  thermodynamischen  Maschinen 
von  allgemeineren  Gesichtspunkten  aua^  betrachten. 

Der  Ausdruck,  dass  die  Wärme  eine  Maschine  treibt^  ist  natür- 
lich nicht  auf  die  Wärme  unmittelbar  zu  beziehen,  sondern  ist  so 
zu  verstehen,  dass  irgend  ein  in  der  Maschine  vorhandener  Stoff 
in  Folge  der  Veränderungen,  welche  er  durch  die  Wärme  erleidet, 
die  Maschinentheile  in  Bewegung  setzt  Wir  wollen  diesen  Stoff 
den  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnden  Stoff  nennen. 

Wenn  nun  eine  fortwährend  wirkende  Maschine  in  gleich- 
massigem  Gange  ist,  so  finden  alle  dabei  vorkommenden  Verän- 
derungen periodisch  statt, 'so  dass  derselbe  Zustand,  in  welchem 
sich  zu  einer  gewissen  Zeit  die  Maschine  mit  allen  ihren  einzelnen 
Theilen  befindet,  in  gleichen  Intervallen  regelmässig  wiederkehrt 
Demnach  muss  auch  der  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnde 
Stoff  in  solchen  regelmässig  wiederkehrenden  Momenten  in  gleicher 
Menge  in  der  Maschine  vorhanden  sein,  und  sich  in  gleichem  Zu- 
stande befinden.  Diese  Bedingung  kann  auf  zwei  verschiedene 
Arten  erllillt  werden. 

Erstens  kann  ein  und  dasselbe  ursprünglich  in  der  Maschine 
befindliche  Quantum  dieses  Stoffes  immer  in  ihr  bleiben,  wobei 
dann  die' Zustandsänderungen,  welche  dieser  Stoff  während  des 
Ganges  erleidet,  so  stattfinden  müssen,  dass  er  mit  dem  Ende  je- 
der Periode  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkehrt,  und 
dann  denselben  Cyclus  von  Veränderungen  von  Neuem  beginnt. 

Zweitens  kann  die  Maschine  jedesmal  den  fitoff,  welcher  wäh- 
rend einer  Periode  zur  Hervorbringung  der  Wirkung  gedient  hat,' 
nach  aussen  abgeben,  und  dafür  ebenso  viel  Stoff  von  derselben 
Art  von  aussen  wieder  aufnehmen. 

Dieses  letztere  Verfahren  ist  bei  den  in  der  Praxis  angewandten 
Maschinen  das  gewöhnlichere.    Es  findet  z.  B.  bei  den  calorischen 


Dampfinascliinentheorie.  295 

LuftmaBchinen,  wie  sie  bis  jetzt  construirt  sind,  Anwendung,  indem 
nach  jedem  Hube  die  Lnft,  welche  im  Treibcylinder  den  Stempel 
bewegt  hat,  in  die  Atmosphäre  ausgetrieben,  und  dafür  vom  Speise-: 
cylinder  eine  gleiche  Quantität  Luft  aus  der  Atmosphäre  geschöpft 
wird.  Ebenso  bei  den  Dampfinaschinen  ohne  Gondensator,  bei 
welchen  auch  der  Dampf  aus  dem  Cylinder  in  die  Atmosphäre 
tritt,  und  dafür  aus  einem  Reservoir  neues  Wasser  in  den  Kessel 
gepumpt  wird. 

Femer  findet  ös  wenigstens  eine  theilweise  Anwendung  auch 
bei  den  Dampfmaschinen  mit  Gondensator  von  gewöhnlicher  Ein- 
richtung. Bei  diesen  wird  das  aus  dem  Dampfe  niedergeschlagene 
Wasser  rwar  zum  Theil  in  den  Kessel  zurückgepumpt,  aber  nicht 
alles,  weil  es  mit  dem  Kühlwasser  gemischt  ist,  und  von  diesem 
daher  auch  ein  Theil  in  den  Kessel  kommt.  Der  nicht  wieder 
angewandte  Theil  des  niedergeschlagenen  Wassers  muss  mit  dem 
übrigen  Theile  des  Kühlwassers  zusammen  fortgeschafft  werden. 

Das  erstere  Verfahren  hat  bisher  nur  bei  wenigen  Maschinen 
Anwendung  gefunden,  unter  anderen  bei  solchen  Dampfinaschinen, 
welche  durch  zwei  verschiedene  Dämpfe,  z.  B.  Wasser-  und  Aether- 
dampf,  getrieben  werden  i).  In  diesen  wird  der  Wasserdampf  nur 
durch  die  Berührung  mit  «Metallröhren,  welche  inwendig  mit 
flüssigem  Aether  gefüllt  sind,  niedergeschlagen,  und  dann  voll- 
ständig wieder  in  den  Kessel  zurückgepumpi  Ebenso  wird  der 
Aetherdampf  in  Metallröhren,  die  nur  auswendig  von  kaltem  Wasser 
umspült  sind,  niedergeschlagen,  und  dann  in  den  ersten  Raum,  der 
zur  Verdampfung  des  Aethers  dient,  zurückgepumpt.  Es  braucht 
daher,  um  den  gleichmässigen  Gang  zu  erhalten,  nur  so  viel  Wasser 
und  Aether  neu  zugeführt  zu  werden,  wie  etwa  wegen  ünvoU- 
kommenheit  der  Gonstruction  durch  die  Fugen  entweicht. 

In  einer  Maschine  dieser  Art,  in  welcher  dieselbe  Masse  immer 
wieder  von  Neuem  ai^ewandt  wird,  müssen,  wie  oben  gesagt,  die 
verschiedenen  Veränderungen,  welche  die  Masse  während  einer 
Periode  erleidet,  einen  in  sich  geschlossenen  Gyclus  oder  nach  der 
Bezeichnung,  welche  ich  in  meinen  Abhandlungen  gewählt  habe, 
einen  Kreisprocess  bilden. 

Solche  Maschinen  dagegen,  bei  denen  ein  periodisches  Auf- 
nehmen und  Wiederausscheiden  von  Massen  stattfindet,  sind  die- 
ser Bedingung  nicht  nothwendig  unterworfen.    Dessen  ungeachtet 


1)  Annales  des  Mines  T.  IV,  (1853),  p,  203  u,  281. 
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können  auch  sie  dieselbe  erfüllen,  indem  sie  die  Massen  in  dem- 
selben Zustande  wieder  ausscheiden,  in  welchem  sie  sie  aufgenom- 
men haben.  Dieses  ist  der  Fall  bei  den  Dampfmaschinen  mit 
Condensator,  bei  denen  das  Wasser  im  flüssigen  Zustande  und  mit 
derselben  Temperatur,  mit  der  es  aus  dem  Condensator  in  den 
Kessel  getreten  war,  später  aus  dem  C!ondensator  fortgeschafft 
wird.  Das  Kühlwasser,  welches  kalt  in  den  Condensator  ein-  und 
warm  wieder  austritt,  kommt  dabei  nicht  in  Betracht,  weil  es  nicht 
zu  dem  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnden  Stoffe  gehört,  son- 
dern als  eine  negative  Wärmequelle  dient. 

Bei  anderen  Maschinen  ist  der  Zustand  beim  Austritte  von 
demjenigen  beim  Eintritte  verschieden.  Die  calorischen  Luft- 
maschinen z.  B.,  selbst  wenn  sie  mit  einem  Regenerator  versehen 
sind,  treiben  die  Luft  mit  einer  Temperatur,  die  höher  ist,  als  die 
Eintrittstemperatur,  in  die  Atmosphäre  zurück,  und  die  Dampf- 
maschinen ohne  Condensator  nehmen  das  Wasser  tropfbar  flüssig  auf, 
und  lassen  es  aampfförmig  wieder  ausströmen.  In  diesen  Fällen 
findet  zwar  kein  vollständiger  Kreisprocess  statt,  indessen  kann  man 
sich  immer  zu  der  wirklich  voihandenen  Maschine  noch  eine  zweite 
hinzudenken,  welche  die  Masse  aus  der  ersten  Maschine  au&immt, 
sie  auf  irgend  eine  Weise  in  den  Anfangszustand  zurückbringt, 
und  dann  erst  entweichen  lässt.  Beide  Maschinen  zusammen  kön- 
nen dann  als  Eine  Maschine  betrachtet  werden,  welche  wieder  der 
obigen  Bedingung  genügt.  Li  manchen  Fallen  kann  diese  Ver- 
vollständigung geschehen,  ohne  dass  dadurch  eine  grössere  Com- 
plication  für  die  Untersuchungen  eintritt  So  kann  man  sich  z.  B. 
eine  Dampfmaschine  ohne  Condensator,  wenn  man  nur  annimmt, 
dass  sie  mit  Wasser  von  100^  gespeist  werde,  ohne  Weiteres  durch 
eine  Maschine  mit  einem  Condensator,  dessen  Temperatur  100^  ist, 
ersetzt  denken. 

Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ma- 
schinen, welche  jene  Bedingung  nicht  schon  von  selbst  erfüllen, 
in  dieser  Weise  für  die  Betrachtimg  vervollständigt  seien,  auf  alle 
thermodjnamischen  Maschinen  die  für  die  Kreisprocesse  geltenden 
Sätze  anwenden ,  und  dadurch  gelangt  man  zu  einigen  Schlüssen, 
welche  von  der  besonderen  Natur  der  in  den  einzelnen  Maschinen 
stattfindenden  Vorgänge  ganz  unabhängig  sind. 
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§.  30.    Gleichungen  für  die  durch  einen  beliebigen  Kreis- 

process  geleistete  Arbeit. 

Für  jeden  Kreisprocess  gelten  den  früheren  Entwickelungen 
gemäss,  als  analytische  Ausdrücke  der  beiden  Hauptsätze,  nachdem 
der  letztere  so  erweitert  ist,  dass  er  auch  die  nicht  umkehrbaren 
Veränderungen  umfasst,  folgende  zwei  Gleichungen: 

W=  Q 

(47) 


1/^=-^- 


worin  N  die  während  des  Kreisprocesses  eingetretene  uncompen- 
sirte  Verwandlung  bedeutet,  welche  nur  positiv  sein  kann  und  bei 
umkehrbaren  Ereisprocessen  den  Grenzwerth  Null  hat. 

Wenden  wir  diese  Gleichungen  auf  denjenigen  Kreisprocess 
an,  welcher  in  der  thermodynamischen  Maschine  während  einer 
Periode  stattfindet,  so  sieht  man  zunächst,  dass,  wenn  die  ganze 
Wärmemenge,  welche  der  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnde 
Stoff  während  dieser  Zeit  aufgenommen  hat,  gegeben  ist,  dann 
durch  die  erste  Gleichung  unmittelbar  auch  die  Arbeit  bestimmt 
ist,  ohne  dass  die  Natur  der  Vorgänge  selbst,  aus  denen  der  Kreis- 
process besteht,  bekannt  zu  sein  braucht 

In  ähnlicher  Allgemeinheit  kann  man  durch  die  Verbindung 
beider  Gleichungen  die  Arbeit  auch  noch  aus  anderen  Daten  be- 
stimmen. 

Wir  wollen  annehmen,  es  seien  die  Wärmemengen,  welche 
der  veränderliche  Körper  nach  einander  empfängt,  sowie  die  Tem- 
peraturen, welche  er  bei  der  Au&ahme  einer  jeden  hat,  gegeben, 
und  nur  Eine  Temperatur  T^  sei  übrig,  bei  welcher  dem  Körper 
noch  eine  Wärmemenge  mitgetheilt,  oder,  wenn  sie  negativ  ist, 
entzogen  wird,  deren  Grösse  nicht  im  Voraus  bekannt  ist.  Die 
Summe  aller  bekannten  Wärmemengen  heisse  Qi,  und  die  unbe- 
kannte Wärmemenge  Qo. 

Dann  zerlege  man  das  in  der  zweiten  Gleichung  vorkommende 
Integral  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  sich  nur  über  die  be- 
kannte Wärmemenge  Qi  und  der  andere  über  die  unbekannte  Qo 
erstreckt  Im  letzten  Theile  lässt  sich,  da  in  ihm  T  einen  con- 
stanten  Werth  Tq  hat,  die  Integration  sogleich  ausführen,  und 
giebt  den  Ausdruck : 
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Qo 

Dadurch  geht  die  zweite  Gleichung  über  in: 

''^  +  |  =  _^, 

0 


/ 


woraus  folgt: 


Q. 


=  —  ^0  •  /  "j^  —  "^0  •  -^* 


Femer  hat  man  nach  der  ersten  Gleichung,  da  für  unseren  Fall 

Q=  Qi+  Qo  ist: 

W=  Q,  +  öo. 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  Q^  den  eben  gefundenen 
Werth,  so  kommt: 

(48)  W=Q^-T,.J^-T,.N. 

0 

Wird  insbesondere  angenommen,  däss  der  ganze  Kreisprocess 
umkehrbar  sei,  so  ist  dem  Obigen  nach  JV"  =  0,  und  dadurch  geht 
die  vorige  Gleichung  über  in: 

Qi 

(49)  w=Q,^T,.J^^ 

0 

Dieser  Ausdruck  unterscheidet  aich  von  dem  Torigen  nur  durch 
das  Glied  —  Tq  JY. .  Da  nun  N  nur  positiv  sein  kann,  so  kann  dieses 
Glied  nur  negativ  sein,  und  man  sieht  daraus,  was  sich  auch  durch 
unmittelbare  Betrachtung  leicht  ergiebt,  dass  man  unter  den  oben 
in  Bezug  auf  die  Wärmemittheilung  festgestellten  Bedingungen 
die  grösstmögliche  Arbeit  erhält,  wenn  der  ganze  Kreisprocess 
umkehrbar  ist,  und  dass  durch  jeden  Umstand,  welcher  bewirkt, 
dass  einer  der  in  dem  Kreisprocesse  stattfindenden  Vorgänge  nicht 
umkehrbar  ist,  die  Grösse  der  Arbeit  abnimmt. 

Die  Gleichung  (48)  führt  hiemach  zu  dem  gesuchten  Werthe 
der  Arbeit  auf  einem  Wege,  welcher  dem  gewöhnlichen  gerade 
entgegengesetzt  ist,  indem  man  nicht,  wie  sonst,  die  während  der 
verschiedenen  Vorgänge  gethanen  Arbeitsgrössen  einzeln  bestimmt 
und  dann  addirt,  sondern  von  dem  Maximum  der  Arbeit  ausgeht, 
und  die  durch  die  einzelnen  Unvollkommenheiten  des  Processes 
entstandenen  Arbeitsverluste  davon  abzieht.  Man  kann  dieses  Ver- 
fahren das  Subtractionsverfahren  nennen. 
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Macht  man  in  Bezug  auf  die  Mittheilung  der  Wärme  die  be- 
schränkende Bedingung,  dass  auch  die  ganze  Wärmemenge  ^i^dem 
Körper  bei  einer  bestimmten  Temperatur  Ti  mitgetheilt  werde,  so 
lässt  sich  der  diese  Wärmemenge  umfassende  Theil  des  Integrals 
ebenfalls  ohne  Weiteres  ausfuhren,  und  giebt: 

wodurch  die  für  das  Maximum  der  Arbeit  geltende  Gleichung  (49) 
folgende  Form  annimmt: 

(50)  W=Q,  ^^-^- 


§.  31.  Anwendung  dervorigen(yleichungen  auf  denGrenz- 
fall,  in  welchem  der  in  der  Dampfmaschine  stattfindende 

Kreisprocess  umkehrbar  ist. 

Unter  den  weiter  oben  betrachteten  Fällen  in  Bezug  auf  den 
Gang  der  Dampfinaschine  kommt  auch  ein  Grenzfall  vor,  den  man 
zwar  in  der  Wirklichkeit  nicht  erreichen  kann,  dem  man  sich  aber 
so  weit,  wie  möglich,  zu  nähern  sucht,  nämlich  der  Fall,  wo  kein 
schädlicher  Raum  vorhanden  ist,  wo  femer  im  Cylinder  derselbe 
Druck  herrscht  wie  im  Kessel  resp.  im  Condensator ,  und  wo  end- 
lich die  Expansion  so  weit  geht,  dass  sich  der  Dampf  dadurch  von 
der  Kesseltemperatur  bis  zur  Condensatortemperatur  abkühlt. 

In  diesem  Falle  ist  der  Kreisprocess  in  allen  seinen  Theilen 
umkehrbar.  Man  kann  sich  denken,  dass  im  Condensator  bei  der 
Temperatur  Tq  die  Verdampfung  stattfinde,  und  die  Masse  Jf,  wo- 
von der  Theil  mo  dampfförmig  und  der  Theil  M  —  Wq  tropfbar 
tiüssig  sei,  in  den  Cylinder  trete,  und  den  Stempel  in  die  Höhe 
treibe,  dass  dann  beim  Niedergange  des  Stempels  der  Dampf  zu- 
erst soweit  comprimirt  werde,  bis  seine  Temperatur  auf  Ti  ge- 
stiegen sei,  und  darauf  in  den  Kessel  gepresst  werde,  und  dass 
endlich  mittelst  der  kleinen  Pumpe  die  Masse  M  wieder  als  tropf- 
bare Flüssigkeit  aus  dem  Kessel  in  den  Condensator  geschafft 
werde,  und  sich  bis  zur  Anfangstemperatur  Tq  abkühle.  Hierbei 
durchläuft  der  Stoflf  dieselben  Zustände,  wie  früher,  nur  in  umge- 
kehrter Reihenfolge.  Die  Wärmemittheilungen  oder  Wärmeent*- 
ziehungen  finden  in  entgegengesetztem  Sinne,  aber  in  derselben 
Grösse  und  bei  denselben  Temperaturen  der  Masse  statt,  und  alle 
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ArbeitsgTÖssen  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,  aber  dieselben 
numerisQhen  Werthe. 

Daraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  in  dem  Ereisprocesse  keine 
uncompensirte  Verwandlung  vorkommt.  Man  hat  daher  in  der 
Gleichung  (48)  N  =  0  zn  setzen,  und  bekommt  dadurch  die  schon 
unter  (49)  angeführte  Gleichung,  in  welcher  nur  noch,  zur  besseren 
Uebereinstimmung  mit  dem  Früheren,  TT*  statt  TTzu  schreiben  ist: 

0 

Hierin  bedeutet  Qi  für  unseren  Fall  die  der  Masse  M  im  Dampf- 
kessel mitgetheilte  Wärme,  durch  welche  M  als  Flüssigkeit  von  Tq 
bis  Ti  erwärmt  und  dann  der  Theil  m^  in  Dampf  verwandelt  wird, 
und  es  ist  daher: 
(51)  Q,  =  nHQi  +  MC(T,  -  To). 

Qi 

Bei  der  Bestimmung  des  Integrales  /  —^  müssen  die  beiden 

0 

^  einzelnen  in  Qi  enthaltenen  Wärmemengen  Jlf  (7  (Ti  —  Tq)  undfiiiPi 
besonders  betrachtet  werden.  Um  für  die  erstere  die  Integration 
auszuführen,  schreibe  man  das  Wärmeelement  dQ  in.  der  Form 
MCdT^  dann  lautet  dieser  Theil  des  Integrales: 

Während  der  Mittheilung  der  letzteren  Wärmemenge  ist  die  Tem- 
peratur constant  gleich  Ti,  und  der  auf  diese  Wärmemenge  bezüg- 
liche Theil  des  Integrales  ist  daher  einfach: 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  geht  der  vorige  Ausdruck 
von  W  in  den  folgenden  über: 

TP'  =  m,Q^  +  MC(T,-^To)  -  To(^  +  MClog^^ 

=  mipi^i^  +  MC(^T,  -  To  +  ^0  ^■^)i 

und  dieses  ist  in  derThat  der  in  Gleichung  (9)  enthaltene  Ausdruck, 
welchen  wir  in  §.  4  und  5  durch  die  successive  Bestimmung  der 
einzelnen  während  des  Kreisprocesses  gethanen  Arbeitsgrössen  ge- 
funden haben. 
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§.  32.    Andere  Form  des  letzten  Ausdruckes. 

Es  wurde  im  yorigen  Paragraphen  erwähnt,  dass  die  beiden 
nach  Gleichung  (51)  in  Qi  enthaltenen  Wärmemengen  miQi  und 
MC(Ti  —  Tq)  bei  der  Berechnung  der  Arbeit  verschieden  behan- 
delt werden  müssen,  weil  die  eine  dem  die  Wirkung  der  Wärme 
vermittelnden  StoflFe  bei  einer  bestinmiten  Temperatur  Ti  und  die 
andere  bei  allmälig  von  jTq  bis  Tj  steigender  Temperatur  mitge- 
theilt  wird.  Demgemäss  kommen  diese  beiden  'Wärmemengen 
auch  in  dem  Ausdrucke  der  Arbeit  in  verschiedener  Weise  vor, 
was  noch  deutlicher  ersichtlich  wird,  wenn  wir  die  letzte  Gleichung 
in  folgender  Form  schreiben : 

(52)  W = mi  e,  •  ^i^«  +  MCCTi  -  To) .  ( 1  +  ^r^^  log  ^)- 

Hierin  ist  die  Wärmemenge  mi  Qi  mit  dem  in  Gleichung  (50)  vor- 
kommenden Factor 

die  andere  Wärmemenge  MC{Tx  —  Tfi)  mit  dem  Factor 

i  +  jr^^^t 

multipHcirt  Um  diese  beiden  Factoren  bequemer  mit  einander 
vergleichen  zu  können,  wollen  wir  den  letzteren  etwas  umgestalten. 
F4ihren  wir  nämlich  zur  Abkürzung  den  Buchstaben  e  mit  »der 
Bedeutung 

(53)  0  = 


T^-'T, 


ein,  so  ist: 


Jq       _  l  —  e 
=  1-«, 


T, 


und  wir  erhalten  daher: 

=  1 5-(t  +  T  +  T  +  ''*«-) 


1.2    '    2.3    '    3.4 
Dadurch  geht  die  Gleichung  (52)  oder  (9)  über  in: 
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(54)    Tr'=miPi.0  +  J»fC7(2'i-T,).ir(ji^+^+^4-etc). 

Der  Werth  der  in  Klammem  geschlossenen  unendlichen  Reihe, 
welche  den  Factor  der  Wärmemenge  MC(Ti  —  Tq)  von  dem  der 
Wärmemenge  Wi  Qi  unterscheidet,  variirt,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, während  0  von  0  bis  1  wächst,  zwischen  1/3  und  1. 


§.  33.    Berücksichtigung  der  Temperatur  der  Wärme- 
quelle. 

Da,  wie  in  §.  31  gezeigt  wurde,  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen der  beim  Gange  der  Maschine  periodisch  durchlaufene 
Ereisprocess  in  allen  seinen  Theilen  tmkehrbar  ist,  und  da  ein 
umkehrbarer  Ereisprocess  das  Maximum  der  erreichbaren  Arbeit 
liefert,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Temperaturen^  bei  welchen  der  die  Wirkung  der 
Wärme  vermittelnde  Stoff  die  von  der  Wärmequelle  gelieferte  Wärme 
aufnimmt^  oder  Wärme  nach  aussen  abgiebt^  als  im  Voraus  gegeben 
betrachtet  werden ,  dann  ist  die  Dampfinaschine  unter  den  bei  der 
Ableitung  der  Gleichung  (9)  resp.  (52)  gemachten  Voraussetzungen, 
eine  vollkommene  Maschine,  indem  sie  für  eine  bestimmte  ihr  mit- 
getheilte  Wärmemenge  eine  so  grosse  Arbeit  liefert,  wie  nacji  der 
mechanischen  Wärmetheorie  bei  denselben  Temperaturen  über- 
haupt möglich  ist 

Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  man  auch  jene  Temperatu- 
ren nicht  als  im  Voraus  gegeben^  sondern  als  ein  veränderliches 
Element  betrachtet^  welches  bei  der  Beurtheilung  der  Maschine  mit 
berücksichtigt  werden  muss. 

Darin,  dass  die  Flüssigkeit  während  ihrer  Erwärmung  und 
Verdampfung  viel  niedrigere  Temperaturen,  als  das  Feuer,  hat, 
und  also  die  Wärme,  welche  ihr  mitgetheilt  wird,  dabei  von 
höheren  zu  niederen  Temperaturen  übergehen  muss,  liegt  eine  in 
N  nicht  mit  einbegriflFene  uncompensirte  Verwandlung,  welche  m 
Bezug  auf  die  Nutzbarmachung  der  Wärme  einen  grossen  Verlust 
zur  Folge  hat.  Die  Arbeit,  welche  bei  der  Dampfmaschine  aus 
der  Wärmemenge  »hPi  +  MC(Ti  —  T^)  =  Qi  gewonnen  werden 
kann,  ist,  wie  man  aus  Gleichung  (54)  ersieht,  etwas  kleiner  als 


Q 
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Nehmen  wir  nun  aber  an,  es  könne  so  eingerichtet  werden,  dass 
der  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnde  Stoff  bei  der  Wänne- 
au&ahme  in  jedem  Augenblicke  dieselbe  Temperatur  habe,  wie  die 
Bestandtheile  des  Feuers,  welche  die  Wärme  liefern,  und  bezeich- 
nen den  betreffenden  Mittelwerth  dieser  Temperatur  mit  T\  wäh- 
rend wir  die  Temperatur  der  Wärmeabgabe,  wie  bisher,  mit  T^ 
bezeichnen,  so  würde  unter  diesen  Umständen  die  von  der  Wärme- 
menge Qi  möglicherweise  zu  gewinnende  Arbeit  nach  Gleichung 
(50)  durch 

Vi  JV 

dargestellt  werden. 

Um  die  Werthe  dieser  Ausdrücke  in^  einigen  Beispielen  ver- 
gleichen zu  können,  sei  die  Temperatur  ^o  ^^^  Condensators  zu 
50^  C.  festgesetzt,  und  für  den  Kessel  seien  di&  Temperaturen 
110®,  150<^  und  180®  C.  angenommen,  von  denen  die  beiden  ersten 
ungefähr  der  Niederdruckmaschine  und  der  gewöhnlichen  Hoch- 
druckmaschine entsprechen,  und  die  letzte  etwa  als  die  Grenze 
der  bis  jetzt  in  der  Praxis  bei  den  Dampfmaschinen  angewandten 
Temperaturen  zu  betrachten  ist.  Für  diese  Falle  hat  der  von  den 
Temperaturen  abhängige  Bruch  folgende  Werthe: 


*1 

HO® 

160« 

180® 

^1 

0-157 

0^6 

0-287 

wogegen  der  entsprechende  Werth  des  Bruches,  welcher  T'  ent- 
hält, wenn  wir  beispielsweise  if  zu  1000®  C.  annehmen,  gleich 
0-746  ist. 

Es  ist  somit  leicht  zu  erkennen,  was  schon  S.  Carnot,  und 
nach  ihm  viele  andere  Autoren*  ausgesprochen  haben,  dass  man, 
um  die  durch  Wärme  getriebenen  Maschinen  vortheilhafter  einzu- 
richten, hauptsächlich  darauf  bedacht  sein  muss,  das  Temperatur- 
intervall Ti  —  Tq  zu  erweitem. 

So  ist  z.  B.  von  den  calorischen  Luftmaschinen  nur  dann  zu 
erwarten,  dass  sie  einen  wesentlichen  Vortheil  vor  den  Dampf- 
maschinen erlangen,  wenn  es  gelingt,  sie  bei  bedeutend  höheren 
Temperaturen  arbeiten  zu  lassen,  als  die  Dampfmaschinen,  bei 
welchen  die  Gefahr  der  Explosion  die  Anwendung  zu  hoher  Tem- 
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peraturen  verbietet  Derselbe  Vortheil  lässt  sich  aber  auch  mit 
überhitztem  Dampfe  erreichen,  denn  sobald  der  Dampf  yon  der 
Flüssigkeit  getrennt  ist,  kann  man  ihn  ebenso  gefahrlos  noch 
weiter  erhitzen,  wie  ein  permanentes  Gas.  Maschinen,  welche  den 
Dampf  in  diesem  Zustande  anwenden,  können  manche  Vortheile 
der  Dampfmaschinen  mit  denen  der  Luftmaschinen  vereinigen, 
und  es  ist  daher  von  ihnen  wohl  eher  ein  praktischer  Erfolg  zu 
erwarten,  als  von  den  Lufbnaschinen. 

Bei  den  oben  erwähnten  Maschinen,  in  welchen  ausser  dem 
Wasser  noch  eine  zweite  flüchtigere  Substanz  angewandt  wird,  ist 
das  Intervall  Ti  —  Tq  dadurch  erweitert,  dass  To  erniedrigt  ist 
Man  hat  auch  schon  daran  gedacht,  auf  dieselbe  Weise  das  Inter- 
vall auch  nach  der  oberen  Seite  hin  zu  erweitem,  indem  man  noch 
eine  dritte  Flüssigkeit  hinzufügte,  welche  weniger  flüchtig  wäre, 
als  das  Wasser.  Dann  würde  also  das  Feuer  xmmittelbar  die  am 
wenigsten  flüchtige  der  drei  Substanzen  verdampfen,  diese  durch 
ihren  Niederschlag  die  zweite,  und  diese  die  dritte.  Dem  Principe 
nach  ist  nicht  daran  zu  zweifeln,  dass  diese  Verbindung  vortheil- 
haft  sein  würde;  wie  gross  aber  die  praktischen  Schwierigkeiten 
sein  würden,  welche  sich  der  Ausfuhrung  entgegen  stellten,  lässt 
sich  natürUch  im  Voraus  nicht  übersehen. 


§.  34.    Beispiel  von  der  Anwendung  des  Subtractions- 

verfahrens. 

Ausser  der  eben  besprochenen  UnvoUkommenheit  der  gewöhn- 
lichen Dampfmaschinen,  welche  in  ihrem  Wesen  selbst  begründet 
ist,  leiden  diese  Maschinen,  wie  schon  erwähnt,  noch  an  manchen 
anderen  Unvollkommenheiten,  welche  mehr  der  praktischen  Aus- 
führung zuzuschreiben  sind,  und  von  denen  einige  in  unseren  obigen 
zur  Bestimmung  der  Arbeit  ausgeführten  Entwickelungen  in  Rech- 
nung gebracht  wurden.  Wir  wollen  nun  zum  Schlüsse  noch  zeigen, 
wie  man  bei  Maschinen,  die  mit  solchen  Unvollkommenheiten  behaftet 
sind,  die  Arbeit  auch  durch  das  in  §.  30  angegebene  Subtractions- 
verfahren  bestimmen  kann.  Um  aber  bei  dieser  Betrachtung, 
welche  nur  ein  Beispiel  von  der  Ausfuhrung  dieses  Verfahrens 
geben  soll,  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  wollen  wii:  uns  darauf 
beschränken,  zwei  solche  Unvollkommenheiten  zu  berücksichtigen, 
nämUch  das  Vorhandensein   des  schädhchen  Raumes  und  den 
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Unterscltied  zwiscben  dem  Dampfdrucke  im  Cylinder  während  des 
Einströmens  und  dem  im  Kessel  herrschenden  Drucke.  Dagegen 
wollen  wir  die  Expansion  als  vollständig  voraussetzen,  so  dass  die 
mit  T3  bezeichnete  Endtemperatur  der  Expansion  gleich  der  Con- 
densatortemperatur  Tq  ist,  und  auch  die  Temperaturen  T'q  und 
T"o  wollen  wir  gleich  Tq  setzen. 

Das  anzuwendende  Verfahren  beruht  auf  der  Gleichung  (48), 
welche,  wenn  wir  die  Arbeit  jetzt  mit  W  bezeichnen,  lautet: 

Ol 

0 
Hierin  stellen  die  beiden  ersten  an  der  rechten  Seite  stehenden 

m 

Glieder 


Qi  -  Tof- 


das  Maximum  der  Arbeit  dar,  welches  dem  Falle  entspricht,  wo 
der  Kreisprocess  umkehrbar  ist,  und  das  Product  TqN  stellt  den 
Arbeitsverlust  dar,  welcher  von  den  ünvollkommenheiten  herrührt, 
die  die  Nichtumkehrbarkeit  des  Ereisprocesses  bewirken. 

Für  jenes  Maximum  der  Arbeit  haben  wir  den  auf  die  Dampf- 
maschine bezüglichen  Ausdruck  schon  in  §.31  abgeleitet,  nämlich: 

Es  braucht  also  nur  noch  die  Grösse  N^  die  im  Kreisprocesse  ein- 
tretende uncompensirte  Verwandlung,  bestimmt  zu  werden. 

^  Diese  uncompensirte  Verwandlung  entsteht  beim  Einströmen 
des  Dampfes  in  den  schädlichen  Raum  und  den  Cylinder,  und  die 
Data  zu  ihrer  Bestimmung  sind  schon  in  §.  10  gegeben,  wo  wir, 
durch  die  Annahme,  dass  die  eingeströmte  Masse  sofort  wieder  in 
den  Kessel  zurückgepresst  und  auch  im  Uebrigen  Alles  in  um- 
kehrbarer Weise  wieder  in  den  Anfangszustand  gebracht  werde, 
zu  einem  besonderen  Kreisprocess  gelangten,  für  welchen  wir  alle 
der  veränderlichen  Masse  mitgetheilten  Wärmemengen  bestimmten, 
uifd  auf  welchen  wir  jetzt  die  Gleichung: 

dQ 


-=-/ 


anwenden  können. 

Jene  mitgetheilten,  theils  positiven,  theils  negativen  Wärme- 
mengen sind : 

Glansins,  mech.  WUrmctheorio.    I.  20 
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fniQu-nhQ,,  IhQo.  MG{T^^T^)  und  ^fiC(T,-To). 
Die  drei  ersten  werden  bei  den  constanten  Temperaturen  Ti,  Tj 
und  Tq  mitgetheilt,  und  die  betreffenden  Theile  des  Integrales 
lauten : 

Die  beiden  letztfen  werden  bei  Temperaturen,  die  sich  zwischen  T, 
und  Ti  und  zwischen  T^  und  Tq  stetig  ändern,  mitgetheilt  und  die 
betreffenden  Theile  des  Integrales  lauten: 

T  T 

MClog^  und  _^C%  y"' 

Wenn  man  die  Summe  dieser  Grössen  an  die  Stelle  des  Integrales 
setzt,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(55)  N  =  -^  +  ^-MClog^-f^ 

Indem  man  diesen  Ausdruck  yon  N  mit  Tq  multiplicirt  und 
das  Product  von  dem  obigen  Ausdrucke  des  Maximums  der  Arbeit 
abzieht,  erhält  man  für  W  die  Gleichung: 

(56)  W  =  m,Q^  ^  ^m,pa  +  MC(T,  -  li) 

Um  diesen  Ausdruck  von  W  mit  dem  durch  die  Gleichungen 
(28)  bestimmten  zu  vergleichen,  setze  man  den  aus  der  letzten 
dieser  Gleichungen  sich  ergebenden  Werth  von  fn^g^  in  die  erste 
ein,  und  setze  dann  noch  T«  =  Tq.  Mit  dem  dadurch  entstehen- 
den Ausdrucke  stimmt  der  in  (56)  gegebene  vollständig  überein. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  durch  die  unvollstän- 
dige Expansion  entstandenen  Arbeitsverlust  in  Abzug  bringen, 
indem  man  die  beim  U  eberströmen  des  Dampfes  aus  dem  Cylinder 
in  den  Condensator  entstehende  uncompensirte  Verwandlung  be- 
rechnet, und  diese  in  N  mit  einbegreift.  Durch  diese  Rechnung, 
welche  wir  hier  nicht  wirklich  ausfuhren  wollen,  gelangt  man  ganz 
zu  dem  in  (28)  gegebenen  Ausdrucke  der  Arbeit. 
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Tabelle,  enthaltend  die  für  den  Wasserdampf  geltenden 
Werthe  des  Druckes  ji,  seines  Differentialcoefficienten 

-~  =  g  und  des  Froductea  T.^  in  Millimetern  Queck- 
silber ausgedrückt 
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1222 
1244 


tau 

1826 
1348 
1372 
1390 
1412^ 
1440 
1464 
1476 
1502 


1«42 
1670 
1688 
1714 
1743 
1763 
1792 
1814 
1837 


1919 
IMl 
1966 
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t 

in  Gent. 

P 

A 

9 

A 

T.9 

A 

Graden 

^ 

197  ' 

1097600 

231-935 

109009 

283-82 

3-795 

2020 

198 

11209-82 

237-64 

235-730 

3-840 

111029 

2048 

199 

11447-46 

241-60 

239-570 

3-885 

113077 

2077 

200 

11688-96 

v 

243-455 

115154 

/ 


ABSCHNITT  Xtl. 


Die  Oonoentration  von  Wärme-  und  liohtstrahlen  und 

die  Grenzen  ihrer  Wirkung. 

§.  1.    Gegenstand  der  Untersuchung. 

Der  von  mir  zum  Beweise  des  zweiten  Hauptsatzes  aufgestellte 
Grundsatz,  dass  die  Wärme  nicht  ran  selbst  (oder  ohne  Compen- 
sation)  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen 
Jcann^  entspricht  in  einigen  besonders  einfachen  Fällen  des  Wärme- 
austausches der  alltäglichen  Erfahrung.  Dahin  gehört  erstens  die 
Wärmeleitung,  welche  immer  in  dem  Sinne  vor  sich  geht,  dass  die 
Wärme  vom  wärmeren  Körper  oder  Körpertheile  zum  kälteten 
Körper  oder  Körpertheile  strömt.  Was  femer  die  in  gewöhnlicher 
Weise  stattfindende  Wärmestrahlung  anbetrifft,  so  ist  es  freilich 
bekannt,  dass  nicht  nur  der  warme  Körper  dem  kalten,  sondern 
auch  umgekehrt  der  kalte  Körper  dem  warmen  Wärme  zuetrahlt, 
aber  das  Gesammtresultat  dieses  gleichzeitig  stattfindenden  doppel- 
ten Wärmeaustausches  besteht,  wie  man  als  erfahrungsmässig  fest- 
stehend ansehen  kann,  immer  darin,  dass  der  kältere  Körper  auf 
Kosten  des  wärmeren  einen  Zuwachs  an  Wärme  erfährt 

Es  können  aber  bei  der  Strahlung  besondere  Umstände  statt- 
finden, welche  bewirken,  dass  die  Strahlen  nicht  geradlinig  fort- 
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schreiten,  sondern  ihre  Richtungen  ändern,  ulid  diese  Richtungs- 
änderung  kann  in  der  Weise  geschehen,  dass  die  sämmthchen 
Strahlen  eines  ganzen  Strahlenbündels  von  endlichem  Querschnitte 
in  Einem  Punkte  zusammentreffen,  und  hier  ihre  Wirkung  ver- 
einigen. Man  kann  dieses  bekanntlich  durch  Anwendung  eines 
Brennspiegels  oder  Brennglases  künstlich  erreichen,  und  kann 
selbst  mehrere  Brennspiegel  oder  Brenngläser  so  aufstellen,  dass 
mehrere  von  verschiedenen  Wärmequellen  herstammende  Strahlen- 
bündel in  Einem  Punkte  zusammentreffen. 

Für  Fälle  dieser  Art  existirt  keine  Erfahrung,  welche  beweist, 
dass  es  unmöglich  ist,  in  dem  Concentrationspunkte  eine  höhere 
Temperatur  zu  erhalten,  als  die  Körper,  von  welchen  die  Strahlen 
herstammen,  besitzen.  Es  ist  sogar  von  Bankine  bei  einer  be- 
sonderen Veranlassung,  von  der  an  einem  anderen  Orte  noch  die 
Rede  sein  wird,  ein  eigenthümlicherSchluss  gezogen  i),  welcher  gans 
auf  der  Ansicht  beruht,  dass  die  Wärmestrahlen  durch  Reflexion 
in  solcher  Weise  concentrirt  werden  können,  dass  in  dem  dadurch 
entstehenden  Brennpunkte  ein  Körper  zu  einer  höheren  Tempe- 
ratur erhitzt  werden  könne,  als  die  Körper  haben,  welche  die 
Strahlen  aussenden. 

Wenn  diese  Ansicht  richtig  wäre,  so  müsste  der  oben  erwähnte 
Grundsatz  falsch  sein,  und  der  mit  Hülfe  desselben  geführte  Be- 
weis des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  wäre 
somit  zu  verwerfen. 

Da  ich  wünschte,  den  Grundsatz  gegen  jeden  Zweifel  dieser 
Art  zu  sichern,  und  da  die  Concentration  der  Wärmestrahlen,  mit 
welcher  auch  diejenige  der  Lichtstrahlen  in  unmittelbarem  Zu- 
sammenhange steht,  ein  Gegenstand  ist,  welcher,  auch  abgesehen 
von  jener  speciellen  Frage,  in  vieler  Bei^ehung  Interesse  darbietet, 
so  habe  ich  die  Gesetze,  denen  die  Strahlenconcentration  unter- 
worfen ist,  und  den  Einfluss,  welchen  sie  auf  den  unter  den  Kör- 
pern stattfindenden  Strahlenaustausch  haben  kann ,  einer  näheren 
mathematischen  Untersuchung  unterworfen,  deren  Resultate  ich 
im  Folgenden  mittheilen  will. 


^)  On  the  Reconcentration  of  the  Mechanical  Energy  of  the  UniverBe, 
PhiL  Mag.  Ser.  IV,,  Vol  JF.,  p.  358.    , 
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I«  Grund,  weshalb  die  bisherige  Bestimmung  der  gegenseitigen 
Zustrahlung  zweier  Flächen  für  den  vorliegenden  Fall  nicht 

ausreicht. 

§.  2.     Beschränkung   der  Betrachtung    auf   vollkommen 
schwarze  Körper  und  auf  homogene  und  unpolarisirte 

Wärmestrahlen. 

Wenn  zwei  Körper  sich  in  einem  für  Wärmestrahlen  durch- 
dringlichen Mittel  befinden ,  so  senden  sie  einander  durch  Strah- 
lung Wärme  zu.  Von  den  Strahlen,  welche  auf  einen  Körper 
fallen,  wird  im  Allgemeinen  ein  Theil  absorbirt,  während  ein 
anderer  theils  reflectirt,  theils  durchgelassen  wird,  und  es  ist  be- 
kannt, dass  das  Absorptionsvermögen  mit  dem  Emissionsvermögen 
in  einem  einfachen  Zusammenhange  steht  Da  es  sich  für  uns 
jetzt  nicht  darum  handelt,  die  Unterschiede  und  die  Gesetzmässig- 
keiten, welche  in  dieser  Beziehung  stattfinden,  zu  untersuchen,  so 
wollen  wir  einen  einfachen  Fall  annehmen,  nämlich  den,  wo  die 
betrachteten  Körper  von  der  Art  sind,  dass  sie  alle  Strahlen, 
welche  auf  sie  fallen,  sofort  an  der  Oberfläche,  oder  in  einer  so 
dünnen  Schicht,  dass  man  die  Dicke  vernachlässigen  kann,  voll- 
ständig absorbiren.  Solche  Körper  hat  Kirch  ho  ff  in  seiner  be- 
kannten ausgezeichneten  Abhandlung  über  das  Verhältniss  zwi- 
schen Emission  und  Absorption  i)  vollkommen  schwarze  Körper 
genannt. 

Körper  dieser  Art  haben  auch  das  grösstmögliche  Emissions- 
vermögen, und  es  war  früher  schon  als  sicher  angenommen,  dass 
die  Stärke  ihrer  Emission  nur  von  ihrer  Temperatur  abhänge,  so 
dass  alle  vollkommen  schwarzen  Körper  bei  gleicher  Temperatur 
von  gleich  grossen  Stücken  ihrer  Oberflächen  gleich  viel  Wärme 
ausstrahlen.  Da  nun  die  Strahlen,  welche  ein  Körper  aussendet, 
nicht  gleichartig,  sondern  der  Farbe  nach  verschieden  sind,  so 
muss  man  die  Emission  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Farben 
besonders  betrachten,  und  Kirchhoff  hat  den  obigen  Satz  dahin 
erweitert,  dass  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Tem- 
peratur nicht  nur  im  Allgemeinen,  sondern  auch  von  jeder  Strahlen- 
gattung im  Besonderen,  gleich  viel  aussenden.     Da  auch  diese 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  CK,  S.  275. 
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auf  die  Farbe  der  Strahlen  bezüglichen  Unterschiede  bei  unserer 
Untersuchung  nicht ~  in  Betracht  kommen  sollen,  so  wollen  wir 
im  Folgenden  immer  yoraussetzen,  dass  wir  es  nur  mit  einer 
bestimmten  Strahlengattung,  oder,  genauer  ausgedrückt,  mit 
Strahlen,  deren  Wellenlängen  nur  innerhalb  eines  unendlich 
kleinen  Intervalls  variiren,  zu  thun  haben.  Da  dasjenige,  was 
Yon  dieser  Strahlengattung  gilt,  in  entsprechender  Weise  auch 
von  jeder  anderen  Strahlengattung  gelten  muss,  so  lassen  sich 
die  Resultate,  welche  für  homogene  Wäime  gefunden  sind,  ohne 
Schwierigkeit  auch  auf  solche  Wärme  ausdehnen,  die  verschie- 
dene Strahlengattungen  gemischt  enthält. 

Ebenso  wollen  wir,  um  unnöthige  Comphcationen  zu  vermei- 
den, von  Polarisationserscheinungen  absehen  und  annehmen,  dass 
wir  es  nur  mit  unpolarisirten  Strahlen  zu  thun  haben.  In  welcher 
Weise  bei  derartigen  Betrachtungen  die  Polarisation  zu  berück- 
sichtigen ist,  ist  von  Helmholtz  und  Kirchhoff  auseinander- 
gesetzt. 


§.  3.    Kirchhoff  sehe  Formel  für  die  gegenseitige  Zu- 
strahlung  zweier  Flächenelemente. 

Seien  nun  irgend  zwei  Flächen  Si  und  s,  als  Oberflächen  voll- 
kommen schwarzer  Körper  von  gleicher  Temperatur  gegeben,  und 
auf  Urnen  die  Elemente  dsi  und  ds2  zur  Betrachtung  ausgewählt, 
um  die  Wärmemengen,  welche  dieselben  sich  gegenseitig  durch 
Strahlung  zusenden,  zu  bestimmen  und  unter  einander  zu  ver- 
gleichen. Wenn  das  Mittel,  welches  die  Körper  umgiebt  und  den 
Zwischenraum  zwischen  ihnen  ausfüllt,  gleichförmig  ist,  so  dass 
die  Strahlen  sich  einfach  geradlinig  von  der  einen  Fläche  zur 
anderen  fortpflanzen,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Wärmemenge, 
welche  das  Element  dsi  nach  ds^  sendet,  ebenso  gross  sein  muss, 
wie  die,  welche  ds^  nach  dsi  sendet.  Ist  dagegen  das  Mittel, 
welches  die  Körper  umgiebt,  nicht  gleichförmig,  sondern  finden 
Verschiedenheiten  statt,  welche  Brechungen  und  Reflexionen  der 
Strahlen  veranlassen,  so  ist  der  Vorgang  weniger  einfach,  und  es 
bedarf  einer  eingehenderen  Betrachtung,  um  sich  davon  zu  über- 
zeugen, ob  auch  in  diesem  Falle  jene  vollkommene  Reciprocität 
stattfindet. 

Diese  Betrachtung  ist  in  sehr  eleganter  Weise  von  Kirch- 
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hoff  ausgeführt,  und  ich  will  sein  Resultat,  so  weit  es  sich  auf 
den  Fall  bezieht,  wo  die  Strahlen  auf  ihrem  Wege  von  dem  einen 
Elemente  zum  anderen  keine  Schwächung  erleiden,  wo  also  die 
vorkommenden  Brechungen  und  Reflexionen  ohne  Verlust  gesche- 
hen und  die  Fortpflanzung  ohne  Absorption  stattfindet,  hier  kurz 
anfuhren.  Dabei  werde  ich  mir  nur  in  der  Bezeichnung  und  in 
der  Wahl  der  Goordinatensysteme  zur  .besseren  Uebereinstimmung 
mit  dem  Folgenden  einige  Aenderungen  erlauben. 

Wenn  zwd  Punkte  gegeben  sind,  so  kann  von  den  unendlich 
vielen  Strahlen,  welche  der  eine  Punkt  aussendet  i),  im  Allgemeinen 
nur  einer  nach  dem  anderen  Punkte  gelangen,  oder,  falls  durch 
Brechungen  oder  Reflexionen  bewirkt  wird,  dass  mehrere  Strahlen 
in  dem  anderen  Punkte  zusammentrefien,  so  ist  es  doch  im  Allge- 
meinen nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  getrennten  Strahlen, 
deren  jeden  man  besonders  betrachten  kann.  Der  Weg'  eines 
solchen  von  dem  einen  Punkte  zum  anderen  gelangenden  Strahles 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  diesem 
Wege  gebraucht,  vergUchen  mit  den  Zeiten,  welche  er  auf  allen 
anderen  nahe  liegenden  Wegen  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
gebrauchen  würde,  ein  Minimum  ist  Dieses  Minimum  der  Zeit 
ist,  wenn  man  in  solchen  Fällen,  wo  mehrere  getrennte  Strahlen 
vorkommen,  einen  einzelnen  zur  Betrachtung  ausgewählt  hat,  durch 
die  Lage  der  beiden  Punkte  bestimmt,  und  wir  wollen  es,  wie 
Kirchhoff,  mit  T  bezeichnen. 

Indem  wir  nun  zu  den  beiden  Flächenelementen  dsi  und  ds^ 


^)  Die  Ausdrucksweise,  dass  ein  Punkt  anendhch  viele  Strahlen  anfl- 
flende,  könnte  vielleicht  im  streng  ma^ematischen  Sinne  als  ungenau  be- 
zeichnet werden,  da  die  Aussendang  von  Wärme  oder  Licht  nur  von  einer 
Fläche  und  nicht  von  einem  mathematischen  Punkte  geschehen  kann.  Es 
würde  darnach  genauer  sein,  die  Anssendung  von  Wärme  oder  Licht,  statt 
auf  den  betrachteten  Punkt  selbst,  vielmehr  auf  ein  bei  ihm  befindliches 
Flächenelement  zu  beziehen.  Da  indessen  schon  der  Begriff  eines  Strahles 
nur  eine' mathematische  Abstraction  ist,  so  kann  man,  ohne  Furcht  Tor 
Missverständnissen,  die  Vorstellung  beibehalten,  dass  von  jedem  Punkte 
einer  Fläche  unendlich  viele  Strahlen  ausgehen.  W^nn  es  sich  darum  han- 
delt, die  Wärme  oder  das  Licht,  welche  eine  Fläche  ausstrahlt,  der  Qtum- 
tität  nach  zu  bestimmen,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  dabei  die 
Grösse  der  Fläche  mit  in  Betracht  kommt,  und  dass,  wenn  man  die  Fläche 
in  Elemente  zerlegt,  diese  Elemente  nicht  Punkte,  sondern  unendlich  kleine 
Flächen  sind,  deren  Grösse  in  derjenigen  Formel,  welche  die  von  einem 
Flächenelemente  ausgestrahlte  Wärme-  oder  Lichtmenge  darstellen  soll,  als 
Factor  vorkommen  muss. 
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zurückkehren,  wollen  wir  uns  in  einem  Punkte  jedes  Elementes 
eine  Tangentialebene  an  die  betreffende  Fläche  gelegt  denken, 
und  die  Elemente  dsi  und  ds^  ola  Elemenie  dieser  Ebenen  be- 
trachten. In  jeder  dieser  Ebenen  führen  wir  ein  beliebiges  recht- 
winkliges CJoordinatensystem  ein,  welches  in  der  einen  a^i,  yi,  und 
in  der  anderen  iCj,  y^  heisse^).  Nehmen  wir  nun  in  jeder  Ebene- 
einen  Punkt,  so  ist  "die  Zeit  T,  welche  der  Strahl  gebraucht,  um 
vom  einen  Punkte  zum, anderen  zu  gelangen,  wie  oben  gesagt, 
durch  die  Lage  der  beiden  Punkte  bestimmt,  und  sie  ist  somit 
als  eine  Function  der  vier  Coordinaten  der  beiden  Punkte  zu  be- 
ti:achten. 

Dieses  vorausgesetzt  gilt  für  die  Wärmemenge,  welche  das 
Element  d$i  dem  Elemente  ds^  während  der  Zeiteinheit  zusendet, 
nach  KirchTioff  folgender  Ausdruck »): 

ei  /  d«T         d^T  d^T         d^T  \  ,     , 

Ä  \dzidx^  '  dyxdy^       dxidyz    dyidxj     ^     ^' 

worin  %  die  bekannte  Zahl  ist,  welche  das  Verhältnias  der  Ereis- 
peripherie  zum  Durchmesser  ausdrückt,  und  ei  die  Stärke  der 
Emission  der  Fläche  Si  an  der  Stelle,  wo  das  Element  dsi  liegt, 
bedeutet,  in  der  Weise,  dass  Sidsi  die  ganze  Wärmemenge  dar- 
stellt, welche  das  Element  dsi  während  der  Zeiteinheit  ausstrahlt. 
Um  die  Wärmemenge  auszudrücken,  welche  imigekehrt  das 
Element  ds%  dem  Elemente  dsi  zusendet,  braucht  man  in  dem 
vorigen  Ausdrucke  nur  an  die  Stelle  von  61  die  Grösse  e^,  die 
Stärke  der  Emission  der  Fläche  s%^  zu  setzen.  Alles  Uebrige  bleibt 
ungeändert,  weil  es  in  Bezug  auf  beide  Elemente  symmetrisch  ist, 
denn  die  Zeit  T,  welche  ein  Strahl  braucht,  um  den  Weg  zwischen 
zwei  Punkten  der  beiden  Elemente  zu  durchlaufen,  ist  dieselbe, 
mag  der  Strahl  sich  in  der  einen  oder  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  bewegen.  Nimmt  man  nun  an,  dass  die  Flächen,  unter 
der  Voraussetzung  gleicher  Temperatur,  gleich  viel  Wärme  aus- 
strahlen, dass  also  ^i  =  es  ist,  so  ist  hiemach  die  Wärmemenge, 
welche  das  E16ment  dsi  nach^^j  sendet,  ebenso  gross,  wie  die, 
welche  ds*i  nach  dsi  sendet. 


^)  Eirchhoff  hat  zwei  Ebenen,  welche  auf  den  in  der  Nähe  der 
Elemente  stattfindenden  Strahlenrichtungen  senkrecht  sind,  angenommen, 
und  in  diese  Ebenen  hat  er  die  Goordinatensysteme  gelegt,  and  zugleich 
die  Flächenelemente  auf  diese  Ebenen  projiciri. 

^)  I^ogg.  Ann.  Bd.  CIX,  S.  286. 
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§.  4.    Unbestimmtheit  der  Formel  für  den  Fall  der 

Strahlenconcentration. 

Es  wurde  vorher  gesagt,  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten 
sei  im  Allgemeinen  nur  ein  Strahl  oder  eine  beschränkte  Anzahl 
getrennter  Strahlen  möglich.  In  besonderen  Fällen  aber  kann  es 
vorkommen,  dass  unendlich  viele  Strahlen  j  welche  von  dem  einen 
Punkte  ausgehen  und  entweder  einen  in  einer  Fläche  liegenden 
Winkel,  oder  auch  einen  ganzen  körperlichen  Winkel  oder  einen 
Kegelraum  ausfüllen,  sich  in  dem  anderen  Punkte  wieder  ver- 
einigen. Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Lichtstrahlen  ebenso, 
wie  von  den  Wärmestrahlen,  und  man  pflegt  in  der  Optik  einen 
solchen  Punkt,  wo  sänmitliche  Strahlen,  die  ein  gegebener  Punkt 
innerhalb  eines  gewissen  Kegelraumes  aussendet ,  sich  wieder  ver- 
einigen, das  Bild  des  gegebenen  Punktes  zu  nennen,  oder,  da  bei 
umgekehrter  Strahlenrichtung  auch  der  erste  Punkt  das  Bild  des 
zweiten  ist,  so  nennt  man  beide  Punkte  zwei  conjugirte  Brenn-- 
punkte.  Wenn  das,  was  hier  von  zwei  einzelnen  Punkten  gesagt 
ist,  von  den  sämmtlichen  Punkten  zweier  Flächen  gilt,  so  dass 
jeder  Punkt  der  einen  Fläche  der  conjugirte  Brennpunkt  eines 
Punktes  der  anderen  Fläche  ist,  so  nennt  man  die  eine  Fläche  das 
optische  Bild  der  anderen. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  zwischen  den  Elementen  zweier  solcher 
Flächen  der  Strahlenaustausch  stattfindet,  ob  da  auch  die  obige 
Reciprocität  besteht,  dass  bei  gleicher  Temperatur  jedes  Element 
der  einen  Fläche  einem  Elemente  der  anderen  gerade  so  viel 
Wärme  zusendet,  als  es  von  jenem  zurück  erhält,  und  dass  daher 
ein  Körper  den  anderen  nicht  zu  einer  höheren  Temperatur,  als 
seiner  eigenen,  erwärmen  kann,  oder  ob  in  solchen  Fällen  durch 
die  Concentration  der  Strahlen  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  dass 
ein  Körper  einen  anderen  zu  einer  höheren  Temperatur  erwärmen 
kann,  als  er  selbst  hat. 

Auf  diesen  Fall  ist  der  Kirchhoffsche  Ausdruck  nicht 
direct  anwendbar.  Ist  nämlich  die  Fläche  s^  ein  optisches  Bild  der 
Fläche  Si,  so  vereinigen  sich  alle  Strahlen,  welche  ein  in  der  Fläche  s 
gelegener  Punkt jp^  innerhalb  eines  gewissen  Kegelraumes  aussendet, 
in  einem  bestimmten  Punkte  p^  der  Fläche  53 ,  und  alle  anderen 
umliegenden  Punkte  der  Fläche  s^  erhalten  von  jenem  Punkte  jp^ 
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keine  Strahlen.  Es  sind  also,  wenn  die  Coordinaten  Xi.yi  des 
Punktes  j?i  gegeben  sind,  die  Coordinaten  X2,  y^  des  Punktes  jp^ 
nicht  mehr  willkürlich,  sondern  sie  sind  gleich  mit  bestimmt;  und 
ebenso,' wenn  die  Coordinaten  x^,  y^  gegeben  sind,  so  sind  die 
Coordinaten  x^,  yi  gleich  mit  bestimmt.    Ein  Differentialcoefficient 

von  der  Form  ^^  ^^  ,  worin  bei  der  Differentiation  nach  Xi  die 

Coordinate  Xi  als  veränderlich  betrachtet  wird,  während  die  zweite 
Coordinate  yi  desselben  Punktes  und  die  beiden  Coordinaten  x^ 
und  ^2  des  anderen  Punktes  als  constant  vorausgesetzt  werden 
und  ebenso  bei  der  Differentiation  nach  x^  die  Coordinate  x^  als 
veränderlich  gilt,  während  y^,  Xi  und  yi  constant  sind,  kann  dem- 
nach keine  reelle  Grösse  von  endlichem  Werthe  sein. 

Es  muss  daher  für  diesen  Fall  ein  Ausdruck  von  etwas  ande- 
rer Form,  als  der  Kirch  hoff  sehe,  abgeleitet  werden,  und  zu 
diesem  Zwecke  mögen  zunächst  einige  Betrachtungen  ähnlicher 
Art,  wie  die,  welche  Kiröhhoff  zu  seinem  Ausdrucke  gefuhrt 
haben,  folgen. 


n.     Bestimmung  zusammengehöriger  Funkte  und  zusammen- 
gehöriger Flächenelemente  in  drei  von  den  Strahlen  durch- 
schnittenen Ebenen. 

§.  5.     Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  ein  Strahl  drei  gegebene  Ebenen  schneidet 

Es  seien  drei  Ebenen  a,  6,  c  gegeben,  von  denen  6  zwischen 
a  und  c  liege  (Fig.  25).  In  jeder  derselben  führe  man  ein  recht- 
winkliges Coordinatensyetem  ein,  welche 
iiait  Xa^  ya\  ^6,  y&  und  a?c,  yc  bezeichnet 
seien.  Wenn  nun  in  der  Ebene  a  ein 
Punkt  jpa,  und  in  der  Ebene  b  ein  Punkt 
pi,  gegeben  ist,  und  man  betrachtet  den 
Strahl,  welcher  von  dem  einen  zum  an- 
^  deren  geht,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
des  Weges,  welchen  dieser  Strahl  nimmt, 
die  Bedingung,  dass  die  Zeit,  welche  der 
Strahl  auf  diesem  Wege  braucht,  unter 
den  Zeiten ,  welche  er  auf  allen  anderen 
nahe  liegenden  Wegen  gebrauchen  vnirde, 

Clansiu«,  mech.  Wännetheorle.    I.  o\ 
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"ein  Minimum  ist.  Dieses  Minimum  der  Zeit,  welches  als  Function 
der  Coordinaten  der  Punkte  pa  und  pi, ,  also  als  Function  der  vier 
Grössen  Xat  ya^  ^bi  yt  zu  betrachten  ist,  heisse  Tab»  Ebenso  sei  T^e 
die  Zeit  des  Strahles  zwischen  zwei  Punkten  pa  und  |><.  in  den 
Ebenen  a  und  c,  und  Ttc  die  Zeit  des  Strahles  zwischen  zwei  Punk- 
ten j)ft  und  pc  in  den  Ebenen  b  und  c.  Tac  ist  als  Function  der 
vier  Grössen  a;«,  Va^  Xc^  Vc,  und  T^c  als  Function  der  vier  Grössen 
Xbi  y*,  a?c,  yc  anzusehen. 

Da  nun  ein  Strahl ,  welcher  durch  zwei  Ebenen  geht,  im  All- 
gemeinen auch  die  dritte  Ebene  schneidet,  so  haben  wir  fiir  jeden 
Strahl  drei  Durchschnittspunkte,  welche  in  solcher  Beziehung  zu 
einander  stehen,  dass  durch  zwei  derselben  im  Allgemeinen  der 
dritte  bestimmt  ist.  Die  Gleichungen,  welche  zu  dieser  Bestim- 
mung dienen  können,  lassen  sich  nach  der  obigen  Bedingung  leicht 
aufstellen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  die  Punkte  pa  und  p^  (Fig.  25) 
in  den  Ebenen  a  und  c  seien  im  Voraus  gegeben,  dagegen  der 
Punkt,  wo  der  Strahl  die  Zwischenebene  h  schneidet,  und  welchen 
wir  zum  Unterschiede  von  anderen  in  der  Ebene  h  gelegenen 
Punkten  mit  p'f,  bezeichnen  wollen,  sei  noch  unbekannt.  Dann 
wählen  wir  in  dieser  Ebene  einen  beliebigen  Punkt  p^  und  betrach- 
ten zwei  Strahlen,  die  wir  Hiilfsstrahlen  nennen  wollen,  deren 
einer  von  pa  nach  p^,^  und  der  andere  von  pi,  nach  pc  geht.  In  der 
Fig.  25  sind  die  Hiilfsstrahlen  punktirt  gezeichnet,  während  der 
Hauptstrahl,  um  den  es  sich  eigentlich  handelt,  welcher  direct  von 
Pa  nachte  geht,  voll  ausgezogen  ist^).  Nennen  wir,  dem  Vorigen 
entsprechend,  die  Zeiten  der  beiden  Hiilfsstrahlen  Tab  und  2i^  und 
bilden  die  Summe  Tat  -f-  Ttei  so  ist  der  Werth  dieser  Summe  von 
der  Lage  des  gewählten  Punktes  j)^  abhängig,  und  die  Summe  ist 
daher,  sofern  die  Punkte  pa  und  pc  als  gegeben  vorausgesetzt  wer- 
den, als  eine  Function  der  Coordinaten  a:»,  y*  des  Punktes  pi,  zu 
betrachten.    Unter  allen  Werthen,  welche  diese  Summe  annehmen 


1)  In  der  Figur  sind  die  Wege  der  Strahlen  etwas  gekrümmt  gezeichnet. 
Dadurch  soll  nur  angedeutet  werden,  dass  der  Weg,  welchen  ein  Strahl 
zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  zurücklegt,  nicht  einfach  die  zwischen 
den  beiden  Punkten  gezogene  gerade  Linie  zu  sein  braucht,  sondern  dass 
durch  Brechungen  oder  Reflexionen  ein  anderer  Weg  entstehen  kann,  wel- 
cher entweder  eine  aus  mehreren  Geraden  bestehende  gebrochene  Linie 
ist,  oder  auch,  wenn  das  Mittel,  in  welchem  der  Strahl  sich  fortpflanzt^  sich 
nicht  plötzlich,  sondern  allmälig  ändert,  eine  gekrümmte  Linie  sein  kann. 
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kann,  wenn  man  dem  Punkte  pt,  verschiedene  Lagen  in  der  Nähe 
des  Punktes  p'ft  giebt,  muss  nun  derjenige,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  p^  mit  p'i,  zusammenfallen  lässt,  und  dadurch  bewirkt, 
dass  die  beiden  Hülfsstrahlen  Theile  des  direct  von  p^  nach  pc  ge- 
henden Strahles  werden,  ein  Minimtmi  sein.  Demnach  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Coordinaten  dieses  Punktes  p'b  folgende  zwei 
Bedingungsgleichungen : 

/|N  dj^ab  +   Ti^)  __  Q,      d(Tai,  4-   Tbc)  __^ 

dxb  '  dyb 

Da  die  Grössen  Tat  und  T^e  ausser  den  Coordinaten  5:6,  yb  des 
vorher  als  unbekannt  betrachteten  Punktes  auch  die  Coordinaten 
Xat  Va  nnd  a:«,  y«  der  vorher  als  gegeben  vorausgesetzten  Punkte 
enthalten,  so  kann  man  die  beiden  vorigen  Gleichungen ,  nachdem 
sie  einmal  aufgestellt  sind,  einfach  als  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  sechs  Coordinaten  der  drei  Punkte,  in  welchen  die  drei  Ebenen 
von  einem  Strahle  getroffen  werden,  ansehen.  Diese  Gleichungen 
lassen  sich  daher  nicht  bloss  dazu  anwenden,  die  Coordinaten  des 
in  der  Mittelebene  gelegenen  Punktes  aus  den  Coordinaten  der 
beiden  anderen  Punkte  zu  bestimmen,  sondern  können  allgemein 
dazu  (fienen,  irgend  zwei  der  sechs  Coordinaten  aus  den  vier 
übrigen  zu  bestimmen. 

Nun  wollen  wir  femer  annehmen,  die  beiden  Punkte  p«  und 

Pb  (Fig.  26),  wo  der  Strahl  die  beiden  Ebenen  a  und  6  schneidet, 

Fig.    26.  seien  im  Voraus  gegeben,   dagegen  der 

Punkt,  wo  er  die  Ebene  c  trifft,  und  wel- 
chen wir  zum  Unterschiede  von  anderen 
in  der  Ebene  c  gelegenen  Punkten  wieder 
mit  jp'c  bezeichnen  wollen,  sei  noch  unbe- 
kannt. Dann  wählen  wir  in  der  Ebene 
c  einen  beUebigen  Punkt  p^^  und  betrach- 
ten zwei  Hülfsstrahlen,  deren  einer  von 
Pa  nachte?  und  der  andere  vonjp^  nach 
Pc  geht.  In  der  Fig.  26  sind  sie  wieder 
punktirt  gezeichnet,  während  der  Haupt- 
strahl voll  ausgezogen  ist.  Nennen  vrir 
die  Zeiten  der  beiden  Hülfsstrahlen  Tat 
und  Tfcc,  nnd  bilden  die  Differenz  Tac  —  Tbc  so  ist  der  Werth  die- 
ser Differenz  abhängig  von  der  Lage  des  in  der  Ebene  c  gewählten 
Punktes  p^.    Unter  den  verschiedenen  Werthen,  welche  man  erhält, 

21* 
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wenn  man  dem  Punkte  pe  verschiedene  Lagen  in  der  Nähe  des 
Punktes  jp'«  giebt,,muss  nun  derjenige,  welchen  man  erhält,  wenn 
man  jp<.  mit  p'e  zusammenfallen  lässt,  ein  Maximum  sein. 

In  diesem  Falle  schneidet  nänüich  der  von  p^  nach  jp^  gehende 
Strahl  die  Ebene  h  in  dem  gegebenen  Punkte  jp^,  und  er  besteht 
daher  aus  den  beiden  Strahlen,  welche  von  jp«  nach  p^  ^i^d  von  pt 
nach  pc  gehen.    Demnach  kann  man  setzen: 

und  daraus  ergiebt  sich  für  die  fragUche  Differenz  in  diesem 
speciellen  Falle  die  Gleichung: 

J-ac  ■'-bc  -^  -J-ab* 

Fällt  dagegen  der  Punkt  pc  nicht  mit  p\  zusammen,  dann  fällt 
auch  der  von  pa  nach  p^  gehende  Strahl  nicht  mit  den  beiden 
Strahlen,  welche  von  pa  nach  p^  und  von  pt  nach  pc  gehen,  zusam- 
men ,  und  da  der  directe  Strahl  zwischen  pa  und  pc  die  kürzeste 
Zeit  braucht,  so  muss  sein: 

J-ac  "^   J-ob  -p  jtjc, 

und  demnach  hat  man  für  die  fragliche  Differenz  im  Allgemeinen 
die  Beziehung : 

Die  Differenz  Tac  —  T^c  ist  somit  im  Allgemeinen  kleiner ,  als  in 
jenem  speciellen  Falle,  wo  der  Punkt  jjc  ^^  der  Fortsetzung  des 
von  Pa  nach  pt  gehenden  Strahles  liegt,  und  jener  specielle  Werth 
der  Differenz  bildet  somit  ein  Maximum  i).  Daraus  ergeben  sich 
wieder  zwei  Bedingungsgleichungen,  welche  lauten: 

(2\  ^{^ac—  ^6c)  __  Q.      d  (Tae  —  Tbc)  q 

^  ^  dxc  '  dyc 

Nimmt  man  endlich  an,  die  Punkte  pi,  und  pc  in  den  Ebenen 
b  und  c  seien  im  Voraus  gegeben,  und  dagegen  der  Punkt,  wo  der 
Strahl  die  Ebene  a  trifft,  noch  unbekannt,  so  erhält  man  aus  einer 
Betrachtung,  welche  ganz  der  vorigen  entspricht,  und  welche  ich 


^)  In  der  Abhandlung  von  Kirchhoff  S.  285  steht  von  der  dort  be- 
trachteten Grösse,  welche  im  Wesentlichen  der  hier  zuletzt  betrachteten 
Differenz  entspricht,  nur  mit  dem  unterschiede,  dass  sie  sich  auf  vier  Ebe- 
nen statt  auf  drei  bezieht,  sie  müsse  ein  Minimum  sein.  £a  kann  sein, 
dass  diese  Angabe  nur  auf  einem  Druckfehler  beruht,  und  ohnehin  würde 
eine  Verwechselung  zwischen  Maximum  und  Minimum  an  jener  Stelle  ohne 
weitere  Bedeutung  sein,  weil  der  Satz,  w^elcher  in  den  darauf  folgenden 
Rechnungen  benutzt  wird,  dass  die  Differentialcoefficienten  gleich  Null  sein 
müssen,  für  das  Maximum  und  das  Minimum  gemeinsam  gilt. 
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daher  nicht  weiter   ausiiihren  will,   die   beiden  Bedingungsglei- 
chungen: 


(3) 


dXn 


=  0; 


d(Tae  — •    Tab) 

dya 


=  0. 


Auf  diese  Weise  sind  wir  zu  drei  Paar  Gleichungen  gelangt, 
von  denen  jedes  Paar  dazu  dienen  kann,  die  gegenseitige  Bezie- 
hung der  drei  Punkte,  in  welchen  ein  Strahl  die  drei  Ebenen  a, 
6,  c  schneidet,  auszudrücken,  so  dass,  wenn  zwei  der  Punkte  ge- 
geben sind,  der  dritte  gefunden  werden  kann,  oder  noch  allge- 
meiner, wenn  von  den  sechs  Coordinaten  der  drei  Punkte  vier  ge- 
geben sind,  die  beiden  anderen  sich  bestimmen  lassen. 


§.  6.    Verhältniss  zwischen  zusammengehörigenFlächen- 

elementen. 


Wir  wollen  nun  folgenden  Fall  betrachten.  In  einer  der  drei 
Ebenen,  z.  B.  in  a,  sei  ein  Punkt  pa  gegeben,  und  in  einer  zweiten, 
z.  B.  in  6,  ein  Flächenelement,  welches  wir  dSb  nennen  wollen. 
Wenn  nun  von  pa  aus  Strahlen  nach  den  verschiedenen  Punkten 
des  Elementes  dSb  gehen,  und  man  denkt  sich  dieselben  fortgesetzt, 
bis  sie  die  dritte  Ebene  c  schneiden,  so  treffen  alle  diese  Strahlen 
die  Ebene  c  im  Allgemeinen  auch  in  einem  unendHch  kleinen 
Flächenelemente,  welches  wir  dse  nennen  wollen  (s.  Fig.  27).  Es 
soll  nun  das  Verhältniss  zwischen  den  Flächenelementen  dst  und 
dSe  bestimmt  werden. 

In  diesem  Falle  sind  von  den  sechs  Coordinaten,  welche  bei 
jedem  Strahle  in  Betracht  kommen   (den   Coordinaten   der   drei 


Fig.  27. 


Punkte,  in  welchen  der  Strahl  die  drei 
Ebenen  schneidet),  zwei,  nämUch  Xa  und 
y«,  im  Voraus  gegeben.  Wenn  dann  für 
die  Coordinaten  Xy  und  y^  irgend  welche 
Werthe  angenommen  werden,  so  sind  da- 
durch im  Allgemeinen  die  Coordinaten. 
Xe  und  y^  gleich  mit  bestimmt.  Man  kann 
also  in  diesem  Falle  jede  der  Coordinaten 
Xc  und  yc  als  eine  Function  der  beiden 
Coordinaten  Xb  und  y^  betrachten.  Giebt 
man  nun  dem  Flächenelemente  dSb  in  der 
Ebene  6,  dessen  Gestalt  willkürlich  ist, 
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die  Gestalt  eines  Rechteckes  dxbdyi,^  und  sucht  zu  jedem  Punkte 
seines  ümfanges  den  entsprechenden  Punkt  in  der  Ebene  c,  so 
erhält  man  hier  ein  unendlich  kleines  Parallelogramm,  welches  das 
entsprechende  Flächenelement  d$c  bildet. 

Die  Grösse  dieses  Parallelogrammes  bestimmt  sich  folgender- 
maassen.  Die  Länge  derjenigen  Seite  des  Parallelogrammes,  welche 
der  Seite  dxi,  des  Rechteckes  in  der  Ebene  b  entspricht,  heisse  A, 
und  die  Winkel,  welche  diese  Seite  mit  den  Coordinatenaxen  der 
Xc  und  j/e  bildet,  seien  mit  (kxc)  und  (Ay^)  bezeichnet.    Dann  ist: 

A  cos  ßxc)  =  -T-^  dxö\    A  cos  (Ay«)  =  -^  dxt. 

ÜXt,  uXb 

Ebenso  hat  man,  wenn  man  die  andere  Seite  des  Parallelogrammes 

mit  fi  und  ihre  Winkel  mit  den  Coordinatenaxen  mit  ((iXc)  und 

(liyc)  bezeichnet,  zu  setzen: 

dx  d'u 

^  cos  (liXc)  =~dyb\    iL  cos  (fi y,)  =  -^  dy^. 

Wird  femer  der  Winkel  zwischen  den  Seiten  A  und  fi  mit  (Afi)  be- 
zeichnet, so  kann  man  schreiben: 

cos(A|[t)  =  cos(kxe)  cos(^Xc)  +  cos{Xy^  cos(fiyc) 

dXc   dxc    ,    dyc^   dyc\  dXb dyt 
dxb    dyt        dXb    dyb/      Aft 
Um  nun  deji  mit  dsc  bezeichneten  Flächeninhalt  des  Parallelo- 
grammes zu  bestimmen,  schreiben  wir  zunächst: 

dSc  =  Afism(A|Li) 

=  1(1  ]/!  —cos^ßn) 

=  yX'^fi^-'COS^(k[i).k^(i^ 

und  hierin  substituiren  wir  für  cös(Aft)  den  eben  gegebenen  Aus- 
druck und  für  A*  und  /a«  üq  aus  den  obigen  Gleichungen  hervor- 
gehenden Ausdrücke: 

Dann  heben  sich  unter  dem  Wurzelzeichen  mehrere  Glieder  fort, 
und  die  übrigen  bilden  ein  Quadrat,  nämlich: 

Y  \dXi    difb        dyt    dx^J      * ' 


(; 
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und  es  lässt  sich  somit  die  angedeutete  Quadratwurzel  sofort  aus- 
ziehen. Dabei  ist  aber  noch  zu  bemerken,  dass  die  in  Klammer 
stehende  Differenz  positiv  oder  negativ  sein  kann,  und  da  wir  nur 
die  positive  Wurzel  in  Anwendung  zu  bringen  haben,  so  wollen 
wir  dieses  dadurch  andeuten,  dass  wir  vor  die  Differenz  die  Buch- 
staben V.  n.  (valor  numericus)  setzen.    Dann  können  wir  schreiben ; 

(4)  ^        ds.  =  v.n.  (^Ä  «  ^A)d8,. 

^  ^  \dxt    dyt        dyt   dxj 

ÜXn  die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  Xc  und  yc  von  den  Coor- 
dinaten  Xt  und  y^  zu  bestimmen ,  müssen  wir  eines  der  drei  Paare 
von  Gleichungen  in  §.  5  anwenden.  Wir  wollen  dazu  zuerst  die 
Gleichungen  (I)  wählen.  Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen 
nach  Xb  und  nach  y^  diflferentiirt ,  indem  man  bedenkt,  dass  jede 
der  mit  T  bezeichneten  Grössen  von  den  drei  Paaren  von  Coor- 
dinaten Xa'i'ya\  a?*,  yb't  Xc,  j/c  zwei  Paare  enthält,  welche  durch  die 
Indices  angedeutet  sind ,  und  wenn  man  bei  der  Differentiation  Xc 
und  ye  als  Functionen  von  Xt  und  y^  behandelt,  während  man  Xa 
und  ya  als  constant  voraussetzt,  so  erhält  man  folgende  vier  Glei-. 
chungen : 

(d^Ta,  +  Tt,)        d^T^      dx,        d^T^   .  ^  =  0 


(5) 


(dxi)*  dxidxc    dxi,       dxidy^    dxi, 

dHT^  +  T^)   ,     d*T^      dx^        d^Z,   .  rfy^  ^  Q 


dxbdyt  dxbdxc     dyt        dx^dy^     dyt 

d^(T^  4-  Tb,)    ,     d^Tbc   ^  dx^    ,     d^Tbr   ^  dy^ 
dxbdyb  dybdxc    dxb        dybdy,     dxt 

dHTab  +  Tb,)    ,     d^Tbc      dx,    ,     d^Tbc      dy,  _ 

"T  jrrrzr  '  "ttt"  "t  ^^.  j..  •  tht  —  "• 


=  0 


{dybY  dybdXc     dyb        dybdy,     dyb 

Weiin  wir  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die  vier  Diiferential- 

coefficienten  -7—^,-1—^,3^,^^  bestimmen,    und   die  gefundenen 

dXb  dyb  dXb  dyb 

Werthe  in  die  Gleichung  (4)  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte Beziehung  zwischen  den  Flächenelementen  dSb  und  ds^  Um 
das  Resultat,  welches  sich  auf  diese  Weise  ergiebt,  kürzer  schreiben 
zu  können,  wollen  wir  folgende  Zeichen  einführen: 

^  ^  '    '  \dxbdxe    dybdye       dxbdye    dybdxj 

(1^    jp-^  n   W^ (Tat  +  Tbc)    d^ {Tab  +  Tbc)       \d^ (T^+ Tbc)!'] 
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Dann  kann  man  die  gesuchte  Beziehung  in  folgender  Gleichung 
schreiben: 

Nehmen  wir  nun  in  entsprechender  Weise  an,  es  sei  in  der 


Fig.  28. 


Ebene  c  (Fig.  28)  ein  bestimmter  Punkt 
Pc  gegeben,  und  suchen  in  der  Ebene  a 
das  Flächenelement  ds«,  welches  dem  in 
der  Ebene  b  gegebenen  Elemente  dst  ent- 
spricht, so  können  wir  das  Resultat  aus 
dem  vorigen  einfach  dadurch  ableiten, 
dass  wir  überall  die  Indices  a  und  c  ver- 
tauschen. Führen  wir  zur  Abkürzung 
noch  das  Zeichen  C  ein  mit  der  Bedeu- 
tung: 


(9)  (7  =  V.  n.  C 

so  kommt: 

(10) 


d^T. 


ab 


d^T. 


alt 


d^'Z 


ab 


d^Z 


ab 


dXa  dXb 
dSa 


dsi 


dyhdi/b       dXadyo    dyadxt 
E 

c 


)• 


Nehmen  wir  endlich  an,  es  sei  in  der  Ebene  b  ein  bestimmter 

Punkt  j>ft  gegeben  (Fig.  29) ,  und  wähleu 
in  der  Ebene  a  irgend  ein  Flächenelement 
dSa  und  denken  uns,  von  den  verschiede- 
nen Punkten  dieses  Elementes  gehen 
Strahlen  durch  den  Punkt  ij^,  welche  wir 
uns  bis  zur  Ebene  c  fortgesetzt  denken; 
und  suchen  wir  nun  die  Grösse  des  Flächen- 
elementes dsci  in  welchem  diese  sämmt- 
lichen  Strahlen  die  Ebene  c  treffen,  so 
finden  wir  unter  Anwendung  der  vorher 
eingeführten  Zeichen: 

dsc        C 

■  •  '        ■  ■     ■  • 

dSa  A 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  beiden  in  diesem  Falle  zusammenge- 
hörigen Flächenelemente  sich  zu  einander  gerade  so  verhalten, 
wie  die  beiden  Flächenelemente,  welche  man  erhält,  wenn  in  der 
Ebene  b  ein  bestimmtes  Element  dst,  gegeben  ist,  und  man  dazu 
erst  in  der  Ebene  a  und  darauf  in  der  Ebene  c  einen  Punkt  als 


(H) 
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Ausgangspunkt  der  Strahlen  annimmt,  und  dann  jedesmal  in  der 
dritten  Ebene  das  dem  Elemente  dst  entsprechende  Flächenelement 
bestimmt. 


§.  7.     Verscbiedene  aus  sechs  Grössen  gebildete  Brüche 
zur  Darstellung  derselben  Verhältnisse. 

Bei  den  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  uYiter  den 
drei  Paaren  von  Gleichungen  des  §.  5,  welche  dazu  benutzt  wer- 
den können,  nur  das  erste  angewandt.  Man  kann  nun  aber  in 
derselben  Weise  die  Rechnungen  auch  mit  den  beiden  anderen 
Paaren  (2)  und  (3)  ausführen.  Durch  jedes  Paar  von  Gleichungen 
gelangt  man  zu  drei  Grössen  der  Art,  wie  die  vorher  mit  A,  C  und 
E  bezeichneten,  welche  dazu  dienen  können ,  die  Verhältnisse  der 
Flächenelemente  auszudrücken.  Unter  den  neun  Grössen,  welche 
man  auf  diese  Weise  im  Ganzen  erhält,  kommen  aber  dreimal  je 
zwei  vor,  welche  unter  einander  gleich  sind,  wodurch  sich  die  An- 
zahl der  Grössen  auf  sechs  reducirt.  Die  Ausdrücke  dieser  sechs 
Grössen  will  ich  hier  der  Vollständigkeit  wegen  zusammenstellen, 
obwohl  drei  davon  schon  früher  mitgetheilt  sind. 

'  \dxbdxc    dyifdijc       dxbdijc    dytdxj 
*  \dxadxc    dyadyc       dxady^    dyadxj 


(I.) 


C  =  v  n.  ("-^^  .    ^'^-'   -  ^^  .  ^'^-^\ 
\dXadxi,    dyadyt       dXadyt  '  dyadxj 

•   •  l       (dxay       *        dy^y  L      dx^dya     J  1 

^-   '""'X       {dx,Y       '        {dy,y  L      dx.dy,      Jj 

^^-^•"•1       (dx.y       '        {ily.Y  L      dx.dy,      \V 

Mit  Hülfe  dieser  sechs  Grössen  kann  man  jedes  Verhältniss 
zweier  Flächenelemente  durch  drei  verschiedene  Brüche  darstellen, 
wie  e«  die  folgende  tabellarische  Zusammenstellung  zeigt. 
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dsc 


(IL) 


dsö 
dsb 

dSa 
dSa 


E 
A 

A  C 
F       B 

C 
E 

B        D 

A        0 

A 
C 

F  B 
B        D 

dSe   ~ 

Wie  man  leicht  sieht,  heziehen  sich  die  drei  Horizontalreihen  auf 
die  drei  Fälle,  wo  entweder  in  der  Ebene  a,  oder  in  c,  oder  in  b 
ein  bestimmter  Punkt  angenommen  ist,  durch  den  die  Strahlen 
gehen  müssen.  Von  den  drei  Verticalreihen  der  Brüche,  welche 
die  Verhältnisse  der  Flächenelemente  darstellen,  ist  die  erste  aus 
den  Gleichungen  (1),  die  zweite  aus  den  Gleichungen  (2),  und  die 
dritte  aus  den  Gleichungen  (3)  des  §.  5  abgeleitet. 

Da  die  drei  Brüche,  welche  ein  bestimmtes  Verhaltniss  zweier 
Flächenelemente  darstellen,  unter  einander  gleich  sein  müssen,  so 
erhält  man  zwischen  den  sechs  Grössen ,  aus  welchen  die  Brüche 
gebildet  sind,  folgende  Gleichungen: 

(13)  Ä^=EF\  B^=FD\    C^=DE, 

Mit  diesen  sechs  Grössen  sind  nun  die  weiteren  Rechnungen 
anzustellen ,  und  da  jedes  Verhaltniss  je  zweier  Flächenelemente 
durch  drei  verschiedene  Brüche  dargestellt  ist,  so  hat  man  imter 
diesen  die  Wahl,  und  kann  in  jedem  speciellen  Falle  den  Bruch 
anwenden,  welcher  für  diesen  Fall  der  geeignetste  ist. 


III.    Bestünmung  der  gegenseitigen  Zustrahlung  für  den  Fallt 
dass  keine  Concentration  der  Strahlen  stattfindet. 

« 
§.  8.    Grösse  des  zu  dSc  gehörenden  Flächenelementes  in 

einer  Ebene  von  besonderer  Lage. 

Wir  wollen  zunächst  denselben  Fall  betrachten ,  auf  welchen 
der  Kirchhoff'sche  Ausdruck  sich  bezieht,  indem  wir  zu  bestim- 
men suchen,  wieviel  Wärme  zwei  Flächenelemente  sich  gegenseitig 
zusenden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  jeder  Punkt  des  einen 
Elementes  von  jedem  Punkte  des  anderen  einen  Strahl  und  auch 
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nur  Einen  Strahl,  oder  höchstens   eine  beschränkte  Anzahl  von 

einzelnen  Strahlen,  die  man  gesondert  betrachten  kann,  erhält. 
Seien  zwei  Elemente  dsa  und  dse  in   den  Ebenen  a  und  c 

(Fig.  30)  gegeben,  so  wollen  wir  zuerst  die  Wärme  bestimmen, 

welche  das  Element  dSa  dem  Elemente  d$c  zusendet. 

Dazu  denken  wir  uns  die  Mittelebene  b  parallel  der  Ebene 

a  gelegt  in  einem  Abstände  ^,  welchen  wir  als  so  klein  voraus- 
setzen, dass  bei  jedem  von  dSa  nach  dse 
gehenden  Strahle  der  Theil,  welcher  zwi- 
schen den  Ebenen  a  und  b  liegt,  als  ge- 
radlinig, und  das  Mittel,  welches  er  auf 
dieser  Strecke  durchläuft,  als  homogen 
anzusehen  ist.  Nehmen  wir  nun  in  dem 
Elemente  dSa  irgend  einen  Punkt,  und  be- 
trachten das  Strahlenbüschel,  welches  von 
diesem  Punkte  aus  nach  dem  Elemente 
dSe  geht,  so  schneidet  dieses  die  Ebene 
b  in  einem  Elemente  dSb,  dessen  Grösse 
durch  einen  der  drei  in  der  obersten  Hori- 
zoiitalreihe     von    (II.)  stehenden    Brüche 

ausgedrückt  werden  kann.    Wir  wollen  den  letzten  Bruch  wählen, 

und  erhalten  dadurch  die  Gleichung: 

(U)  dS^rzr— d5e. 

Die  hierin  vorkommende  Grösse  C  lässt  sich  nun  in  diesem  Falle 
wegen  der  eigenthümlichen  Lage  der  Ebene  b  in  eine  besonders 
einfache  Form  bringen. 

Es  sei,  wie  es  auch  von  Kirchhoff  geschehen  ist,  das  Coor- 
dinatensystem  in  b  so  gewählt,  dass  es  dem  Coordinatensysteme 
in  der  parallelen  Ebene  a  vollkommen  correspondirt.  Nämlich 
die  Anfangspunkte  beider  Coordinatensysteme  sollen  in  einer  auf 
beiden  Ebenen  senkrechten  Geraden  liegen,  und  die  Coordinaten 
des  einen  Systemes  sollen  den  entsprechenden  des  anderen  Syste- 
mes  parallel  sein.  Dann  ist  der  Abstand  r  zwischen  zwei  in  den 
beiden  Ebenen  liegenden  Punkten  mit  den  Coordinaten  Xa^  y«  und 
^b-i  t/b  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(L5)  r  =y  p2  4_  (^,  _  ^^)*  +  (y,  __  y^).2. 

Denken  wir  uns  nun  einen  Strahl  von  dem  einen  dieser  Punkte 
nach  dem  anderen  gehend,  so  wird  die  Länge  seines  Weges,  da 
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die  Fortpflanzung  zwischen  beiden  ^Ebenen  als  geradlinig  voraus- 
gesetzt wird,  einfach  durch  den  Abstand  r  der  beiden  Punkte  dar- 
gestellt, und  wenn  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der 
Nähe  der  Ebene  a,  welche  sich  der  Voraussetzung  nach  aaf  der 
Strecke  bis  zur  Ebene  b  nicht  merklich  ändert,  mit  Va  bezeichnen, 
so  ist  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  dieser  Strecke  gebraucht,  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

T    —  ^ 

■Lab  • 

Va 

Demgemäss  lässt  sich  der  Ausdruck  von  C  so  schreiben: 

1    /    dV  d^r  d^r  d^r    \ 

Setzt  man  hierin  für  r  seinen  Werth  aus  (15),  so  kommt: 

1       o« 
(16)  C=  ^ 


Hierdurch  geht  die  Gleichung  (14)  über  in: 

(17)  ds.^Va'^Bds^ 

Bezeichnen  wir  noch  den  Winkel,  welchen  das  betrachtete,  von 
einem  Punkte  des  Elementes  dSa  ausgehende  unendlich  schmale 
Strahlenbüschel  mit  der  auf  dem  Elemente  errichteten  Normale 

bildet,  mit  ^,  so  ist 

p 

cos  'ö^  =  ~ , 

r 

und  man  kann  daher  der  vorigen  Gleichung  auch  folgende  Form 
geben: 

(18)  ds,=  ^^^BdSc. 


§.  9.    Ausdrücke  der  Wärmemengen,  welche  dicElemente 

dSa  und  dsc  einander  zustrahlen. 

Nachdem  die  Grösse  des  Flächenelementes  dst  bestimmt  ist 
lässt  sich  auch  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  ds«  dem 
Elemente  dse  zusendet,  leicht  ausdrücken. 

Von  jedem  Punkte  des  Elementes  d$a  geht  nämlich  nach  dSe 
ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel,  und  die  Kegelöffnungen 
der  von  den  verschiedenen  Punkten  ausgehenden  Büschel  sind  als 
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gleich  anzusehen.  Die  Grösse  der  Kegelöfinung  eines  solchen 
StraMenbüschels  wird  bestimmt  durch  die  Grösse  und  Lage  jenes 
Flächenelementes  dsb^  in  welchem  der  Kegel  die  Ebene  b  schnei- 
det. Um  diese  Kegelöffiiung  geometrisch  auszudrücken,  denken 
wir  uns  um  den  betreffenden  Punkt,  von  dem  die  Strahlen  aus- 
gehen, mit  dem  Radius  q  eine  Kugelfläche  geschlagen,  innerhalb 
deren  wir  die  Fortpflanzung  der  Strahlen  als  geradlinig  betrach- 
ten. Nennen  wir  dann  das  Flächenelement,  in  welchem  diese  Kugel- 
fläche von  dem  Strahlenkegel  geschnitten  wird,  dtf,  so  stellt  der 

Bruch  —7-  die  Oeffhung  des  Kegels  dar.     Da   nun  das  Flächen- 

Clement  dsb  von  der  Spitze  des  Kegels  um  die  Strecke  r  entfernt 
ist,  und  die  auf  dsi^  errichtete  Normale,  welche  mit  der  vorher  er- 
wähnten, auf  dsa  errichteten  parallel  ist,  mit  dem  unendlich 
schmalen  Strahlenkegel  den  Winkel  d"  bildet,  so  hat  man  die 
Gleichung : 

-.  dcJ  _  cos  d" .  dsb 

Wenn  man  hierin  für  dst  den  in  (18)  gegebenen  Ausdruck  setzt, 
so  kommt: 

(20)  ^  =  -^Bds. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen,  wie  gross  derjenige 
Theil  der  von  dem  Elemente  dSa  ausgesandten  Wärme  ist,  welcher 
dieser  unendlich  schmalen  Kegelöffnung  entspricht,  oder,  mit 
anderen  Worten,  wie  viel  Wärme  das  Element  dSa  durch  jenes 
auf  der  Kugelfläche  bestimmte  Element  dö  sendet.  Diese  Wärme- 
menge ist  erstens  proportional  der  Grösse  des  ausstrahlenden 
Elementes  ds«,  femer  proportional  der  Grösse  der  KegelöflBoiung, 

also  dem  Bruche  — -,  und  endlich,  nach  dem  bekannten  Ausstrah- 

9^  ' 

lungsgesetze ,  proportional  dem  Cosinus  des  Winkels  -ö*,  welchen 
der  unendlich  schmale  Strahlenkegel  mit  der  Normale  bildet.  Man 
kann  "sie  also  ausdrücken  durch  das  Product: 

£  cos  O-  — r-  dSa, 

worin  s  ein  von  der  Temperatur  des  Flächenelementes  abhängiger 
Factor  ist  Zur  Bestimmung  dieses  Factors  haben  wir  die  Be- 
dingung, dass  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa  im  Ganzen 


33 1  Abschnitt  XII. 

ausstrahlt,  also  der  ganzen  über  der  Ebene  a  befindlichen  Halb- 
kugel zustrahlt,  gleich  demProducte  e^dsa  sein  muss,  worin  c«  die 
Stärke  der  Emission  der  Ebene  a  an  der  Stelle,  wo  das  Element 
dSa  liegt,  bedeutet.    Man  erhält  also  die  Gleichung: 


vJ 


costd6  =  e 


ai 


worin  die  Integration  über  die  Halbkugel  auszudehnen  ist,  und 

daraus  folgt: 

£jr  =  6^. 

Wenn  man  den  hierdurch  bestimmten  Werth  von  b  in  den  obigen 

Ausdruck  einsetzt,  so  erhält  man  für  die  Wärmemenge,  welche  das 

Element  dSa  durch  d6  sendet,  die  Formel: 


Ca         <.d6 


cos  -ö"  — r  dSa, 


In  diese  Formel'  hat  man  nun  für  den  Bruch  -—  den  oben  ge- 


wonnnenen  und  in  Gleichung  (20)  angegebenen  Werth  zu  setzen, 
um  den  gesuchten  Ausdruck  ^er  Wärmemenge^  welche  das  Element 
dSa  dem  Elemente  dsc  ausendet^  zu  erhalten,  nämlich : 

CaVj  —  dSadSc. 

Sucht  man  in  ganz  derselben  Weise  die  Wärmemenge^  todehe 
umgekehrt  das  Element  dsc  dem  Elemente  dSa  zusendet^  und  be- 
zeichnet dabei  die  Stärke  der  Emission  der  Ebene  c  an  der  Stelle, 
wo  das  Element  dSe  liegt,  mit  e^,  und  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Strahlen  in  der  Nähe  des  Elementes  mit  v<.,  so  findet 
man: 

7t 


§.  10.    Abhängigkeit  der  Ausstrahlung  von  dem 

umgebenden  Medium. 

Diese  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Ausdrücke  sind 
im  Uebrigen  gleich  dem  in  §.  3  mitgetheilten  Kirchhoff'schen 
Ausdrucke,  nur  darin  unterscheiden  sie  sich  von  demselben,  dass 
sie  noch  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  als  Factor 
enthalten,  welches  in  Kirchhof fs  Ausdrucke  nicht  vorkommt, 
indem  Kirchhoff  an  der  betreffenden  Stelle  nur  von  der  Fort- 
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pilanzungsgeschwindigkeit  im  leeren  Baume  spricht,  und  diese  als 
Einheit  nimmt.  Da  nun  aber  die  Körper,  deren  gegenseitige  Zu- 
Strahlung  man  betrachtet,  sich  möglicher  Weise  in  verschiedenen 
Mitteln  befinden  können,  in  denen  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten verschieden  sind,  so  ist  für.  solche  Fälle  dieser  Factor  nicht 
unwesentlich,  und  sein  Vorkommen  führt  sofort  zu  einem  eigen- 
thümlichen,  theoretisch  interessanten  Schlüsse. 

Wie  in  §.  2  erwähnt  wurde,  nahm  man  bisher  an,  dass  bei 
vollkommen  schwarzen  Körpern  die  Stärke  der  Emission  nur  von 
.der  Temperatur  abhänge,  so  dass  also  zwei  solche  Körper  bei 
gleicher  Temperatur  von  gleichen  Stücken  ihrer  Oberflächen  gleich 
viel  Wärme  ausstrahlen.  Dass  die  Natur  des  umgebenden  Mittels 
auch  einen  Einfluss  auf  die  Stärke  der  Ausstrahlung  haben  könne, 
ist  meines  Wissens  noch  nirgends  zur  Sprache  gebracht.  Da  nun 
aber  in  den  beiden  obigen  Ausdrücken  für  die  gegenseitige  Zu- 
strahlung  zweier  Elemente  ein  Factor  vorkommt,  der  von  der  Natur 
des  Mittels  abhängt,  so  ist  dadurch  die  Nothwendigkeit,  das  Mittel 
zu  berücksichtigen,  und  zugleich  die  Möglichkeit,  seinen  Einfluss 
zu  bestimmen,  gegeben. 

Wenn  man  aus  jenen  beiden  Ausdrücken  ein  Verhältniss  bildet, 
und  dann  denjenigen  Factor,  welcher  in  beiden  Gliedern  gemeinsam 

vorkommt,  nämlich  —  dsadsa  forthebt,  so  ergiebt  sich,  dass  die 

Wärmemenge,  welche  das  Element  dsa  dem  Elemente  dse  zusendet, 
sich  zu  derjenigen^  welche  das  Element  dSe  dem  Elemente  dSa  zu- 
sendet, verhält  wie 

Wollte  man  mm  annehmen,  dass  bei  gleicher  Temperatur  die  Aus- 
strahlung unbedingt  gleich  sei,  auch  wenn  die  den  beiden  Elemen- 
ten angränzenden  Mittel  verschieden  sind,  so  müsste  man  für 
gleiche  Temperatur  c«  =  Cc  setzen,  und  es  würden  dann  die  Wärme- 
mengen, welche  sich  beide  Elemente  gegenseitig  zustrahlen,  nicht 
gleich  sein,  sondern  sich  wie  t;«^  :  Vc^  verhalten.  Daraus  würde 
folgen,  dass  zwei  Körper,  welche  sich  in  verschiedenen  Mitteln  be- 
finden, z.  B.  der  eine  in  Wasser  und  der  andere  in  Luft,  durch 
gegenseitige  Zustrahlung  nicht  ihre  Temperaturen  auszugleichen 
suchen,  sondern  dass  der  eine  den  anderen  durch  Zustrahlung  zu 
einer  höheren  Temperatur  erwärmen  könnte,  als  er  selbst  hat. 

Gesteht  man  dagegen  jenen  von  mir  als  Grundsatz  hingestellten 
Satz,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen 
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wärmeren  Körper  übergehen  kann,  ganz  allgemein  als  richtig  zu, 
so  muss  man  die  gegenseitige  Zustrahlung  zweier  vollkommen 
schwarzer  Flächenelemente  von  gleicher  Temperatur  als  gleich 
betrachten,  und  somit  setzen: 

(21)  ea'Oc?  =  e,Vc\ 
Daraus  folgt  die  Proportion: 

(22)  ea\ec  =  v,^  :  Va^ 

oder  auch,  da  das  Verhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
gleich  dem  umgekehrten  Verhältnisse  der  Brechungscoefficienten 
der  beiden  Mittel  ist,  welche  wir  mit  n«  und  w«  bezeichnen  wollen, 
die  Proportion: 

(23)  ea:€c  =  fia^  :  n,K 

Hiemach  ist  also  die  Ausstrahlung  vollkommen  schwarzer  Korper 
bei  gleicher  Temperatur  in  verschiedenen  Mitteln  verscjiieden^  und 
verhalt  sich  umgekehrt^  wie  die  Quadrate  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten in  den  Mitteln^  oder  direct  wie  die  Quadrate  ihrer 
Srechungscoeffide^ten.  Die  Ausstrahlung  in  Wasser  muss  sich 
somit  zu  der  in  Luft  angenähert  wie  (Va)*  •  1  verhalten. 

Berücksichtigt  man  den  Umstand,  dass  in  der  von  einem  voll- 
kommen schwarzen  Körper  ausgestrahlten  Wärme  Strahlen  von 
sehr  verschiedenen  Farben  vorkommen ,  und  giebt  man  als  richtig 
zu ,  dass  die  Gleichheit  der  gegenseitigen  Zustrahlung  nicht  bloss 
für  die  Wärme  im  Ganzen,  sondern  auch  für  jede  Farbe  im  Ein- 
zelnen gelten  muss,  so  erhält  man  für  jede  Farbe  eine  Proportion 
der  Art,  wie  (22)  und  (23),  worin  aber  das  an  der  rechten  Seite 
stehende  Verhältniss,  welchem  das  Verhältniss  der  Ausstrahlungen 
gleich  gesetzt  ist,  etwas  verschiedene  Werthe  hat. 

Will  man  endlich  statt  der  vollkommen  schwarzen  Körper 
auch  Körper  von  anderer  Natur  betrachten,  bei  denen  nicht  voll- 
kommene, sondern  nur  theilweise  Absorption  der  auffallenden 
Wärmestrahlen  stattfindet,  so  muss  man  statt  der  Emission  einen 
Bruch,  welcher  die  Emission  als  Zähler  und  den  Absorptionscoef- 
ficienten  als  Nenner  hat,  in  die  Formeln  einführen,  und  erhält 
dann  für  diesen  Bruch  entsprechende  Beziehungen,  wie  vorher  für 
die  Emission  allein.  Auf  diese  Verallgemeinerung  des  Resultates, 
bei  welcher  auch  der  Einfluss  der  Strahlenrichtung  auf  die  Emission 
und  Absorption  zur  Sprache  kommen  würde,  brauche  ich  hier 
nicht  einzugehen,  weil  sie  sich  bei  angemessener  Betrachtung  des 
Gegenstandes  von  selbst  ergiebt 
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IV.  Bestiininung  der  gegenseitigen  Zustrahlung  zweier  Fläehen- 
elemente  für  den  Fall,  dass  das  eine  Flftchenelement  das 

optische  Bild  des  anderen  ist. 

> 

§.  11.    Verhalten  der  Grössen  B^  D,  Fund  E, 

• 

Wir  wollen  nun  zu  dem  Falle  übergehen,  wo  die  bisher  ge- 
machte Voraussetzung,  dass  die  Ebenen  a  und  c,  soweit  sie  üi 
Betracht  kommen,  ihre  Strahlen  in  der  Weise  austauschen,  dass 
von  jedem  Punkte  der  einen  nach  jedem  Punkte  der  anderen  ein 
Strahl ,  und  auch  nur  Ein  Strahl,  oder  höchstens  eine  beschränkte 
Anzahl  von  einzelnen  Strahlen  gelange,  nicht  erfüllt  ist.  Die 
Strahlen,  welche  von  den  Punkten  der  einen  Ebene  divergirend 
ausgehen,  können  durch  Brechungen  oder  Reflexionen  convergi- 
rend  werden,  und  in  der  anderen  Ebene  wieder  zusammentreffen, 
so  dass  es  für  einen  in  der  Ebene  a  zur  Betrachtung  ausgewählten 
Punkt  pa  in  der  Ebene  c  einen  oder  mehrere  Punkte  oder  Linien 
giebt,  in  welchen  sich  unendlich  viele  vpm  Punkte  jp«  kommende 
Strahlen  schneiden,  während  andere  Stellen  der  Ebene  c^gar  keine 
Strahlen  von  jenem  Punkte  erhalten.  Natürlich  findet  in  einem 
solchen  Falle  auch  mit  den  Strahlen,  welche  von  der  Ebene  c  aus- 
gehend nach  der  Ebene  a  gelangen,  das  Entsprechende  statt,  da 
die  zwischen  den  beiden  Ebenen  hin-  und  zurückgehenden  Strahlen 
gleiche  Wege  beschreiben. 

Unter  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Fällen  dieser  Art 
wollen  wir,  der  grösseren  Anschaulichkeit  wegen,  zunächst  den 

extremen  Fall  behandeln,  wo  alle  Strahlen, 
welche  der  Punkt  p^  der  Ebene  a  inner- 
halb eines  gewissen  endlichen  Eegelraumes 
aussendet,  in  |inem  einzelnen  Pimkte  j}<. 
der  Ebene  c  wieder  zusammentreffen,  wie 
es  in  Fig.  31  angedeutet  ist.  Diesei*  Fall 
1,  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Richtungsänderung 
der  Strahlen  durch  eine  Linse  oder  einen 
sphärischen  Spiegel,  oder  auch  durch 
irgend  ein  System  von  centrirten  Linsen 
oder  Spiegeln  bewirkt  ist,  und  wenn  man 
von  der  dabei  stattfindenden  sphärischen 
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und  chromatischen  Aberration  absieht,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
die  chromatische  Aberration  hier  ohnehin  nicht  zu  berücksichtigen 
ist,  da  wir  uns  von  vorn  herein  auf  die  Betrachtung  homogener 
Strahlen  beschränkt  haben.  Zwei  in  der,  angegebenen  Weise  zu- 
sammengehörige Punkte,  welche  den  Ausgangs-  und  den  Vereini- 
gungspunkt  der  Strahlen  bilden,  werden,  wie  schon  oben  erwähnt, 
conjugirte  Brennpunkte  genannt. 

In  einem  solchen  Falle  sind  für  jeden  der  betreffenden  Strah- 
len durch  die  Coordinaten  Xat  ya  des  Ausgangspunktes  j?«  auch 
die  Coordinaten  x^  tfc  des  Punktes  pe-,  wo  der  Strahl  die  Ebene  e 
trifft,  gleich  mit  bestimmt.  Die  übrigen  in  der  Nähe  von  pc  liegen- 
den Punkte  der  Ebene  c  erhalten  vom  Punkte  j?«  keine  Strahlen, 
weil  es  nach  ihnen  hin  keinen  Weg  giebt,  der  die  Eigenschaft 
hätte,  dass  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  diesem  Wege  gebraucht, 
verglichen  mit  der  Zeit,  welche  er  auf  jedem  anderen  nahe  liegen- 
den Wege  gebrauchen  würde,  im  mathematischen  Sinne  ein  Mini- 
mum ist.  Demnach  kann  auch  die  Grösse  Tae^  welche  dieses  Mini- 
mum der  Zeit  darstellt,  für  keinen  der  um  pc  gelegenen  Punkte, 
sondern  nur  für  den  Punkt  pc  selbst  einen  reellen  Werth  haben. 
Die  Differentialcoefficienten  von  Taa  in  denen  die  Coordinaten  x^ 
tfa  als  constant,  und  gleichzeitig  eine  der  Coordinaten  x^  ffc  als 
veränderlich,  oder  umgekehrt  Xc,  jfe  als  constant,  und  zugleich  eine 
der  Coordinaten  rra,  y«  als  veränderlich  vorausgesetzt  werden, 
können  somit  keine  endlichen  reellen  Grössen  sein.  Daraus  er- 
giebt  sich,  dass  von  den  sechs  durch  die  Gleichungen  (I.)  bestimm- 
ten "Grössen  -4,  B,  (7,  D,  jE?,  F  die  drei  B^  D,  F,  welche  Differen- 
tialcoefficienten von  Tae  enthalten,  in  unserem  gegenwärtigen  Falle 
nicht  anwendbar  sind. 

Die  drei  anderen  Grössen  A^  C^  E  dagegen  enthalten  nur 
Differentialcoefficienten  der  Grössen  Tah  und  T^c-  Wenn  wir  nnn 
annehmen,  die  Ebene  b  sei  so  gewählt,  dass  zwischen  ihr  und  den 
beiden  Ebenen  a  und  c,  soweit  wir  die  Ebenen  betrachten,  der 
Strahlenaustausch  in  der  früher  vorausgesetzten  Weise  stattfinde, 
dass  von  jedem  Punkte  der  Ebene  6  nach  jedem  Punkte  der  Ebenen 
a  und  c  ein  Strahl  und  auch  nur  Ein  Strahl,  oder  höchstens  eine 
beschränkte  Anzahl  von  einzelnen  Strahlen  geht,  so  haben  die 
Orössen  Tab  und  li«  und  ihre  Differentialcoefficienten  für  alle  in 
Betracht  konmienden  Punkte  reelle  und  nicht  unendlich  grosse 
Werthe.  Die  Grössen  -4,  C  und  E  sind  daher  im  gegenwärtigen 
Falle  ebenso  gut,  wie  in  dem  früher  betrachteten,  anwendbar. 
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Eine  dieser  Grössen,  nämlich  E,  nimmt  in  diesem  Falle  einen 
speciellen  Werth  an,  der  sich. sofort  ableiten  lässt  Für  die  drei 
Punkte,  in  welchen  ein  Strahl  die  drei  Ebenen  a,  6,  c  schneidet, 
müssen  die  beiden  unter  (1)  gegebenen  Gleichungen  gelten.:    . 

dxt  '  dpi,  '  . 

Da  nun  in  unserem  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Lage  der  beiden 
Punkte  pa  inid  jp^  in  den  Ebenen  a  und  c  die  Lage  des  Punktes, 
wo  der  Strahl  die  Ebene  b  schneidet,  nicht  bestimmt  ist, ; sondern 
die  Ebene  b  in  ^allen  Punkten  eines  gewissen  endlichen  Flächen- 
raumes geschnitten  werden  kann,  so  müssen  die  beiden  vorigen 
Gleichungen  für  alle  diese  Punkte  gültig  sein,  woraus  folgt,  däss 
man  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  Xb  und  y^  eben- 
falls wieder  gültige  Gleichungen  erhalten  muss,  also: 


dxi?  '         dxbdyb  '  dy, 


b 


2 


Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  diejenige  der  Gleichungen  (I.) 
an,  durch  welche  E  bestimmt  wird,  so  kommt: 

(25)  ^  =  0. 

Die  beiden  anderen  Grössen  Ä  und  C  haben  im  Allgemeinen 
endhphe  Werthe,  welche  je  nach  umständen  verschieden  sind,  und 
diese  müssen  nun  zu  den  folge^iden  Bestimm^ngen  angewandt 
werden. 


§.  12.    Anwendung  der  Grössen  Ä  und  C  zur  Bestimmung 
des  Verhältnisses  zwischen  den  Flächenelementen. 

Es  sei  angenommen,  das  Element  dsa  der  Ebene  a  habe  ein 
optisches  Bild,  welches  in  die  Ebene  c  fällt,  und  welches  wir  dse 
nennen  wollen,  so  dass  also  jeder  Punkt  des  Elementes  dSa  einen 
Punkt  des  Elementes  dsc  zum  conjugirten  Brennpunkte  hat/ und 
umgekehrt.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  ob  die  Wärmemengenv 
welche  diese  Flächenelemente,  wenn  sie  als  Elemente  der  Ober* 
flächen  zweier  vollkommen  schwarzer  Körper  von  gleicher  Tempe-, 
ratur  betrachtet  werden,  sich  gegenseitig  zusenden,  gleich  rfnd. .,. 
'  Um  zunächst  das  zu  dem  gegebenen  Elemente  dSa  gehörige 
Bild  dSc  SOTier  Lage  und  Grösse  nach  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
in  der  Zwischenebene  6  irgend  einen  Punkt  p^  an,  und  denken  uns 

22* 
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Yon  sämmtlichen  Punkten  des  Elementes  dsa  Strahlen  durch  die- 
sen Punkt  jpft  gehend.  Jeder  dieser  Strahlen  triflPt  die  Ebene  c  in 
dem  conjugirten  Brennpunkte  desjenigen  Punktes,  von  welchem  er 
ausgegangen  ist,  und  somit  ist  das  Flächenelement,  in  welchem 
dieses  Strahlenbüschel  die  Eb^ne  c  schneidet,  gerade  das  mit  dSe 
bezeichnete  optische  Bild  des  Elementes  dsa-  Wir  können  daher, 
um  das  BUd  dSe  seiner  Grösse  nach  im  Verhältnisse  zu  dSa  aus- 
zudrücken, einen  der  drei  in  der  untersten  Horizontalreihe  von 
(11.)  angeführten  Brüche  anwenden,  welche  das  Verhaltniss  der- 
jenigen beiden  Flächenelemente  darstellen,  in  welchen  ein  durch 
einen  Punkt  pi,  der  Zwischenebene  b  gehendes  unendlich  schmales 
Straiilenbüschel  die  beiden  Ebenen  a  und  c  schneidet;  imd  zwar 
ist  von  den  drei  dort  stehenden  Brüchen  in  diesem  Falle  nur  der 
erste  brauchbar,  weil  die  beiden  anderen  unbestimmt  sind.  Wir 
haben  also  die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  ist  auch  in  optischer  Beziehung  von  Interesse, 
indem  sie  die  allgemeinste  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Grössen- 
verhältnisses  zwischen  einem  Gegenstande  und  seinem  optischen 
Bilde  ist,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Zwischenebene  6,  auf 
welche  sich  die  Grössen  A.  und  G  beziehen,  beliebig  ist,  und  daher 
in  jedem  einzelnen  Falle  so  gewählt  werden  kann,  wie  es  für  die 
Rechnung  am  bequemsten  ist 


§.  13.    Verhaltniss  zwischen  den  Wärmemengen,  welche 
die  Elemente  dSa  und  dSc  einander  zustrahlen. 

Nachdem  das  Flächenelement  ds«,  welches  zu  dSa  als  Bild 
gehört,  bestimmt  ist,  nehmen  wir  in  der  Ebene  6  statt  eines  Punktes 
ein  Flächenelement  ds^,  und  betrachten  die  Strahlen,  welche  die 
beiden  Elemente  dSa  und  dSe  durch  dieses  Element  dsi,  senden. 
Alle  Strahlen,  welche  von  einem  Punkte  des  Elementes  dsa  aus- 
gehend, durch  das  Element  dst  gehen,  vereinigen  sich  wieder  in 
einem  Punkte  des  Elementes  dsct  und  somit  treflfen  alle  Strahlen, 
welche  das  Element  dSa  durch  dsh  sendet,  gerade  das  Element  ds^ 
und  umgekehrt.die  Strahlen,  welche  dSe  durch  da»  sendet,  trefien 
sämmtlich  das  Element  ds«.    Die  beiden  Wärmemengen,  welche 
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die  Elemente  dsa  und  dse  dem  Elemente  dsi,  zusenden,  sind  somit 

auch  die  Wärmemengen,  welche  die  Elemente  dSa  und  dsc  durch 

das  Zwischenelement  dSb  hindurch  einander  gegenseitig  zusenden. 

Diese  Wärmemengen   lassen  sich  nun  dem  Früheren  nach  ohne 

Weiteres  angeben. 

Es  gilt  nämlich  für  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa 

dem  Elemente  dSb  zusendet,  derselbe  Ausdruck,  welcher  in  §.  9 

für  diejenige  Wärmemenge  entwickelt  wurde,  welche  das  Element 

ds,  dem  Elemente  dSc  zusendet,  wenn  man  darin  nur  für  dSe  setzt 

dsfc,  und  für  die  Grösse  B  die  Grösse  C  einführt.    Der  Ausdruck 

lautet  also: 

(j 

% 

Ebenso  gilt  für  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSc  dem 
Elemente  dSb  zusendet,  derselbe  Ausdruck,  welcher  dort  für  die 
Wärmemenge  angegeben  wurde,  welche  das  Element  dSc  dem  Ele- 
mente dSa  zusendet,  wenn  man  darin  für  dSa  setzt  dsi^  und  für 
die  Grösse  B  die  Grösse  A  einführt,  also : 

ßcVc^  —  dSedSb. 

Bedenkt  man  nun,  dass  nach  Gleichung  (26)  ist: 

CdSa  =  Ädsc^ 
so  sieht  man ,  dass  die  beiden  gefundenen  Ausdrücke  sich  unter 
einander  verhalten  wie  CoV«* :  CcVc'^. 

Ganz  dasselbe  Resultat  finden  wir,  wenn  wir  in  der  Zwischen- 
ebene b  irgend  ein  anderes  Flächenelement  d$b  nehmen,  und  die 
Wärmemengen  betrachten ,  welche  sich  die  beiden  Elemente  dSa 
und  dSe  durch  dieses  Element  gegenseitig  zusenden.  Immer  stehen 
die  beiden  Wärmemengen  zu  einander  in  dem  Verhältnisse 
CaVa^  :  ßcVc^.  Da  nun  die  Wärmemengen ,  welche  sich  die  Elemente 
dSa  und  dSc  im  Ganzen  zusenden,  aus  denjenigen,  welche  sie  sich 
durch  die  einzelnen  Elemente  der  Zwischenebene  hindurch  zusen- 
dei^,  zusammengesetzt  sind,  so  muss  auch  für  sie  dasselbe  Yerhält- 
niss  gelten,  und  wir  finden  somit  als  Endresultat,  dass  die  Wärme- 
mengen, welche  die  Flächenelemente  dSa  und  dse  sich  im  Ganzen 
gegenseitig  zusenden,  sich  verhalten  wie 

Dieses  ist  dasselbe  Yerhältniss,  welches  in  den  §§.  8  und  9 
für  den  Fall  gefunden  wurde,  wo  keine  Concentration  von  Strahlen 
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stattfindet  Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Concentration  der  Strah- 
len, wie  sehr  sie  auch  die  äbsöliäe  Grösse  der  Wärmemengen, 
welche  zwei  Flächenelemente  durch  Strahlung  mit  einander  aus- 
tauschen, verändert',  doch  das  Verhältniss  derselben  ungeändert 
lässt. 

In  §.  10  ist  gezeigt,  dass,  wenn  bei  der  gewöhnlichen,  ohne  Con- 
centration stattfindenden  Zustrahlung  der  Satz  gelten  soll,  dasä" 
dadurch  nicht  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Kör- 
per übergeführt  werden  kann,  dann  die  Ausstrahlung  in  verschie- 
denien  Medien  verschieden  sein  muss,  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
man  für  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Temperatur 
hat: 

Ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so  sind  auch  in  unserem  gegenwärtigen 
Falle,  wo  von  den  Flächenelementen  dsa  und  dsc  das  eine  das  Bild 
des  anderen  ist,  die  Wärmemengen,  welche  sie  sich  gegenseitig  zu- 
senden, unter  einander  gleich,  und  es  kann  daher,  trotz  der  Con- 
centration der  Strahlen,  das  eine  Element  das  andere  nicht  zu 
einer  höheren  Temperatur  erwärmen,  als  es  selbst  hat. 


V.    Beziehung  zwischen  der  Vergrösserung  und  dem  Verhält- 
nisse der  beiden  Kegelöffnungen  eines  Elementarstrahlen- 

büschels. 

§.  14.    Aufstellung  der  betreffenden  Proportionen. 

Als  ein  Nebenresultat  der  vorstehenden  Betrachtung  möchte 
ich  hier  gelegentlich  eine  Proportion  entwickeln,  welche  mir  von 
allgemeinem  Interesse  zu  sein  scheint ,  indem  sie  eine  eigenthüm- 
liche  Verschiedenheit  in  dem  Verhalten  der  Strahlenbüschel  beim 
Gegenstande  und  beim  Bilde  angiebt,  welche  stets  in  bestimmter 
Weise  stattfinden  muss,  wenn  Gegenstand  und  Bild  versclüedene 
Grössen  haben. 

Wenn  wir  ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel  betrachten, 
welches  von  einem  Punkte  des  Elementes  ds^  ausgehend  durch 
das  Element  dsi,  der  Zwischenebene  geht,  und  sich  dann  wieder 
in  einem  Punkte  des  Elementes  dSc  vereinigt,  so  können  wir  die 
Grösse  der  Divergenz,  welche  die  Strahlen  an  ihrem  Ausgangs- 
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punkte  haben,  vergleichen  mit  der  Grösse  der  Convergenz,  welche 
dieselben  Strahlen  an  ihrem  Vereinigungspunkte  haben.  Diese 
Divergenz  und  Convergenz,  wofür  wir  auch  mit  gemeinsamem  Aus- 
drucke sagen  können :  die  Oeffnungen  der  unendlich  schmalen  Kegel, 
welche  das  Strahlenbjischel  am  Ausgangs-  undVereinigungspunkte 
bildet,  ergeben  sich  immittelbar  durch  dasselbe  Verfahren,  welches 
wir  in  §.  9  angewandt  haben. 

Wir  denken  uns  um  jeden  der  Punkte  eine  Kugelfläche  mit 
so  kleinem  Radius  beschrieben,  dass  wir  die  Strahlen  bis  zur  Kugel- 
fläche als  gradUnig  ansehen  können,  und  betrachten  dann  das 
Flächenelement,  in  welchem  das  Strahlenbüschel  die  Kugelfläche 
schneidet.  Sei  dieses  Flächenelement  mit  dö  bezeichnet,  und 
heisse  der  Radius  der  Kugel  q^  so  wird  die  Oeffiiung  des  unend- 
Uch  schmalen  Kegels,  welcher  die  Strahlen,  soweit  sie  als  gerad- 
linig zu  betrachten  sind,  einschUesst,  durch  den  Bruch  — r-  darge- 

stellt 

Diesen  Bruch  haben  wir  in  §.  9  für  einen  ähnUchen  Fall  durch 
die  Gleichung  (20)  bestimmt,  und  in  dem  dort  gegebenen  Aus- 
drucke brauchen  wir  nur  die  Buchstaben  etwas  zu  ändern,  um  die 
für  unseren  gegenwärtigen  Fall  passenden  Ausdrücke  zu  erhalten. 
Um  die  Kegelöffnung  an  dem  in  der  Ebene  a  hegenden  Ausgangs- 
punkte der  Strahlen  auszudrückeil,  hat  man  in  dem  dortigen  Aus- 
drucke statt  des  Elementes  dSe  das  Element  dst^  und  statt  der 
Grösse  B  die  Grösse  C  zu  setzen.  Ausserdem  wollen  wir  das 
Zeichen  0",  welches  den  Winkel  zwischen  dem  Elementarstrahlen - 
büschel  und  der  auf  dem  Flächenelemente  dsa  errichteten  Normale 
bedeutet,  um  bestimmter  anzudeuten,  dass  es  sich  um  den  an  der 
Ebene  a  hegenden  Winkel  handelt,  in  d'a  umändern,  und  aus  dem- 

selben  Grunde  auch  den  Bruch  — j,  welcher  die  gesuchte  Kegel- 

ö&ung  darstellt,  mit  dem  Index  a  versehen.    Dann  kommt: 

Um  die  andere  entsprechende  Gleichung  zu  erhalten,  welche  die 
Kegelöffhung  an  dem  in  der  Ebene  c  liegenden  Vereinigungs- 
punkte  bestimmt,  braucht  man  in  der  vorigen  nur  überall,  wo  der 
Index  a  steht,  den  Index  c  zu  setzen,  und  ausserdem  die  Grösse  C 
mit  A  zu  vertauschen,  also : 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  die  Proportion: 
cos  9'a  /d<}\     cos  ^t 


'\  .  cos  »c  /d£\  _   fj.    j 

«a»    V  Wa"  "J5?^  VeV  ~  ^  •  ^' 

und  wenn  man  hierauf  die  Gleichung  (26)  anwendet,  so  kommt: 

w       ^  (f).^  "-^  (^),= ^-  ■■ "- 

Führt  man  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  die  Brechungs- 
coefflcienten  der  Mittel  ein,  so  lautet  die  Proportion: 

(30)  na^  cos  »a  (-4)    •  Wc»  COS  »c  (^)  =  dsc  :  dsa. 

Das  Verhältniss,  welches  in  diesen  Proportionen  an  der  rechten 
Seite  steht,  i'st  das  Grössenverhältniss  zwischen  einem  Flachen- 
elemente des  Bildes  und  dem  entsprechenden  Flächenelemente  des 
Gegenstandes,  also  kurz  dieFlächenvergrösserung,  und  man  erhält 
also  durch  diese  Proportionen  eine  einfache  Beziehung  zwischen 
der  Vergrösserung  und  dem  Verhältnisse  der  Kegelöffiiungen  emes 
Elementarstrahlenbüschels.  Dabei  ist  es,  wie  man  leicht  sieht,  für 
die  Gültigkeit  der  Proportionen  nicht  gerade  nöthig,  dass  die 
Strahlen  schliesslich  convergirend  sind,  und  sich  in  einem  Punkte  * 
wirklich  schneiden,  sondern  sie  können  auch  divergirend  sein,  so 
dass  ihre  nach  rückwärts  gezogenen  geradlinigen  Verlängerungen 
sich  in  einem  Pimkte  schneiden,  und  das  entstehende  Bild  ein  in 
der  Optik  sogenanntes  virtuelles  ist 

Ninmit  man  als  speciellen  Fall  an,  das  Mittel  am  Ausgangs- 
und am  Vereinigungspunkte  sei  gleich,  wie  es  z.  B.  stattfindet, 
wenn  die  Strahlen  von  einem  in  der  Luft  befindlichen  Gegenstande 
ausgehen,  und,  nachdem  sie  irgend  welche  Brechungen  oder 
Reflexionen  erlitten  haben,  ein  Bild  geben,  welches  sich  in  der 
Luft  befindet,  oder  in  der  Luft  gedacht  wird,  so  ist  Va  =  Vc  und 
na  =  nc  za  setzen,  und  es  kommt: 

cosd-a  (—7)  *  ^^^  ^<^  ("t)  "^  ^^«  •  *^^«" 

Fügt  man  femer  noch  als  Bedingung  hinzu,  dass  das  Elementar- 
strahlenbüschel  mit  beiden  Flächenelementen  gleiche  Winkel  bilde, 
z.  B.  auf  beiden  senkrecht  stehe ,  so  heben  sich  auch  die  beiden 
Cosinus  fort,  und  es  kommt: 
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{^)j  {^)r  ^''  '•  ^'- 


In  diesem  Falle  stehen  also  die  Eegelöffhungen  des  Elementar- 
strahlenbüschels  am  Gegenstande  und  am  Bilde  einfach  im  um- 
gekehrten Verhältnisse,  wie  die  Grössen  der  einander  entsprechen- 
den Flächenelemente  von  Gegenstand  und  Bild. 

In  der  ebenso  inhaltreichen  als  klaren  Auseinandersetzung 
der  Gesetze  der  Brechung  in  Systemen  kugeUger  Flächen,  welche 
Helmholtz  in  seiner  „Physiologischen  Optik**  i)  gegeben  hat,  um 
daran  die  Betrachtung  derjenigen  Brechungen  zu  knüpfen,  welche 
im  Auge  vorkommen ,  findet  sich  auf  Seite  50 ,  und  erweitert  auf 
Seite  54  eine  Gleichung,  welche  die  Beziehung  zwischen  der  ßild- 
grösse  und  der  Convergenz  der  Strahlen  für  den  Fall  ausdrückt, 
wo  die  Bichtungsänderung  der  Strahlen  durch  Brechung  oder  auch 
durch  Beflexion  in  centrirten  Eugelflächen  bewirkt  wird,  und  wo 
die  Strahlen  auf  den  betreffenden  Ebenen,  welche  Gegenstand  und 
Bild  enthalten,  angenähert  senkrecht  stehen.  In  der  Allgemein- 
heit, wie  in  den  Proportionen  (29)  und  (30)  ist  die  Beziehung ,  so 
viel  ich  weiss,  noch  nirgends  angegeben. 


VT.     Allgemeine  BeBtimmung    der  gegenseitigen  Znstrahlung 
zwischen  Flächen,  in  denen  beliebige  Concentrationen  vor- 
kommen können. 

§.  15.    Allgemeiner  Begriff  der  Strahlenconcentration. 

Es  muss  nun  die  Betrachtung  dahin  verallgemeinert  werden, 
dass  sie  nicht  bloss  den  extremen  FaU,  wo  alle  von  einem  Punkte 
der  Ebene  a  innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Eegelraumes  aus- 
gehenden Strahlen  wieder  in  einem  Punkte  der  Ebene  c  zusammen- 
treffen, so  dass  dort  ein  conjugirter  Brennpunkt  entsteht,  sondern 
jeden  beliebigen  Fall  der  Strahlenconcentration  umfasst 

Um  den  Begriff  der  Concentration  näher  festzustellen,  sei 
folgende  Definition  eingeführt.  Wenn  von  irgend  einem  Punkte  2>a 
Strahlen  ausgehen  und  auf  die  Ebene  c  fallen,  und  diese  Strahlen 
haben  in  der  Nähe  dieser  Ebene  solche  Richtungen,  dass  an  einer 


^)  Allgemeine  Encyklopädie  der  Physik,  herausgegeben  von  G.Karsten. 


346  Abschnitt  XH. 

Stelle  der  Ebene  die  Dichtigkeit  der  auffallenden  Strahlen  gegen 
die  mittlere  Dichtigkeit  unendlich  gross  ist,  so  wollen  wir  sagen, 
es  findö  an  dieser  Stelle  Goncentration  der  von  p^  ausgehenden 
Strahlen  statt. 

Nach  dieser  Definition  können  wir  den  Fall  der  Strahlencon- 
centration  leicht  mathematisch  i^enntlich  machen.  Wir  nehmen 
zwischen  dem  Punkte  pa  uiid  der  Ebene  c  irgend  eine  Zwischen- 
ebene &,  welche  so  gelegen  ist,  dass  in  dieser  keine  Goncentration 
der  von  pa  ausgehenden  Strahlen  stattfindet,  und  dass  auch  die 
Ebenen  b  und  c,  soweit  sie  hierbei  in  Betracht  kommen,  zu  ein- 
ander in  solcher  Beziehung  stehen,  dass  die  von  den  Punkten  der 
einen  ausgehenden  Strahlenbüschel  in  der  anderen  keine  Goncen- 
tration erleiden.  Dann  denken  wir  uns  ein  von  pa  ausgehendes 
unendlich  schmales  Strahlenbüschel,  welches  die  Ebenen  b  imd  c 
schneidet,  und  vergleichen  die  Grössen  der  Flächenelemente  dsb 
und  dsc,  in  denen  der  Durchschnitt  stattfindet  Wenn  dann  das 
Element  dse  im  Verhältnisse  zu  dsi,  verschwindend  klein  ist,  so 
dass  man  setzen  kann: 

(31)'  11  =  0, 

SO  ist  das  ein  Zeichen,  dass  in  der  Ebene  c  Strahlenconcentration 
in  dem  oben  angegebenen  Sinne  stattfindet 

Gehen  wir  nun  zu  den  in  §.  7  gegebenen  Gleichungen  (II.)  zu- 
rück, so  sind  die  in  der  ersten  Horizontalreihe  stehenden  Glei- 
chungen auf  unseren  gegenwärtigen  Fall  bezüglich,  und  unter  den 
drei  dort  befindlichen  Brüchen,  welche  das  Verhältniss  der  Flächen- 
elemente darstellen,  ist  wiederum  der  erste  in  unserem  Falle  an- 
wendbar, weil  nach  der  gemachten  Annahme  über  die  Lage  der 
Zwischenebene  die  Grössen  Ä  und  E  sich  in  gewöhnlicher  Weise 
bestimmen  lassen.    Wir  haben  also  die  Gleichung: 

dsc  _  E 

dsb  A 
Soll  dieser  das  Verhältniss  der  beiden  Flächenelemente  ausdrückende 
Bruch  Null  werden,  so  muss  es  dadurch  geschehen,  dass  der 
Zähler  E  Null  wird,  denn  der  Nenner  A  kann  nach  der  gemachten 
Annahme  über  die  Lage  der  Ebene  b  nicht  unendlich  gross  wer- 
den. Wir  haben  also  als  mathematisches  Criterium  zur  Entschei- 
dung, ob  die  vom  Punkte  j)a  ausgehenden  Strahlen  an  der  betreffen- 
den Stelle  der  Ebene  c  eine  Goncentration  erleiden  oder  nicht,  die 
Bedingungsgleichung : 
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(32)  E  =  0, 

welche  im  Falle  der  Concentration  erfüllt  sein  muss. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  sei  in  der  Ebene  c  ein 
Pmikt  jpc  gegeben,  und  es  soll  entschieden  werden,  ob  die  Yon  die- 
sem ausgehenden  Strahlen  an  irgend  einer  Stelle  der  Ebene  a  eine 
Concentration  erleiden,  so  haben  wir  in  ganz  entsprechender  Weise 
die  Bedingung: 

und  da  wir  nach  (11.)  setzen  können : 

dsa  _E 
dSö~  C ' 
so  erbalten  wir  wieder  dieselbe  Bedingungsgleichung: 

E  =  0. 

In  der  That  ist  auch  leicht  zu  sehen ,  dass  in  dem  Falle ,  wo  die 
von  einem  Punkte  der  Ebene  a  ausgehenden  Strahlen  in  einem 
Punkte  der  Ebene  c  eine  Concentration  erleiden,  auch  umgekehrt 
die  Yon  diesem  letzteren  Punkte  ausgehenden  Strahlen  in  dem 
ersteren  eine  Concentration  erleiden  müssen. 

Da  wir  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  die  Beziehungen 
ausgedrückt  haben,  welche  zwischen  den  sechs  Grössen  A^  B^  C, 
D,  J5,  F  stattfinden,  so  können  wir  diese  Gleichungen  anwenden, 
um  zu  erkennen,  was  in  einem  solchen  Falle,  yfo  E  =  0  wird, 
während  Ä  und  G  von  Null  verschiedene  endliche  Werthe  haben, 
aus  den  drei  Grössen  jB,  D  und  F  wird.  Nach  jenen  Gleichungen  ' 
hat  man : 

(33)  B  =  ^;D  =  ^,  F=^. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  alle  drei  Grössen  für  den  gegenwärtigen 
Fall  unendlich  gross  werden. 


§.  16.    Gegenseitige  Zustrahlung  eines  Flächenelementes 
und  einer  endlichen  Fläche  durch  ein  Element  einer 

Zwischenfläche. 

Wir  wollen  nun  das  Verhältniss  der  Wärmemengen,  welche 
zwei  Flächen  durch  Strahlung  mit  einander  austauschen,  in  solcher 
Weise  zu  bestimmen  suchen,  dass  das  Resultat,  unabhängig  davon, 
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ob  eine  Concentration  von  Strahlen  stattfindet,  oder  nicht,  in  allen 
Fällen  gültig  sein  muss. 

Der  grösseren  Allgemeinheit  wegen  seien  statt  der  bisher  be- 
trachteten Ebenen  a  und  e,  zwei  beliebige  Flächen  gegeben,  welche 
Sa  und  Sc  heissen  mögen.  Zwischen  ihnen  nehmen  wir  irgend  eine 
dritte  Fläche  Sb  an,  welche  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen  braucht, 
dass  die  Strahlen,  welche  von  Sa  nach  Se  oder  umgekehrt  gehen, 
in  Sf,  keine  Concentration  erleiden.  Nun  sei  in  s«  irgend  ein  Ele- 
ment dSa  gewählt,  xmd  in  Si,  ein  Element  dsj,  welches  so  liegt, 
dass  die  von  dSa  durch  dSb  gehenden  Strahlen  auf  ihrer  Fort- 
setzung die  Fläche  Se  treffen.  Dann  wollen  wir  zunächst  bestim- 
men :  wie  viel  Wärme  da»  Element  dSa  durch  das  Element  dSb  hin- 
dwrch  der  Fläche  Se  eusendet^  und  wie  viel  Wärme  es  durch  eJe» 
jenes  Element  der  Zwischenfläche  hindurch  von  der  Fläche  Sc  iw- 
riicJc  erhalt. 

Um  die  zuerst  genannte  Wärmemenge  zu  erhalten ,  brauchen 
wir  nur  zu  bestimmen,  wieviel  Wärme  das  Element  dSa  dem  Ele- 
mente ds»  zusendet,  denn  nach  der  gemachten  Annahme  über  die 
Lage  des  Elementes  dsi  muss  alle  diese  Wärme,  nachdem  sie  das 
Element  dst  passirt  hat,  die  Fläche  Sc  treffen.  Diese  Wärmemenge 
lässt  sich  mit  Hülfe  der  früher  entwickelten  Formeln  sofort  aus- 
drücken. Wir  denken  uns  in  einem  Punkte  des  Elementes  ds^ 
eine  Tangentialebene  an  die  Fläche  Sa  gelegt,  und  ebenso  in  einem 
Punkte  des  Elementes  dst  eine  Tangentialebene  an  s^,  und  be- 
trachten die  gegebenen  Flächenelemente  als  Elemente  dieser  Ebenen. 
Wenn  wir  dann  in  diesen  Tangentialebenen  die  Coordinatensysteme 
^a?  Va  und  a:^,  y^  einführen,  und  die  durch  die  dritte  der  Gleichungen 
(I.)  bestimmte  Grösse  C  bilden,  so  wird  die  gesuchte  Wärmemenge, 
welche  das  Element  dSa  uach  dem  Elemente  ds^^  und  durch  dieses 
hindurch  nach  Se  sendet,  dargestellt  durch  den  Ausdruck: 

Q 

^a^a    —  dSadSh^ 


n 


'  Was  nun  die  Wärmemenge  betrifft,  welche  das  Element  d$^ 
durch  dSb  hindurch  von  der  Fläche  Se  erhält,  so  findet  in  Bezug 
auf  die  Punkte  der  Fläche  Sa  von  welchen  diese  Strahlen  ausgeben, 
im  Allgemeinen  nicht  jenes  einfache  Verhalten  statt,  wie  in  jenem 
speciellen  Falle,  wo  das  Element  dSa  ein  in  die  Fläche  Sc  fallendes 
optisches  Bild  dSc  hat,  und  daher  selbst  ebenfalls  das  optische 
Bild  des  Elementes  dSe  ist  Wählen  wir  in  dem  Zwischenelemente 
dSb  einen  bestimmten  Punkt  j}«»  und  denken  uns  von  allen  Punktoi 
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des  Elementes  dsi^  Strahlen  durch  diesen  Punkt  gehend,  so  er- 
halten wir  ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel,  welches  die 
Fläche  Se  in  einem  gewissen  Flächenelemente  schneidet.  Dieses ' 
Flächenelement  ist  es,  welches  dem  Elemente  dSa  durch  den  ge- 
wählten Punkt  2>6  hindurch  Strahlen  zusendet  Wählen  wir  nun 
aber  in  dem  Zwischenelemente  dst  einen  anderen  Punkt  als 
Ereuzungspunkt  des  Strahlenbüchels ,  so  erhalten  wir  in  der 
Fläche  Se  ein  etwas  anders  liegendes  Element.  Die  Strahlen,  welche 
das  Element  dSa  v«n  der  Fläche  Sc  durch  verschiedene  Punkte  des 
Zwischenelementes  erhält,  stammen  also  nicht  alle  von  einem  und 
demselben  Elemente  der  Fläphe  Sc  her. 

Da  nun  aber  die  Grösse  des  Zwischenelementes  dst  willkür- 
hch  ist,  so  hindert  uns  nichts,  dieses  Element  so  klein  zu  nehmen, 
dass  es  ein  unendlich  Kleines  von  höherer  Ordnung  ist,  als  das 
gegebene  Element  dSa»  Wenn  in  diesem  Falle  der  Kreuzungs- 
punkt des  Strahlenbüschels  innerhalb  des  Elementes  dsb  seine 
Lage  ändert,  so  kann  dadurch  das  Element  der  Fläche  9«.,  welches 
dem  Elemente.  dSa  entspricht,  seine  Lage  nur  so  wenig  ändern, 
dass  die  Unterschiede  im  Vergleiche  mit  den  Dimensionen  des 
Elementes  unendlich  klein  sind,  und  daher  vernachlässigt  werden 
dürfen.  Man  kann  somit  in  diesem  Falle  das  Element  dsc,  welches 
man  erhält,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  jp^  des  Elementes 
dsi  auswählt,  und  zum  Kreuzungspuukte  des  von  dSa  ausgehen- 
den Strahlenbüschels  macht,  als  denjenigen  Theil  der  Fläche  Se 
betrachten,  welcher  durch  ds^  hindurch  mit  dem  Elemente  ds^ 
Strahlen  austauscht 

Die  Grösse  dieses  Elementes  dse  können  wir  dem  Früheren 
nach  leicht  ausdrücken.  Wir  denken  uns,  wie  vorher,  in  dem 
Punkte  JP5  eine  Tangentialebene  an  die  Fläche  St^  und  ebenso  in 
einem  Punkte  des  Elementes  dSa  und  in  einem  Punkte  des  Ele- 
mentes dSe  Tangentialebenen  an  die  Flächen  Sa  nnd  Se  gelegt,  und 
betrachten  die  beiden  letzteren  Flächenelemente  als  Elemente  der 
Tangentialebenen.  Führen  wir  dann  in  den  drei  Tangentialebenen 
Coordinatensysteme  ein,  und  bilden  die  durch  die  erste  und  dritte 
der  Gleichungen  (L)  bestimmten  Grössen  Ä  und  (7,  so  können  wir 
nach  (n.)  schreiben: 

dSe  =  —T-  dSa' 

Die  Wärmemenge,  welche  dieses  Element  dSe  dem  Elemente 
ist  znsendet,  und  welche  wir,  wie  gesagt,  als  diejenige  ansehen 
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können,  die  /las -Element  ds«  durch  dst^  hindurch  von  der  Fläche 
Sc  erhält,  wird  dargestellt  durch: 

Ä 

CcVc^  —  dsc  dstn 

IC 

und  wenn  wir  hierin  für  ds«  den  in  der  vorigen  Gleichung  gege- 
benen Werth  setzen,  so  kommt: 

Cct?c*  —  dSadSb- 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  oben  gefundenen, 
welcher  die  Wärmemenge  darstellt,  die  das  Element  dSa  durch 
dsb  hindurch  der  Fläche  s«  zusendet,  so  sieht  man,  dass  sich  beide 
unter  einander  verhalten  wie  CaVa^  :  ßeVc^.  Nimmt  man  nun  an, 
dass  8a  und  Se  die  Oberflächen  zweier  vollkommen  schwarzer  Kör- 
per von  gleicher  Temperatur  seien,  und  macht  für  solche  Flächen, 
wie  es  sich  schon  bei  der  ohne  ConcentratiOn  stattfindenden  Wärme- 
strahlung als  nothwendig  herausstellte,  die  Annahme,  dass  die 
beiden  Producte  eaVa^  und  CcVe^  gleich  sind,  so  sind  auch  die  durch 
die  beiden  Ausdrücke  dargestellten  Wärmemengen  gleich. 


§.  17.    Gegenseitige  Zustrahlung  ganzer  Flächen. 

Wählt  man  in  der  Zwischenfläche  Sb  statt  des  vorher  be- 
trachteten Elementes  ein  anderes,  auch  als  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  vorausgesetztes  Element,  so  hat  dasjenige  Ele- 
ment der  Fläche  Sc,  welches  durch  dieses  Element  der  Zwischen- 
fläche hindurch  mit  dem  Elemente  dSa  Strahlen  austauscht,  eine 
andere  Lage,  als  im  vorigen  Falle,  aber  wiederum  sind  die  beiden 
ausgetauschten  Wärmemengen  unter  einander  gleich;  und  ebenso 
verhält  es  sich  mit  allen  anderen  Elementen  der  Zwischenfläche. 

Um  die  Wärmemenge  zu  erhalten ,  welche  das  Element  rfs« 
der  Fläche  Se  nicht  nur  durch  ein  einzelnes  Element  der  Zwischen- 
fläche,  sondern  im  Ganzen  zusendet,  und  ebenso  die  Wärmemenge, 
welche  es  im  Ganzen  von  Sc  zurückerhält,  muss  man  die  beiden 
gefundenen  Ausdrücke  in  Bezug  auf  die  Fläche  Sb  integriren ,  und 
das  Integral  auf  den  Theil  dieser  Fläche  ausdehnen,  welcher  von 
den  Strahlen,  die  von  dem  Elemente  dSa  nach  der  Fläche  s«  ^ui^ 
umgekehrt  gehen,  getroff^en  wird.  Dabei  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass,  wenn  für  jedes  Flächenelement  dSb  die  beiden  Diffie- 
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rentialausdrücke  gleich  sind,  dann  auch  die  Integrale  gleich  sein 
müssen. 

Will  man  endlich  die  Wärmemengen  haben,  welche  die  ganze 
Fläche  $a  mit  der  Fläche  Se  austauscht,  so  muss  man  die  beiden 
Ausdrücke  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche  s«  integriren,  wodtlrch 
wiederum  die  Gleichheit,  welche  für  die  einzelnen  Elemente  dSa 
besteht,  nicht  gestört  werden  kann. 

Der  weiter  oben  für  speciellere  Fälle  gefundene  Satz,  dass 
zwei  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Temperatur,  so- 
fern die  Gleichung  eaVj  =  CeV^  für  sie  gilt,  gleich  viel  Wärme 
mit  einander  austauschen,  ergiebt  sich  somit  auch  als  Resultat 
einer  Betrachtung,  welche  ganz  davon  unabhängig  ist,  ob  die  von  Sa 
ausgehenden  Strahlen  in  Sc,  und  umgekehrt  die  von  Se  ausgehen- 
den Strahlen  in  s^  eine  Concentration  erleiden,  oder  nicfit,  indem 
nur  die  Bedingung  gestellt  wurde,  dass  die  von  Sa  und  Sc  ausgehen- 
den Strahlen  in  der  Zwischenfläche  Sb  keine  Concentration  erleiden, 
eine  Bedingung,  welche  sich  immer  erfüllen  lässt,  da  man  die 
Zwiachenfläche  beliebig  wählen  kann. 

Aus  diesem  Resultate  folgt  natürUch  auch  weiter,  dass,  wenn 
ein  gegebener  schwarzer  Körper  nicht  bloss  mit  Einem,  sondern 
mit  beliebig  vielen  anderen  schwarzen  Körpern  von  gleicher  Tem- 
peratur in  Wechselwirkung  steht,  er  von  allen  zusammen  gerade 
so  viel  Wärme  erhält,  als  er  ihnen  zusendet. 


§.  18.    Berücksichtigung  verschiedener  Nebenumstände. 

Alle  vorstehenden  Entvrickelungen  wurden  unter  der  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  die  vorkommenden  Brechungen  und  Be- 
flexionen  ohne  Verlust  geschehen,  und  keine  Absorption  stattfinde. 
Man  kann  sich  aber  leicht  davon  überzeugen,  dass  das  gewonnene 
Resultat  sich  nicht  ändert,  wenn  man  diese  Bedingung  fallen 
lässt.  Betrachtet  man  nämlich  die  verschiedenen  Vorgänge,  durch 
welche  ein  Strahl  auf  dem  Wege  von  einem  Körper  zu  einem 
anderen  geschwächt  werden  kann,  sei  es  dadurch,  dass  an  einer 
Stelle,  wo  der  Strahl  die  Gränzfläche  zweier  Mittel  trifft,  ein  Theil 
unter  Brechung  in  das  angränzende  Mittel  eindringt  und  der 
andere  reflectirt  wird^  so  dass  man  es,  mag  man  den  einen  oder 
den  anderen  Theil  als  die  Fortsetzung  des  ursprünglichen  Strahles 
betrachten ,  in  beiden  Fallen  mit  einem  geschwächten  Strahle  zu 
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thun  hat,  sei  es  dadurch,  dass  der  Strahl  beim  Durchdringen  eines 
Mittels  theilweise  absorbirt  wird,  so  gilt  in  jedem  dieser  Fälle  das 
Gesetz,  dass  zwei- Strahlen,  welche  sich  auf  demselben  Wege  hin- 
wärts und  rückwärts  fortpflanzen,  die  Schwächung  in  gleichem 
Verhältnisse  stattfindet.  Die  Wärmemengen,  welche  zwei  Körper 
sich  gegenseitig  zusenden,  werden  daher  durch  solche  Vorgänge 
stets  beide  in  gleicher  Weise  geschwächt,  so  dass,  wenn  sie  ohne 
die  Schwächung  gleich  gewesen  wären,  sie  auch  nach  der  Schwächung 
gleich  sind. 

Mit  den  vorher  erwähnten  Vorgängen  hängt  auch  ein  anderer 
Umstand  zusammen,  nämlich  der,  dass  ein  Körper  aus  einer  und 
derselben  Richtung  Strahlen  erhalten  kann,  welche  von  verschiede- 
nen Körpern  herstammen.  Unser  Körper,  welcher  Ä  heisse, 
kann  z.  B.  aus  einem  Punkte,  welcher  an  der  Gränzfläche  zweier 
Mittel  hegt,  zwei  der  Richtung  nach  zusammenfallende,  aber  doch 
von  zwei  verschiedenen  Körpern,  B  und  0,  herstammende  Strah- 
len erhalten ,  von  welchen  der  eine  aus  dem  angränzenden  Mittel 
kommt,  und  in  jenem  Punkte  gebrochen  ist,  und  der  s^dere  schon 
vorher  in  demselben  Mittel  war,  und  in  jenem  Punkte  reflectirt 
ist.  In  diesem  Falle  sind  aber  beide  Strahlen  durch  die  Brechung 
und  die  Reflexion  in  der  Weise  geschwächt,  dass,  wenn  sie  vorher 
beide  gleich  stark  waren,  nachher  ihre  Summe  ebenso  stark  ist, 
wie  vorher  jeder  einzelne.  Denkt  man  sich  dann  von  unserem 
Körper  Ä  in  umgekehrter  Richtung  einen  ebenso  starken  Strahl 
ausgehend,  so  wird  dieser  in  demselben  Punkte  in  zwei  Theile  ge- 
theüt,  von  denen  der  eine  in  das  angränzende  Mittel  eindringt, 
imd  dann  weiter  nach  dem  Körper  B  geht,  und  der  andere  reflec- 
tirt wird,  imd  nach  dem  Körper  C  geht.  Die  beiden  Theile,  welche 
in  dieser  Weise  von  Ä  nach  B  und  C  gelangen,  sind  ebenso  gross, 
wie  die  Strahlentheile,  welche  Ä  von  B  und  C  erhält.  Der  Körper 
A  steht  also  mit  jedem  der  beiden  Körper  B  und  C  in  jener 
Wechselbeziehung,  dass  er,  unter  Voraussetzung  gleicher  Tempe- 
raturen, gleich  viel  Wärme  mit  ihm  austauscht.  Dasselbe  muss 
wegen  der  Gleichheit  der  Wirkungen,  welche  zwei  auf  irgend  einem 
Wege  hin-  und  zuiückgehende  Strahlen  erleiden,  in  allen  anderen 
noch  so  complicirten  Fällen  stattfinden. 

Wenn  man  femer  statt  der  vollkommen  schwarzen  Körper 
auch  solche  betrachtet,  welche  die  auf  sie  fallenden  Strahlen  nur 
theilweise  absorbiren,  oder  wenn  man  statt  der  homogenen  Wärme 
solche  Wärme  betrachtet,  welche  Wellensysteme  von  verschiedenen 
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Wellenlängen  gemischt  enthält,  oder  endüch,  wenn  man,  anstatt 
alle  Strahlen  als  ünpolarisirte  anzusehen,  auch  die  Polarisations- 
erscheinungen berücksichtigt,  so  kommen  in  allen  diesen  Fällen 
immer  nur  solche  Umstände  zur  Sprache,  welche  in  gleicher  Weise 
für  die  vom  Körper  ausgesandte  Wärme  gelten,  wie  für  die,  welche 
er  von  anderen  Körpern  empfängt. 

Es  ist  nicht  nöthig ,  auf  alle  diese  Umstände  hier  näher  ein- 
zugehen, denn  diese  Umstände  finden  auch  bei  der  gewöhnhchen, 
ohne  Concentration  vor  sich  gehenden  Strahlung  statt,  und  der 
Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  bestand  nur  darin ,  die  Wir- 
kungen zu  betrachten,  welche  durch  die  Concentration  der  Strahlen 
mögUcher  Weise  entstehen  können. 


§.  19.    Zusammenstellung  der  Resultate. 

« 

Die  Hauptresultatfe   der  angestellten  Betrachtungen  können 
kurz  folgendermaassen  ausgesprochen  werden. 

1)  Um  die  Wirkungen  der  gewöhnlichen,  ohne  Concentration 
stattfindenden  Wärmestrahlung  mit  dem  Grundsatze,  dass  die  Wärme 
nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
übergehen  kann,  in  Einklang  zu  bringen,  ist  es  nothwendig  anzu- 
nehmen, dass  die  Stärke  der  Emission  eines  Körpers  nicht  nur  von 
seiner  eigenen  Beschaffenheit  und  seiner  Temperatur,  sondern  auch 
von  der  Natur  des  umgebenden  Mittels  abhängt,  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  die  Emissionsstärken  in  verschiedenen  Mitteln  im  um-        \  \  { 
gekehrten    Verhältnisse   stehen    mit    den    Quadraten    der   Fort-         |  l  \ 
Pflanzungsgeschwindigkeiten  der  Strahlen  in  den  Mitteln,  oder  im        1  •   > 
directen  Verhältnisse  mit  den  Quadraten  derBrechungscoefficienten     •  ^ 
der  Mittel. 

2)  Wenn  diese  Annahme  über  den  Einfluss  des  umgebenden 
Mittels  auf  die  Emission  richtig  ist,  so  ist  jener  Grundsatz  nicht 
nur  bei  der  ohne  Concentration  stattfindenden  Wärmestrahlung 
erfüllt,  sondern  er  muss  auch  gültig  bleiben,  wenn  die  Strahlen 
durch  Brechungen  oder  Reflexionen  in  beliebiger  Weise  concen- 
trirt  werden,  denn  die  Concentration  kann  zwar  die  absolute  Grösse 
der  Wärmemengen,  welche  zwei  Körper  einander  durch  Strahlung 
mittheilen,  nicht  aber  das  Verhältniss  dieser  Wärmemengen  ändern. 
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ABSCHNITT  XIIL 


Discusslonen  über  die  vorstehend  entwickelte  Form  der 
meohanisohen  Wärmetheorie  und  ihre 


§.  1.    Verschiedene  Ansichten  über  die  Beziehung 
zwischen  Wärme  und  mechanischer  Arbeit- 

Meine  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie,  so- 
weit sie  in  diesem  Bande  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  wieder- 
gegeben sind,  haben  vielfachen  Widerspruch  gefunden,  und  es 
wird  vielleicht  zweckmässig  sein ,  aus  den  darüber  geführten  Dis- 
cussionen  hier  Einiges  mitzutheilen ,  da  in  ihnen  manche  Punkte 
zur  Sprache  gekommen  sind,  über  welche  auch  jetzt  noch  bei  den 
Lesern  Zweifel  entstehen  können,  deren  Hebung  durch  die  Kennt- 
niss  dessen,  was  darüber  schon  geschrieben  ist,  erleichtert  werden 
kann. 

Wie  schon  in  Abschnitt  III.  erwähnt  wurde,  ist  der  erste  be- 
deutsame Versuch,  die  Arbeitsleistung  der  Wärme  auf  ein  allge- 
meines Princip  zurückzufuhren,  von  S.  Carnot  gemacht,  welcher, 
von  der  Voraussetzung  ausgehend,  dass  die  Quantität  der  vor- 
handenen Wärme  unveränderlich  sei,  annahm,  das  Herabsinken 
von  Wärme  von  einer  höheren  zu  einer  tieferen  Temperatur  bringe 
in  ähnlicher  Weise  mechanische  Arbeit  hervor,  wie  das  Herab- 
sinken von  Wasser  von  einer  höher  gelegenen  zu  einer  tiefer  ge- 
legenen Stelle. 
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Neben  dieser  Auffassung  machte  sich.  aUmäUg  die  Ansicht 
geltend,  dass  die  Wärme  eine  Bewegung  sei  und  dass  zur  Hervor- 
bringung von  Arbeit  Wärme  verbraucht  werde.  Diese  Ansicht 
war  seit  dem  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  schon  hin  und  wieder 
von  einzehien  Autoren,  wie  Rumford,  Davy  tmd  Seguin,  ge- 
äussert i);  aber  erst  in  den  vierziger  Jahren  dieses  Jahrhunderts 
wurde  das  dieser  Ansicht  entsprechende  Gesetz  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und*  Arbeit  von  Mayer  und  Joule  bestimmt  ausge- 
sprochen und  von  Letzterem  durch  mannigfaltige  und  ausgezeich- 
nete experimentelle  Untersuchungen  als  richtig  nachgewiesen.  Bald 
darauf  wurde  auch  das  verallgemeinerte  Princip  von  der  Erhaltung 
der  Energie  von  Mayer»)  und  in  besonders  klarer  und  umfassen- 
der Weise  von  Helmholtz')  aufgestellt  und  auf  verschiedene 
Naturkräfte  angewandt. 

Hiermitwar  für  die  Wärmelehre  der  Anknüpfungspunkt  neuer 
Untersuchungen  gegeben;  aber  die  Durchführung  derselben  bot 
natürlich  bei  einer  schon  so  weit  ausgebildeten  Theorie,  welche 
mit  allen  Zweigen  der  Naturwissenschaft  verwachsen  war  und  das 
ganze  physikalische  Denken  beeinflusste,  grosse  Schwierigkeiten 
dar.  Auch  war  die  Anerkennung,  welche  die  Carnot'sche  Be- 
handlung der  mechanischen  Wirkungen  der  Wärme,  besonders 
nachdem  sie  von  Glapeyron  in  eine  elegante  analytische  Form 
gebracht  war,  sich  erworben  hatte,  für  die  Annahme  der  neuen 
Ansicht  ungünstig.  Man  glaubte  sich  nämlich  in  die  Alternative 
versetzt,  entweder  die  Carnot'sche  Theorie  beizubehalten,  und 
die  neuere  Ansicht,  nach  welcher  zur  Erzeugung  von  Arbeit  Wärme 
verbraucht  werden  muss,  zu  verwerfen,  oder  umgekehrt  sich  zu 
der  neueren  Ansicht  zu  bekennen  und  die  Carnot'sche  Theorie 
verwerfen. 


.§.  2.    Abhandlungen  von  Thomson  und  mir. 

Sehr  bestimmt  spricht  sich  über  den   damaligen  Stand  der 
Sache   der  berühmte  englische  Physiker  W.   Thomson   aus  in 


^)  In  einem  1837  publicirten  Aufsatze  von  Mohr  wird  die  Wärme  an 
einigen  Stellen  eine  Bewegung,  an  anderen  eine  Kraft  genannt. 

^  Die  organische  Bewegung  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem  Stofif- 
wechsel;  Heilbronn  1846. 

')  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft;  Berlin  1847. 

23* 
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einer  interessanten  Abhandlung,  welche  er  im  Jahre  1849,  als  die 
meisten  der  oben  erwähnten  Untersuchungen  von  Joule  schon  er- 
schienen und  ihm  bekannii  waren,  unter  dem  Titel  „^n  Account  of 
Carnofs  Theory  of  the  Motive  Power  of  Heat]  wüh  Numerical 
Residts  deduced  from  Begnault's  Experiments  on  Steam^*"  publi- 
cirte^).  In  dieser  Abhandlung  stellt  er  sich  noch  ganz  auf  den  Stand- 
punkt von  Carnot,  dass  die  Wärme  Arbeit  leisten  könne,  ohne 
dass  die  Quantität  der  vorhandenen  Wärme  sich  ändere.  Er  fuhrt 
zwar  eine  Schwierigkeit  an,  welche  dieser  Ansicht  entgegensteht, 
und  sagt  dann  (S.  545) :  „Es  möchte  scheinen,  dass  die  Schwierigkeit 
ganz  Vermieden  werden  wüpde,  wenn  man  Carnot'sFundamental- 
Axiom  verliesse,  eine  Ansicht,  welche  von  Herrn  Joule  stark  urgirt 
wird,"  Er  fugt  jedoch  hinzu:  „Wenn  wir  dieses  aber  thun,  so 
stossen  wir  auf  unzählige  andere  Schwierigkeiten,  welche,  ohne 
fernere  experimentelle  Untersuchung  und  einen  vollständigen  Neu- 
bau der  Wärmetheorie  von  Grund  auf,  unüberwindlich  sind.  Es 
ist  in  der  That  das  Experiment,  auf  welches  wir  ausschauen  müssen, 
entweder  für  eine  Bestätigung  desCarnot'schen  Axioms  und  eine 
Erklärung  der  Schwierigkeit,  die  wir  betrachtet  haben,  oder  für 
eine  ganz  neue  Grundlage  der  Wärmetheorie." 

Zur  Zeit  des  Erscheinens  dieser  Abhandlung  schrieb  ich  meine 
erste  Abhandlung  über  die  mechanische  Wärmetheorie,  welche  im 
Februar  1850  in  der  Berliner  Akademje  vorgetragen  und  im  März- 
und  Aprilheft  von  Poggendorffs  Annalen  gedruckt  wurde.  In 
dieser  Abhandlung  habe  ich  versucht,  jenen  Neubau  zu  beginnen, 
ohne  fernere  Experimente  abzuwarten,  und  ich  glaube  darin  die 
von  Thomson  erwähnten  Schwierigkeiten  soweit  überwunden  zu 
haben,  dass  für  alle  weiteren  Untersuchungen  dieser  Art  der  Weg 
geebnet  war. 

Ich  zeigte  darin,  in  welcher  Weise  die  FundamentalbegriiFe 
und  die  ganze  mathematische  Behandlung  der  Wärme  abgeändert 
werden  mussten,  wenn  man  den  Satz  von  der  Aequivalenz  voa 
Wärme  und  Arbeit  annahm,  und  wies  ferner  nach,  dass  man  auch 
die  Carnot' sehe  Theorie  nicht  ganz  zu  verwerfen  brauchte ,  son- 
dern einen  von  dem  Carnot'schen  nur  wenig  abweichenden,  aber 
auf  andere  Art  begründeten  Satz  annehmen  konnte,  welcher  sich 
mit  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  ver- 
einigen Hess,  um  mit  ihm  zusammen  die  Grundlage  der  neuen 


1)  Transaet.  of  the  Royal  Soc.  of  Edinh,     Vol,  XV L,  p.  5 iL 
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Theorie  zu  bilden.  Diese  Theorie  entwickelte  ich  dann  speciell 
für  vollkommene  Gase  und  gesättigte  Dämpfe  und  erhielt  dadurch 
eine  Reihe  von  Gleichungen ,  welche  in  derselben  Form  jetzt  all- 
gemein angewandt  werden  und  oben  im  zweiten  und  sechsten  Ab- 
schnitte mitgetheilt  sind. 


§.  3.     Abhandlung  von  Rankine   und  spätere  Abhandlung 

von  Thomson. 

In  demselben  Monate  (Februar  1850),  in  welchem  meine  Ab- 
handlung in  der  Berliner  Akademie  vorgetragen  wurde,  wurde  auch 
in  der  Edinburger  Royal  Society  eine  sehr  werthvoUe  Abhandlung 
von  Rankine  vorgetragen,  welche  dann  in  den  Transaäions  dieser 
Gesellschaft  veröflFentlicht  isti). 

Rankine  stellt.darin  die  Hypothese  auf,  dass  die  Wärme  in 
einer  wirbelnden  Bewegung  der  Molecüle  bestehe,  und  leitet  dar- 
aus in  sehr  geschickter  Weise  eine  Reihe  von  Sätzen  über  das  Ver- 
halten der  Wärme  ab,  welche  mit  den  von  mir  aus  dem  ersten 
Haxiptsatze  abgeleiteten  übereinstimmen. 

Der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  ist  in 
dieser  Abhandlung  von  Rankine  noch  nicht  behandelt,  sondern 
erst  in  einer  anderen  Abhandlung,  welche  ein  Jahr  später  (April 
1851)  in  der  Edinburger  Royal  Society  vorgetragen  wurde  2).  Er 
sagt  darin  selbst  3),  er  habe  zuerst  gegen  die  Richtigkeit  der  Schluss- 
weise, durchweiche  ich  diesen  Satz  aufrecht  erhalten  habe,  Zweifel 
gehegt,  sei  dann  aber  durch  W.  Thomson,  dem  er  seine  Zweifel 
mitgetheilt  habe,  veranlasst,  den  Gegenstand  näher  zu  untersuchen. 
Dabei  habe  er  gefunden,  dass  dieser  Satz  nicht  als  ein  uifabhän- 
giges  Princip  in  der  Wärmetheorie  zu  behandeln  sei,  sondern. dass 
er  als  eine  Folge  aus  denjenigen  Gleichungen  abgeleitet  werden 
könne ,  welche  in  der  ersten  Section  seiner  früheren  Abhandlung 
gegeben  seien.  Er  theilt  dann  den  neuen  Beweis  des  Satzes  mit, 
welcher  aber,  wie  weiter  unten  noch  gezeigt  werden  soll,  für  ge- 
wisse und  gerade  sehr  wichtige  Fälle  mit  seinen  eigenen  an  anderen 
Stellen  ausgesprochenen  Ansichten  im  Widerspruche  steht. 


1)  Bd.  XX,  S.  147.    Sie  ist  1854  mit  einigen  Abänderungen  noch  einmal 
abgednickt  im  Phü.  Mag.  Ser,  IV,  Vol  VII,  p.  1,  111  w.  TT 2. 

«)  Edinb.  Transi.  XX,  p,  205;  Phil  Mag.  S.  IV,  Vol  VII,  p.  249. 
8)  Phil  Mag.  Vol  VII,  jp.  250. 
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Rankine  hat  die  Abhandlung  von  1851  seiher  früheren  Ab- 
handlung wegen  der  Verwandtschaft  des  Inhaltes  als  fünfte  Section 
hinzugefügt.  Dadurch  ist  bei  einigen  Autoren  der  Irrthum  ent- 
standen, als  ob  diese  neue  Abhandlung  schon  einTheil  jener  frühe- 
ren Abhandlung  gewesen  wäre  und  demnach  Rankine  gleichzeitig 
mit  mir  einen  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wäxmetheorie  gegeben  hätte.  Aus  dem  Vorstehenden  ist  aber  er- 
sichtlich, dasB  sein  Beweis  (abgesehen  davon,  in  wie  weit  er  ge- 
nügend ist),  erst  ein  Jahr  nach  dem  meinigen  gegeben  ist. 

Ebenfalls  im  Jahre  1851  (im  März)  wurde  auch  von  W.Thom- 
son eine  zweite  Abhandlung  über  die  Wärmetheorie  der  Edinburger 
Royal  Society  vorgelegt  i).  In  dieser  Abhandlung  verlässt  er  seinen 
friüieren  Standpunkt  in  Bezug  auf  die  Carnot^sche  Theorie,  und 
schliesst  sich  meiner  Auffassung  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
mechanischen  Wärmetheorie  an.  Er  hat  dabei  die  Betrachtungen 
erweitert.  Während  ich  mich  bei  der  mathematischen  Behand- 
lung des  Gegenstandes  auf  die  Betrachtung  der  Gase,  der  Dämpfe 
und  des  Verdampfungsprocesses  beschränkte,  und  nur  hinzufügte, 
man  werde  leicht  sehen,  wie  sich  entsprechende  Anwendungen  auch 
auf  andere  Fälle  machen  lassen,  hat  Thomson  eine  Reihe  allge- 
meinerer, vom  Aggregatzustande  der  Körper  unabhängiger  Glei- 
chungen entwickelt,  und  ist  erst  dann  zu  spedelleren  Anwendungen 
übergegangen. 

In  einem  Punkte  aber  bleibt  auch  diese  spätere  Abhandlung 
hinter  der  meinigen  zurück.  Thomson  halt  nämlich  auch  hier 
noch  für  gesättigten  Dampf  am  Mariotte^schen  und  Gay  -Lassac^- 
schen  Gesetze  fest,  indem  er  eine  auf  permanente  Gase  bezügliche 
Hypothese,  welche  ich  bei  meinen  Entwickelungen  zu  HüKe  ge- 
nommen hatte'),  beanstandet  Er  sagt  darüber'):  „Ich  kann  nicht 
einsehen,  dass  irgend  eine  Hypothese  der  Art,  wie  die  von  Clau- 
8 ins  bei  seinen  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  zu  Grunde 
gelegte,  welche,  wie  er  zeigt,  zu  Bestimmungen  der  Dichtigkeiten 
des  gesättigten  Dampfes  bei  verschiedenen  Temperaturen  fuhrt, 
die  enorme  Abweichungen  von  den  Gas-Gesetzen  der  Veränderung 


1)  Edinb.  Trans.  Vol.  XX,  p.  261;  wieder  abgedruckt  im  Phil.  Mag. 
Äer.  IV,  Vol.  IV,  p.  8,  105  und  168.  Deutsch  in  Krönig'a  Joum.  für 
Physik  des  Auslandes  Bd.  III,  S.  238. 

^)  Nämlich  die  in  Abschnitt  II,  §.  2  besprochene  Nebenannahme. 

8)  Edinb.  Trans.  Vol.  XX,  p.  277;  Phil.  Mag.  Vol.  IV,  p.  111;  und 
Krönig's  Journal  Bd.  III,  S.  260. 
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mit  Temperatur  und  Druck  ergeben,  wahrscheinlicher  ist,  oder 
wahrscheinlich  der  Richtigkeit  näher  kommt,  als  dass  die  Dichtig^ 
keit  des  gesättigten  Dampfes  diesen  Gesetzen  folgt,  wie  es  gewöhn- 
lich von  ihr  angenommen  wird.  Im  gegenwärtigen  Zustande  der 
Wissenschaft  würde  es  vielleicht  unrichtig  sein,  zu  sagen,  dass  eine 
Hypothese  wahrscheinlicher  sei,  als  die  andere." 

Erst  mehrere  Jahre  später,  nachdem  ersieh  durch  gemeinsam 
mit  Joule  angestellte  Versuche  davon  überzeugt  hatte,  dass  die 
von  mir  angenommene  Hypothese  in  den  von  mir  selbst  schon  be- 
zeichneten Grenzen  richtig  ist,  hat  auch  er  zur  Bestimmung  der 
Dichtigkeiten  des  gesättigten  Dampfes  dasselbe  Verfahren,  wie 
ich,  angewandt  1). 

Rankine  und  Thomson  haben  die  im  Vorigen  angegebene 
Stellung,  welche  unsere  ersten  Arbeiten  über  die  mechanische 
Wärmetheorie  zu  einander  einnahmen,  so  viel  ich  weiss,  immer 
auf  das  Bereitwilhgste  anerkannt.  Thomson  sagt  in  seiner  Ab- 
handlung s):  „Die  ganze  Theorie  der  bewegenden  Kraft  der  Wärme 
gründet  sich  auf  die  beiden  folgenden  Sätze,  welche  beziehentlich 
von  Joule  und  von  Carnot  und  Clausius  herstammen**.  Dem- 
gemäss  fuhrt  er  darauf  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie  unter  der  Bezeichnung  „Prop.  II,  (Carnot  and 
Clausius)*^  an.  Nachdem  er  sodann  einen  von  ihm  selbst  gefun- 
denen Beweis  dieses  Satzes  mitgetheilt  hat,  fährt  er  fort'):  „Es 
ist  nicht  mit  dem  Wunsche  eine  Priorität  zu  reclamiren,  dass  ich 
diese  Auseinandersetzungen  mache,  da  das  Verdienst,  den  Satz 
zuerst  auf  richtige  Principien  gegründet  zu  haben,  vollständig  Clau- 
sius gebührt,  welcher  seinen  Beweis  desselben  im  Monat  Mai  des 
vorigen  Jahres  im  zweiten  Theile  seines  Aufsatzes  über  die  be- 
wegende  Kraft  der  Wärme  publicirte.** 


§.  4.    Einwendungen  von  Holtzmann. 

Von   anderen  Seiten   dagegen  fand  meine  Abhandlung,  an 
welche  sich  in  demselben  imd  den  darauf  folgenden  Jahren  noch 


1)  Fhil  Trans,  1854,  p.  321.  \ 

«)  Edinb.  Trans.  Vol.  XX,  p.  264-,  Phü.  Mag.  Vol.  IV,  p.  11  \  Krö 
nig'B  Journal  LEI,  S.  238. 

<)  An  den  obigen  Orten  S.  266,  14  und  242. 
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eine  Reihe  anderer,  zur  Vervollständigung  der  Theorie  dienender 
Abhandlungen  anschlössen,  wie  schon  gesagt,  vielfachen  und  zum 
Theil  heftigen  Widerspruch. 

Die  ersten  Einwendungen  rührten  von  Holtzmann  her. 
Dieser  hatte  im  Jahre  1845  eine  kleine  Schrift*)  publicirt,  in 
welcher  es  anfangs  scheint,  als  wolle  er  den  (jegenstand  von  dem 
Gesichtspunkte  aus  betrachten,  dass  zur  Erzeugung  von  Arbeit 
nicht  bloss  eine  Aenderung  in  der  Vertheilung  der  Wärme,  sondern 
auch  ein  wirklicher  Verbrauch  von  Wärme  nöthig  sei,  und  dass 
umgekehrt  durch  Verbrauch  von  Arbeit  wiederum  Wärme  erzeugt 
werden  könne.  Er  sagt  (S.  7):  „die  Wirkung  der  zu  dem  Gase 
getretenen  Wärme  ist  somit  entweder  Temperaturerhöhung,  ver- 
bunden mit  Vermehrung  der  Elasticität,  oder  eine  mechanische 
Arbeit,  oder  eine  Verbindung  von  beiden,  und  eine  mechanische 
Arbeit  ist  das  Aequivalent  der  Temperaturerhöhung.  Die  Wärme 
kann  man  nur  durch  ihre  Wirkungen  messen ;  von  den  beiden  ge- 
nannten Wirkungen  passt  hierzu  besonders  die  mechanische  Arbeit, 
und  diese  soll  in  dem  Folgenden  hierzu  gewählt  werden.  Ich 
nenne  Wärmeeinheit  die  Wärme,  welche  bei  ihrem  J^utritte  zu  Gas 
die  mechanische  ^beit  a  zu  leisten  vermag,  d.  h.  um  bestimmte 
Maasse zu  gebrauchen,  die  a  Kilogramme  auf  1  Meter  örheben  kann". 
Später  (S.  12)  bestimmt  er  auch  den  Zahlenwerth  der  Constanten 
a  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  schon  früher  von  Mayer  geschehen 
ist  und  oben  in  Abschnitt  IL  §.  5  auseinandergesetzt  wurde,  und 
erhält  eine  Zahl,  die  ganz  dem  von  Joule  auf  verschiedene  andere 
Weisen  bestimmten  mechanischen  Aequivalente  der  Wärme  ent- 
spricht. Bei  der  weitem  Ausfuhrung  der  Theorie  aber,  nämlich 
bei  der  Entwickelung  der  Gleichungen,  durch  welche  die  von  ihm 
gezogenen  Schlüsse  vermittelt  werden,  verfahrt  er  ebenso  wie 
Clapeyron,  so  dass  darin  doch  wieder  stillschweigend  die  An- 
nahme liegt,  dass  die  Quantität  der  vorhandenen  Wärme  unver- 
änderlich sei,  und  dass  diejenige  Wärmemenge,  welche  ein  Körper 
aufgenommen  hat,  während  er  aus  einem  gegebenen  Anfangs- 
zustande in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  übergegangen  ist,  sich 
als  Function  der  Veränderlichen,  welche  den  Zustand  des  Körpers 
bestinmien,  darstellen  lasse. 

Nachdem  ich  nun  in  meiner  ersten  Abhandlung  auf  die  in 


^)  Üeber  die  Wärme    und   Elasticität    der  Oase    und  Dämpfe;   von 
C.  Holtzmann.    Mannheim  1845;  auch  Po  gg.  Ann.  Bd.  72  ä. 
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jenem  Verfahren  liegende  Inconsequenz  aufmerksam  gemacht  und 
den  Gegenstand  in  anderer  Weise  behandelt  hatte,  schrieb  Holtz- 
mann  einen  Artikel  i),  in  welchem  er  die  Unzulässigkeit  meiner 
Behandlungsweise  und  speciell  der  Annahme,  dass  bei  der  Hervor- 
bringxmg  von  mechanischer  Arbeit  Wärme  verbraucht  werde,  nach- 
zuweisen suchte. 

Der  erste  von  ihm  erhobene  bestimmte  Einwand  war  mathe- 
matischer Natur.  Er  machte  nämlich  eine  ähnliche  Entwickelung, 
wie  ich  sie  in  meiner  Abhandlung  gemacht  hatte ,  um  bei  einem 
aus  unendlich  kleinen  Veränderungen  eines  Körpers  bestehenden 
einfachen  Kreisprocesse  den  Ueberschuss  der  von  dem  Körper  auf- 
genommenen  über  die  von  ihm  abgegebene  Wärme  zu  ^bestimmen 
und  mit  der  geleisteten  Arbeit  zu  vergleichen.  Da  nun  aber  bei 
einem  solchen  Kreisprocesse  sowohl  die  geleistete  Arbeit,  als  auch 
jener  Wärmeüberschuss  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung 
sind,  so  muss  in  der  ganzen  Entwickelung  darauf  geachtet  werden, 
dass  alle  vorkommenden  Grössen  zweiter  Ordnung,  soweit  sie  sich 
nicht  gegenseitig  aufheben,  Berücksichtigung  finden.  Dieses  hatte 
Holtzmann  verabsäumt  und  dadurch  war  er  zu  einer  Schluss- 
gleichung gelangt,  welche  in  sich  selbst  einen  Widerspruch  ent- 
hielt, und  in  welcher  er  daher  einen  Beweis  für  die  Unzulässigkeit 
dieser  ganzen  Behandlungsweise  der  Sache  gefunden  zu  haben 
glaubte.  Diesen  Einwand  konnte  ich  in  meiner  Erwiderung  2)  natür- 
lich leicht  widerlegen. 

Als  einen  ferneren  gegen  meine  Theorie  sprechenden  Umstand 
führte  er  an,  dass  nach  meinen  Formeln  die  specifische  Wärme 
eines  vollkommenen  Gases  von  dem  Drucke,  unter  dem  es  steht, 
'unabhängig  sein  müsste,  während  doch  nach  den  Versuchen  von 
Suermann  sowohl  wie  nach  denen  von  DelaRoche  undBerard 
die  specifische  Wäiane  der  Gase  mit  abnehmendem  Drucke  zu- 
nähme. 

Ueber  diesen  Widerspruch  zwischen  meinet  Theorie  und  den 
damals  bekannten  und  für  richtig  gehaltenen  Versuchen  schrieb 
ich  in  meiner  Erwidenmg :  „In  dieser  Beziehung  muss  ich  zunächst 
daran  erinnern,  dass,  wenn  jene  Beobachtungen  wirklich  streng 
richtig  wären,  sie  noch  nicht  gegen  den  Grundsatz  über  die  Aequi- 
valenz  von  Wärme  und  Arbeit  sprechen  würden,  sondern  nur  gegen 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  82,  S.  445. 
s)  EbendaB.  Bd.  83,  S.  118. 
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die  von  mir  gemachte  Nebenannahme,  dass  ein  permanentes  Gas, 
wenn  es  sich  bei  constanter  Temperatur  ausdehnt,  nur  so  viel 
Wärme  verschluckt,  als  zu  der  äussereti  Arbeit,  die  es  dabei  leistet, 
verbraucht  wird.  Femer  ist  es  aber  hinlänglich  bekannt,  wie  un- 
zuverlässig die  Bestimmungen  der  specifischen  Wärme  der  Gase 
überhaupt  noch  sind,  und  um  so  mehr  die  wenigen  Beobachtungen, 
welche  bis  jetzt  bei  verschiedenem  Drucke  angestellt  wurden.  Ich 
konnte  mich  daher  nicht  veranlasst  sehen,  wegen  dieser  Beobach- 
tungen ,  obwohl  sie  mir  schon  bei  der  Abfassung  meiner  früheren 
Arbeit  wohlbekannt  waren,  jene  Nebenannahme  aufzugeben,  indem 
die  anderen  Gründe,  welche  dafür  sprechen,  dass  sie  in  den  von 
mir  dort  angegebenen  Grenzen  richtig  sei,  durch  diesen  dagegen 
sprechenden  Grund  durchaus  nicht  aufgewogen  werden". 

Dies9  Bemerkung  fand  ihre  volle  Bestätigung  durch  die  einige 
Jahre  später  veröffentlichten  Versuche  von  Regnault  über  die 
specifische  Wärme  der  Gase,  welche  in  der  That  zu  den^  Resultate 
führten,  dass  jene  früheren  Beobachtungen  ungenau  gewesen  waren, 
und  die  specifische  Wärme  der  permanenten  Gase  vom  Drucke 
nicht  merklich  abhängt. 


§.  5.    Einwendungen  von  Decher. 

Ein  anderer,  sehr  energischer  Angriff  gegen  meine  Theorie 
wurde  im  Jahre  1858  von  Professor  G.  Decher  gemacht  in  einer 

■ 

in  Dingler's  Polytechnischem  Journal  *)  erschienenen  Abhandlung 
„über  das  Wesen  der  Wärme". 

Herr  Decher  bezeichnet  darin  die  mathematischen  Entwicke- 
lungen,  welche  in  der  ersten  Hälfte  meiner  Abhandlung  von  1850 
und  in  einer  Abhandlung  von  1854  vorkommen,  als  Misshandlung 
der  Analysis,  Pfuscherei  und  Unsinn,  versieht  die  Gleichungen  und 
Sätze,  welche  er  daraus  citirt,  mit  einfachen  oder  doppelten  Aus- 
rufungszeichen, und  sagt  zum  Schlüsse,  nachdem  er  die  Unhaltbar- 
keit  der  von  mir  gewonnenen  Resultate,  seiner  Ansicht  nach,  hin- 
länglich bewiesen  hat 3):  „Dies  nun  sind  die  Ergebnisse,  durch 
welche  der  Fundamentalsatz  der  neueren  Wärmetheorie  begründet 
und  seine  üebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  nachgewiesen  wer- 


1)  Bd.  148,  S.  1,  81,  161  und  241. 

2)  A.  a.  0.  S.  256. 
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den  soll;  sie  zeigen,  im  klaren  Lichte  betrachtet,  dass  die  viel 
gerühmte  Arbeit  des  Herrn  Glausius,  auf  welcher  dieser  selbst 
und  andere  Physiker  wie  auf  einem  sicher  begründeten  Funda- 
mente weiter  gebaut  haben ,  nicht  mehr  ist,  als  eine  taube  Nuss, 
welche  äusserlich  viel  verspricht,  aber  keinen  reellen  Inhalt  hat". 

Von  der  zweiten  Hälfte  meiner  Abhandlung  von  1850,  welche 
sich  auf'  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
bezieht,  sagt  Herr  Decher  (S.  163),  dass  er  sich,  nachdem  er  die 
erste  Hälfte  kennen  gelernt  habe,  zur  weiteren  Beachtung  der 
zweiten  nicht  veranlasst  gesehen  habe. 

Bei  näherer  Betrachtung  der  von  Herrn  Decher  gegen  meine 
mathematischen  Entwickelungen  erhobenen  Einwände  erkennt  man 
bald,  dass  sie  dadurch  veranlasst  sind,  dass  Herr  Decher  die  Bedeu- 
tung der  von  mir  aufgestellten  Differentialgleichungen,  welche  nicht 
allgemein  integrabel  sind,  sondern  sich  erst  dann  integriren  lassen, 
wenn  noch  eine  weitere  Relation  zwischen  den  Veränderlichen  an- 
genommen wird,  nicht  richtig  verstanden  hat  Er  hat  die  Grösse, 
auf  welche  diese  Differentialgleichungen  sich  beziehen,  nämlich 
die  von  einem  Körper  beim  Uebergange  aus  einem  gegebenen  An- 
fangszustande in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  aufgenommene 
Wärmemenge,  trotz  allem,  was  ich  darüber  gesagt  hatte,  noch  immer 
als  eine  Function  der  Veränderlichen,  welche  den  Zustand  des 
Körpers  bestimmen,  angesehen.  Er  spricht  sich  darüber  nach  An- 
fuhrung der  von  mir  für  Gase  aufgestellten  Gleichung: 

^^  ,  dt  \dv)       dv\dtj~       V  "^ 

worin  Ä  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeitseinheit,  also  den 
reciproken  Werth  von  E  bedeutet,  auf  S.  243  folgendermaassen 

aus:  „In  der  Gleichung  (1)  sind  die  Formen  (-p)  und  (-^jganz 

bestimmt  die  Ableitij^ngen  einer  bestimmten  Function  Q  von  v  und 
^  je  nach  v  und  t  als  einzige  Veränderliche  genommen ,  und  wie 
auch  diese  Function  beschaffen  sein  mag,  und  welche  Abhängig- 
keit zwischen  v  und  t  gedacht  werden  mag,  die  rechte  Seite  jener 
Gleichung  muss  immer  Null  sein".  '    * 

Da  ich  aus  dieser  selbst  bei  einem  Mathematiker  von  Fach  wahr- 
genommenen unrichtigen  Auffassung  die  Ueberzeugung  gewann, 
dass  die  Bedeutung  und  Behandlung  jener  Art  von  Differential- 
gleichungen, oBwohl  sie  schon  längst  durch  Monge  festgestellt 
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war,  doch  nicht  so  allgemein  bekannt  geworden  war,  wie  ich  vor- 
ausgesetzt hatte,  so  behandelte  ich  in  meiner  Antwort  i),  nachdem 
ich  einige  andere  von  De  eher  angeregte  Punkte  kurz  besprochen 
hatte,  diesen  Gegenstand  etwas  vollständiger  und  gab  eine  mathe- 
matische Auseinandersetzung  desselben,  welche  mir  geeignet  schien, 
ähnlichen  Missverständnissen  für  die  Zukunft  vorzubeugen.  Diese 
Auseinandersetzung  habe  ich  später  der  Sammlung  meiner  Abhand- 
lungen als  mathematische  Einleitung  voraufgeschickt  und  auch  in 
die  mathematische  Einleitungjder  vorliegenden  zweiten  Auflage  habe 
ich  das  Wesentlichste  davon  wieder  mit  aufgenommen. 


§.  6.    Grundsatz,  auf  welchem  mein  Beweis  des  zweiten 

Hauptsatzes  beruht. 

Die  späteren  Einwendungen  gegen  meine  Theorie  und  die  Ab- 
weichungen späterer  Entwickelungen  von  den  meinigen  beziehen 
sich  hauptsächlich  auf  die  Art,  wie  ich  den  zweiten  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  bewiesen  habe. 

Ich  habe  nämlich,  wie  in  Abschnitt  HL  mitgetheilt  ist,  zum 
Beweise  dieses  Satzes  den  Grundsatz  aufgestellt: 

Die  Wärme  kann  nicht  von  selbst  (oder  ohne  Compensation) 
aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen. 

Dieser  Grundsatz  ist  von  dem  wissenschaftlichen  Publikum  sehr 
verschieden  aufgenommen.  Die  Einen  schienen  ihn  als  so  selbst- 
verständlich zu  betrachten,  dass  sie  es  für  unnöthig  hielten,  ihn 
als  besonderen  Grundsatz  auszusprechen,  die  Anderen  zogen  um- 
gekehrt seine  Richtigkeit  in  Zweifel. 


§.  7.    Zeuner's  erste  Behandlung  des  Gegenstandes. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  zuerst  erwähnte 
Auffassung  findet  sich  in  der  von  Zeuner  im  Jahre  1860  heraus- 
gegebenen sehr  verdienstlichen  Schrift  „Grundzüge  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie". 

Zeuner  theilt  in  dieser  Schrift  meinen  Beweis  des  zweiten 
Hauptsatzes  im  Wesentlichen  in  der  Form  mit,  in  welcher  Reech 


^)  Dingler's  PolytechniBches  Journal  Bd.  160,  S.  29. 
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ihn  wiedergegeben  hat  ^).  In  einem  Punkte  aber  weicht  seine  Dar- 
stellung von  jener  ab.  Reech  nämtich  führt  den  Satz,  dass  die 
Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Körper  übergehen  kann,  ausdrücklich  als  einen  von  mir  aufge-  • 
stellten  Grundsatz  an,  und  basirt  darauf  den  Beweis.  Zeuner 
dagegen  erwähnt  diesen  Satz  gar  nicht,  sondern  zeigt  nur,  dass, 
wenn  für  irgend  zwei  Körper  der  zweite  Hauptsatz  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  nicht  gültig  wäre,  man  durch  zwei  mit  diesen 
beiden  Körpern  in  entgegengesetzter  Weise  ausgeführte  Kreis- 
processe  ohne  eine  sonstige  Veränderung  Wärme  aus  einem  kälte- 
ren in  einen  wärmeren  Körper  übertragen  könnte,  und  fahrt  dann 
fort*):  „Da  wir  beide  Processe  beliebig  oft  wiederholen  können,  in- 
dem wir  in  der  bezeichneten  Weise  die  beiden  Körper  abwechselnd 
anwenden,  so  würde  daraus  hervorgehen,  dass  wir  mit  Nichts, 
ohne  Aufwand  von  Arbeit  oder  Wärme,  fortwährend  Wärme  von 
einem  Körper  von  niederer  zu  einem  Körper  von  höherer  Tempe- 
ratur überführen  könnten;  was  eine  Ungereimtheit  wäre." 

Dass  die  Unmöglichkeit,  ohne  eine  sonstige  Veränderung 
Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  überzufüh- 
ren, so  ohne  Weiteres  evident  sei,  wie  es  hier  in  der  kurzen  Be- 
merkung: „was  eine  Ungereimtheit  wäre" ,  angedeutet  ist,  werden, 
wie  ich  glaube,  wenige  Leser  zugeben.  Bei  der  Wärmeleitung 
und  der  unter  gewöhnlichen  Umständen  stattfindenden  Wärme- 
strahlung kann  man  allerdings  sagen,  dass  diese  Unmöglichkeit 
durch  die  alltägliche  Erfahrung  feststehe.  Aber  schon  bei  der 
Wärmestrahlung  kann  die  Frage  entstehen,  ob  es  nicht  vielleicht 
durch  künstliche  Concentration  der  Wärmestrahlen  mit  Hülfe  von 
Brennspiegeln  oder  Brenngläsem  möglich  wäre,  eine  höhere  Tem- 
peratur zu  erzeugen,  als  die  Körper  haben,  welche  die  Strahlen 
aussenden^  und  dadurch  zu  bewirken,  dass  die  Wärme  in  einen 
wärmeren  Körper  übergehe.  Ich  habe  es  daher  für  nöthig  ge- 
halten ,  diesen  Gegenstand  in  einem  besonderen  Aufsätze  zu  be- 
handeln, dessen  Inhalt  im  vorigen  Abschnitte  mitgetheilt  ist.  Noch 
complicirter  wird  die  Sache  in  solchen  Fällen,  wo  Wärme  in  Arbeit 
und  Arbeit  in  Wärme  verwandelt  wird,  sei  es  durch  Wirkungen  der 
Art  wie  die  der  Reibung,  des  Luftwiderstandes  und  des  elektrischen 

^)  Becapitulation  tres-succtncte  des  recherches  algihriques  faites  swr 
la  thiarie  des  effects  micaniques  de  la  chaleur  par  diff^ents  auteurs; 
Joum.  de  Liouville  IL  sir,  t  JT,  p.  58. 

^  S.  24  seines  Baches. 
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Leitungswiderstandes,  sei  es  dadurch,  dass  ein  oder  mehrere  Körper 
solche  Zustandsänderungen  erleiden,  die  mit  theils  positiyer,  theils 
negativer,  innerer  und  äusserer  Arbeit  verbunden  sind,  und  bei 
denen  daher,  wie  man  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  zu  sagen 
pflegt,  Wärme  latent  oder  ßrei  wird,  welche  Wärme  die  veränder- 
lichen Körper  anderen  Körpern  von  verschiedenen  Temperaturen 
entziehen  und  mittheilen  können. 

Wenn  man  für  alle  solche  Fälle,  wie  complicirt  die  Vorgänge 
auch  immer  sein  mögen,  behauptet,  dass  ohne  eine  andere  blei- 
bende Veränderung,  welche  als  eine  Gompensation  anzusehen  ist, 
niemals  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
übertragen  werden  kann,  so  glaube  ich,  dass  man  diesen  Satz 
nicht  als  einen  ganz  von  selbst  verständlichen  behandeln  darf, 
sondern  ihn. vielmehr  als  einen  neu  aufgestellten  Grundsatz,  von 
dessen  Annahme  oder  Nichtannahme  die  Gültigkeit  des  Beweises 
abhängt,  anfuhren  muss.  « 


§.  8.    Zeuner's  spätere  Behandlung  des  Gegenstandes. 

Nachdem  ich  gegen  jene  von  Zeuner  angewandte  Ausdrucks- 
weise den  im  vorigen  Paragraphen  mitgetheilten  Einwand  in  einem 
im  Jahre  1863  publicirten  Aufsatze  erhoben  hatte,  hat  er  in  der 
im  Jahre  1866  erschienenen  zweiten  Auflage  seines  Buches  zur 
Begründung  des  zweiten  Hauptsatzes  einen  anderen  Weg  einge- 
schlagen. 

Indem  er  den  Zustand  eines  Körpers  als  durch  den  Druck  p 
und  das  Volumen  v  bestimmt  annimmt,  bildet  er  für  die  Wärme- 
menge dQ^  welche  der  Körper  während  einer  unendlich  kleinen 
Veränderung  aufiiimmt,  die  Diffierentialgleichung: 

(2)  dQ  =  Ä(Xdp-\-  Tdv% 

worin  X  und  T  Functionen  von  p  und  v  darstellen ,  und  Ä  das 
calorische  Aequivalent  der  Arbeitseinheit  bedeutet,  welche  Diffe- 
rentialgleichung bekanntlich,  so  lange  j)  und  v  als  von  einander 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden,  nicht  integrabel 
ist.    Dann  fahrt  er  auf  Seite  41  fort: 

„Es  sei  nun  aber  S  eine  neue  Function  von  jp  und  t;,  deren 
Form  zwar  bis  jetzt  ebenso  wenig  bekannt  sein  mag,  wie  die  der 
Functionen  X  und  F,  der  wir  aber  eine  Bedeutung  beilegen 
wollen,  die  sogleich  aus  den  weiteren  Betrachtungen  hervorgehen 
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^wird.    Muitiplicirt  und  dividirt  man  die  rechte  Seite  vorstehender 
Gleichung  mit  S^  so  ergiebt  sich: 

(3)  dQ  =  Äs[^dp  +  ^dv^- 

Man  kann  nun  offenbar  8  so  wählen,  dass  der  Ausdruck  in  der 
Klammer  ein  vollständiges  Differential  wird,  mit  anderen  Worten, 

es  soll  der  Werth  -^  der  integrirende  Factor  oder  wie  sich  auch 

sagen  lässt,  es  soll  S  der  integrirende  Divisor  des  Ausdruckes  in 
der  Klammer  der  Gleichung  (2)  sein." 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  in  der  aus  (3)  abge- 
leiteten Gleichung: 

(«        f = 41 "" + f  H 

die  ganze  rechte  Seite  ein  vollständiges  Differential  ist',  imd  dass 
somit  für  einen  Kreisprocess  die  Gleichung 

(5)  /f« 

gelten  muss.  Auf  diese  Weise  gelangt  Zeuner  zu  einer  Gleichung, 
welche  der  im  vierten  Abschnitte  unter  (VII.)  angeführten  Glei- 
chung 

r 
ähnlich  ist. 

Die  Aehnlichkeit  ist  aber  nur  eine  äusserliche.  Das  Wesent- 
liche der  letzteren  Gleichung  besteht  nämlich  darin,  dass  die  Grösse  \ 
X  eine  Function  der  Temperatur  allein  ist,  und  dass  femer  diese 
Temperaturfiinction  von  der  Natwr  des  betrachteten  Körpers  unab-^ 
hängig^  also  für  alle  Körper  gleich  ist.  Die  Grösse  8  dagegen  ist 
von  Zeuner  als  eine  Function  der  beiden  Veränderlichen  p  und  v, 
von  welchen  der  Zustand  des  Körpers  abhängt,  eingeführt,  und  da 
femer  die  in  der  Gleichung  (2)  vorkommenden  Functionen  X  und 
Y  für  verschiedene  Körper  verschieden  sind,  so  muss  man  vor- 
läufig auch  von  der  Grösse  8  annehmen,  dass  sie  für  verschiedene 
Körper  verschieden  sein  könne.  So  lange  dieses  von  der  Grösse  8 
gilt,  ist  durch  die  Gleichung  (5)  für  den  Beweis  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  mechanischen  Wärmetheorie  noch  gar  nichts  gewonnen, 
denn  dass  es  überhaupt  einen  integrirenden  Factor,  den.  man  mit 

-^  bezeichnen  kann,  geben  muss,  mittelst  dessen  der  in  der  Glei- 
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chung  (2)  in  Klammer  stehende  Ausdruck  zu  einem  vollständigen 
Differential  gemacht  werden  kann,  ist  ganz  selbstverständhch. 

Demnach  ist  bei  der  Zeuner'schen  Beweisführung  das  ganze 
Gewicht  darauf"  zu  legen,  wie  er  nun  weiter  zu  dem  Schlüsse  ge- 
langt, dass  S  eine  blosse  Temperatur/unction  und  zwar  eine  für 
alle  Körper  gleiche  Temperaturfunction  sein  muss^  welche  er  dann 
als  das  wahre  Maass  der  Temperatur  bezeichnen  kann. 

Er  lässt  dazu  einen  Körper  verschiedene  Veränderungen  er- 
leiden, welche  so  stattfinden,  dass  der  Körper,  während  S  einen 
Constanten  Werth  hat,  Wärme  aufnimmt,  und  während  S  einen 
anderen  constanten  Werth  hat,  Wärme  abgiebt,  und  welche  zusam- 
men einen  mit  Arbeitsgewinn  oder  Arbeitsverbrauch  verbundenen 
Kreisprocess  bilden.  Diesen  Vorgang  vergleicht  er  mit  dem  Heben 
oder  Senken  eines  Gewichtes  von  einem  Niveau  zu  einem  anderen 
und  der  damit  verbundenen  mechanischen  Arbeit,  und  sagt  dann 
auf  S.  68:  „Der  weitere  Vergleich  führt  zu  dem  interessanten 
Resultate,  dass  wir  die  Function  S  als  eine  Länge^  als  eine  Höhe 
auffassen  können,  und  dass  der  Ausdruck 
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als  ein  Gewicht  angesehen  werden  kann;  ich  werde  daher  auch  in 
der  Folge  den  vorstehenden  Werth  das  Wärmegetvicht  nennen." 

Da  hier  für  eine  Grösse,  welche  S  enthält,  ein  Name  einge- 
führt wird,  in  welchem  nichts  vorkommt,  was  sich  auf  die  Natur 
des  betrachteten  Körpers  bezieht,  so  scheint  dabei  stillschweigend 
die  durch  die  frühere  Definition  in  keiner  Weise  begründete  Vor- 
aussetzung gemacht  zu  sein,  dass  S  eine  .von  der  Natur  des  be- 
trachteten Körpers  unabhängige  Grösse  sei. 

Zeuner  führt  dann  jenen  Vergleich  zwischen  den  auf  die 
Schwerkraft  und  den  auf  die  Wärme  bezügUchen  Vorgängen  noch 
weiter  aus,  und  überträgt  einige  für  die  Schwerkraft  geltende  Sätze 
auf  die  Wärme,  indem  er  dabei,  wie  vorher  angegeben,  S  als  Höhe 

und  -^  als  Gewicht  auffasst.    Nachdem  er  dann  endhch  noch  ge- 

sagt  hat,  dass  die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Sätze  sich  bestätigen, 
wenn  man  unter  S  die  Temperatur  versteht,  fährt  er  auf  Seite  74 
fort:  „Wir  sind  daher  berechtigt,  den  weiteren  Untersuchungen 
die  Hypothese  zu  Grunde  zu  legen,  dc^s  die  Function  S  das  wahre 
Temperaturmaass  darsteUt.^^ 
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Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  in  den  Betrachtungen,  welche 
Zeuner  in  der  zweiten  Auflage  seines  Buches  zur  Begründung  des 
zweiten  Hauptsatzes  anstellt^,  als  wesentliche  Grundlage  nur  die 
Analogie  zwischen  der  Arbeitsleistung  durch  die  Schwerkraft  und 
durch  die  Wärme  dient,  und  im  Uebrigen  dasjenige,  was  bewiesen 
werden  müsste,  theils  stillschweigend  vorausgesetzt,  theils  aus- 
drücklich als  Hypothese  angenommen  wird. 


§.  9.    Rankine's  Behandlung  des  Gegenstandes. 

Ich  wende  mich  nun  zu  den  Autoren,  welche  der  Ansicht 
waren,  dass  mein  Grundsatz  nicht  hinlängUch  zuverlässig,  oder 
selbst,  dass  er  unrichtig  sei. 

Ich  muss  in  dieser  Beziehung  zunächst  die  schon  oben  ange- 
deutete Behandlungsart,  welche  Rankine  geglaubt  hat  an  die 
Stelle  der  meinigen  setzen  zu  müssen,  etwas  näher  besprechen. 

Rankine  unterscheidet,  wie  auch  ich  es  gethan  habe,  in  der 
Wärme,  welche  man  einem  Körper  mittheilen  muss,  um  seine 
Temperatur  zu  erhöhen,  zwei  verschiedene  Theile,  nämlich  den 
Theil,  welcher  zur  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vorhande- 
nen Wärme  dient ,  und  den  Theil ,  welcher  zu  Arbeit  verbraucht 
wird.  Der  letztere  Theil  umfasst  die  zu  innerer  und  zu  äusserer 
Arbeit  verbrauchte  Wärme  zusammen. 

Für  die  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  wendet  Rankine  einen 
Ausdruck  an,  welchen  er  in  der  ersten  Section  seiner  Abhandlung 
aus  der  Hypothese  der  Molecularwirbel  abgeleitet  hat.  Auf  diese 
Ableitungsweise  brauche  ich  hier  nicht  näher  einzugehen,  da  schon 
der  Umstand,  dass  sie  auf  einer  eigenthümlichen  Hypothese  über 
die  Beschaffenheit  der  Molecüle  und  über  die  Art  ihrer  Bewegun- 
gen beruht,  hinreichend  erkennen  lässt,  dass  man  es  dabei  mit 
complicirten  Betrachtungen  zuthun  haben  muss,  welche  manchen 
Zweifeln  über  den  Grad  ihrer  Zuverlässigkeit  Raum  bieten.  Ich 
habe  mich  in  meinen  Abhandlungen  bei  der  Entwickelung  der 
Gleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  nicht  auf  specielle 
Ansichten  über  die  Molecularconstitution  der  Körper,  sondern  nur 
auf  gewisse  allgemeine  Grundsätze  gestützt,  und  demgemäss  würde 
ich,  selbst  wenn  der  eben  genannte  Umstand  der  einzige  wäre, 
welchen  man  gegen  Rankine's  Beweis  anführen  könnte,  doch 
glauben,  meine  Behandlungsart  des  Gegenstandes  als  die  geeignetere 
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festhalten  zu  müssen.  Aber  die  Bestimmung  des  zweiten  Theiles. 
der  dem  Körper  mitzutheilende^i  Wärme,  nämlich  des  Theiles, 
welcher  zur  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vorhandenen 
Wärme  dient,  ist  noch  viel  unsicherer. 

Rankine  stellt  die  Vermehrung  der  im  Körper  vorhandenen 
Wärmemenge,  w^enn  seine  Temperatur  t  sich  um  dt  ändert,  mag 
das  Volumen  des  Körpers  sich  dabei  gleichzeitig  auch  ändern, 
oder  nicht,  einfach  durch  das  Product  Idt  dar,  und  behandelt  die 
hierin  vorkommende  Grösse  !,  welche  er  die  wahre  specifische 
Wärme  (the  real  specific  heat)  nennt,  in  seinem  Beweise  aJs  eine 
vom  Völuinen  unabhängige  Grösse.  Nach  einem  ausreichenden 
Grunde  für  dieses  Verfahren  sucht  man  aber  in  seiner  Abhandlung 
■vergebens;  vielmehr  kommen  Angaben  vor,  welche  damit  geradezu 
im  Widerspruche  stehen. 

In  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung  stellt  er  in  Glei- 
chung (XIII.)  einen  Ausdruck  für  die  wahre  specifische  Wärme  f 
auf,  welcher  einen  mit  k  bezeichneten  Factor  enthält,  und  von 
diesem  sagt  er  i) :  The  coefßdent  k  (which  enters  into  the  vaJue  of 
specific  heat)  being  the  ratio  of  the  vis  viva  of  the  entire  motiofi 
impres^ed  on  the  atomic  atmospheres  by  the  action  of  their  nuclei^ 
to  the  vis  viva  of  a  peculiar  kind  of  motion^  may  be  conjectured  to 
have  a  specific  value  for  each  substance  depending  in  a  manner  yet 
unknown  on  some  drcwmstance  in  the  Constitution  of  its  atoms. 
Älthough  it  varies  in  sonne  cases  for  the  same  substance  in  the  solide 
liquid  and  gaseous  states^  there  is  no  experimental  evidence  that  it 
varies  for  the  same  substance  in  the  same  condition.  Hiemach  ist 
also  Rank  ine  der  Ansicht,  dass  die  wahre  specifische  Wärme  einer 
und  derselben  Substanz  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  ver- 
schieden sein  könne ;  und  auch  dafür,  dass  sie  in  demselben  Aggre- 
gatzustande als  unveränderlich  anzunehmen  sei,  führt  er  als  Grund 
nur  an,  dass  kein  experimenteller  Beweis  für  das  Gegentheil 
vorliege. 

In  einer  späteren  Schrift  von  Rankine  „-4  Manual  of  the 
Steam  Engine  and  other  PrimeMoverSj  London  and  Glasgow  1859'- 
findet  sich  auf  Seite  307  über  diesen  Gegenstand  ein  noch  be- 
stimmterer Ausspruch,  worin  es  heisst:  a  change  of  real  specific 
heaiy  sometimes  considerable ,  often  accompanies  the  change  between 
uny  two  of  those  conditions  (nämlich  der  drei  Aggregatzustände). 


1)  Phil  Mag.  Ser.  IV,  Vol.  VII,  p.  10, 
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Wie  grosse  Unterschiede  Rankine  bei  der  wahren  specifischen 
Wärme  einer  und  derselben  Substanz  in  verschiedenen  Aggregat- 
zuständen für  möglich  hält,  geht  daraus  hervor,  dass  er  (auf  der- 
selben Seite)  sagt,  beim  flüssigen  Wasser  sei  die  durch  Beobach- 
tung bestimmte  specifische  Wärme,  welche  er  die  scheinbare  speci- 
fische  Wärme  nennt ,  nahe  gleich  der  wahren  specifischen  Wärme. 
Da  nun  Rank  ine  sehr  wohl  weiss,  dass  die  beobachtete  specifische 
Wärme  des  flüssigen  Wassers  doppelt  so  gross  ist,  als  die  des 
Eises,  und  mehr  als  doppelt  so  gross,  als  die  des  Dampfes,  und  da 
die  wahre  specifische  Wärme  des  Eises  und  des  Dampfes  jedenfalls 
nur  kleiner  und  nicht  grösser  sein  kann,  als  die  beobachtete,  so 
folgt  daraus,  dass  Rankine  annehmen  muss,  die  wahre  specifische 
Wärme  des  flüssigen  Wassers  übertreffe  diejenige  des  Eises  und 
des  Dampfes  um  das  Doppelte  oder  mehr. 

Stellt  man  sich  nun  die  Frage,  wie  nach  dieser  Auffiassung 
bei  einem  Körper,  dessen  Temperatur  t  um  dt^  und  dessen  Volu- 
men V  um  dv  wachst,  die  dabei  stattfindende  Zunahme  der  im 
Körper  wirklich  vorhandenen  Wärmemenge  ausgedrückt  werden 
müsste,  so  ergiebt  sich  Folgendes. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  bei  der  Volumenänderung  keine 
Aenderung  des  Aggregatzustandes  erleidet,  würde  man  die  Zu- 
nahme der  vorhandenen  Wärmemenge  zwar,  wie  Rankine  es 
gefhan  hat,  durch  ein  einfaches  Product  von  der  Form  tdt  dar- 
stellen können,  aber  man  müsste  dem  Factor  I  für  verschiedene 
Aggregatzustände  verschiedene  Werthe  zuschreiben. 

In  solchen  Fällen  aber,  wo  der  Körper  bei  der  Volumenände- 
rung auch  seinen  Aggregatzustand  ändert,  (also  z.  B.  in  dem  oft 
betrachteten  Falle,  wo  eine  Quantität  eines  Stoff'es  theils  im 
flüssigen,  theils  im  dampfi'örmigen  Zustande  gegeben  ist,  und  wo  bei 
der  Volumenänderung  sich  die  Grösse  dieser  beiden  Theile  ändert, 
indem  entweder  von  der  Flüssigkeit  noch  ein  Theil  verdampft, 
oder  von  dem  Dampfe  sich  ein  Theil  niederschlägt),  würde  man 
die  mit  einer  gleichzeitigen  Temperatur-  und  Volumenänderung 
verbundene  Zunahme  der  vorhandenen  Wärmemenge  nicht  mehr 
durch  ein  einfaches  Product  Idt  darstellen  können,  sondern  müsste 
dazu  einen  Ausdi-uck  von  der  Form 

Idt-i-  Udv 

anwenden.  Wenn  nämlich  die  wahre  specifische  Wärme  eines 
Stoffes  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  verschieden  wäre,  so 

24* 
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müsste  man  mit  Nothwendigkeit  schliessen ,  dass  auch  die  in  ihm 
vorhandene  Wärmemenge  von  seinem  Aggregatzustande  abhänge, 
so  dass.'  gleiche  Quantitäten  des  Stoffes  im  festen,  flüssigen  und 
luftförmigen  Zustande  verschiedene  Mengen  von  Wärme  enthalten. 
Es  müsste  somit  in  einem  Falle,  wo  ohne  Ten\peraturänderung 
ein  Theil  des  Stoffes  seinen  Aggregatzustand  ändert,  auoh  die  in 
dem  Stoffe  im  Ganzen  vorhandene  Wärmemenge  sich  ändern. 

Hieraus  folgt,  dass  Rankine  die  Art,  wie  er  die  Zunahme 
der  vorhandenen  Wärmemenge  ausdrückt,  und  den  Ausdruck  in 
seinem  Beweise  behandelt,  nach  seinen  eigenen  sonstigen  Aussprü- 
chen nur  für  solche  Fälle  als  zulässig  betrachten  darf,  wo  keine 
Aenderungen  de^  Aggregatzustandes  vorkommen,, und  dass  er  da- 
her seinem  Beweise  auch  nur  für  diese  Fälle  Gültigkeit  zuschreiben 
kann.  Für  alle  Fälle,  wo  Aenderungen  des  Aggregatzustandes  vor- 
kommen, bliebe  der  Satz  also  unbewiesen;  imd  doch  smd  diesie 
Fälle  von  besonderer  Wichtigkeit,  indem  gerade  sie  es  sind,  auf 
welche  man  den  Satz  bisher  am  meisten  angewandt  hat. 

Ja  man  muss  noch  weiter  gehen  und  sagen,  dass  hierdurch 
der  Beweis  auch  für  solche  Fälle,  wo  keine  Aenderungen  des  Aggre- 
gatzustandes vorkommen,  alle  Zuverlässigkeit  verliert  Wenn 
Rankine  annimmt,  dass  die  wahre  specifische  Wärme  in  ver- 
schiedenen Aggregatzuständen  verschieden  sein  kann,  so  sieht 
man  gar  nicht  ein,  aus  welchem  Grunde  man  sie  in  demselben 
Aggregatzustande  als  unveränderlich  ansehen  muss.  Man  weiss, 
dass  bei  festen  und  flüssigen  Körpern,  auc}i  ohne  Aenderung  des 
Aggregatzustandes,  Aenderungen  in  den  Cohäsionsverhältnissen 
eintreten  können,  und  das9  bei  gasförmigen  Körpern  ausser  den 
grossen  Volumenverschiedenheiten  auch  der  Unterschied  vor- 
kommt, dass  sie,  je  nachdem  sie  mehr  oder  weniger  weit  von  ihrem 
Condensationspunkte  entfernt  sind,  mehr  oder  weniger  genau  dem 
Mariotte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  folgen.  Wes- 
halb soll  man  nun,  wenn  Aenderungen  des  Aggregatzustandes* 
einen  Einfluss  auf  die  wahre  specifische  Wärme  haben  können, 
nicht  jenen  Veränderungen  ebenso  gut  einen,  wenn  auch  geringe- 
ren, Einfluss  der  Art  zuschreiben  dürfen?  Die  Voraussetzung, 
dass  die  wahre  specifische  Wärme  in  demselben  Aggregatzustande 
unveränderlich  sei,  ist  also  bei  Rankine  nicht  nur  unbegründet 
gelassen,  sondern  sie  würde,  wenn  die  sonstigen  von  ihm  gemachten 
Annahmen  richtig  wären,  sogar  im  hohen  Grade  unwahrschein- 
lich sein. 
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Rankine  hat  den  vorstehend  mitgetheilten  Bemerkungen  über 
seinen  Beweis,  welche  schon  in  einem  im  Jahra  1863  von  mir  ver- 
öffentlichten Aufsatze  i)  vorkamen,  nicht  widersprochen,  und  hat 
vielmehr  in  einem  darauf  bezügUchen  späteren  Artikel  2)  seine 
früher  mehrfach  ausgesprochene  Ansicht,  dass  die  wahre  specifische 
Wärme  eines  Körpers  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  ver- 
schieden sein  könne,  wodurch  die  Gültigkeit  seines  Beweises  auf 
solche  Fälle  beschränkt  wird,  in  denen  keine  Aenderung  des  Aggre- 
gatzustandes vorkommt,  ausdrücklich  aufrecht  erhalten. 


§•  10.    Einwendung  von  Hirn. 

Einen  noch  bestimmteren  Einwand  gegen  meinen  Grundsatz, 
dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen 
wärmeren  Körper  übergehen  kann,  hat  Hirn  in  seinem  1862  er- 
schienenen Werke  ^f  Exposition  andlytique  et  experimentelle  de  la 
theorie  mecanique  de  la  chdleur^  und  in  zwei  daran  sich  an- 
schliessenden Artikeln  im  Cosmos^)  erhoben,  indem  er -eine  eigen- 
thütnliche  Operation  beschrieben  hat,  welche  ein  auf  den  ersten 
Blick  allerdings  überraschendes  Resultat  giebt.  Auf  eine  Erwide- 
rung von  meiner  Seite*)  hat  er  dann  seinen  Einwand  dahin  er- 
läutert«), dass  er  dadurch  nur  auf  einen  scheinbaren  Widerspruch 
habe  aufmerksam  machen  wollen,  während  er  im  WesentUchen  mit 
mir  übereinstimme,  und  in  demselben  Sinne  hat  er  sich  dann  auch 
in  der  zweiten  und  dritten  Auflage  seines  schätzbaren  Werkes  aus- 
gesprochen. 

Dessenungeachtet  glaube  ich  den  Einwand  und  meine  Wider- 
legung desselben  hier  mittheilen  zu  dürfen,  weil  die  in  ihm  aus- 
gedrückte Auffassung  des  Gegenstandes  in  der  That  eine  nahe- 
Uegende  ist,  welche  sich  leicht  auch  anderweitig  geltend  machen 
könnte.  •  Ein  unter  solchen  Umständen  erhobener  Einwand  hat 
seine  volle  wissenschaftliche  Berechtigung,  und  wenn  er  in  so  klarer 
und  präciser  Weise  gemacht  wird ,  wie  es  im  vorliegenden  Falle 
von  Hirn  durch  Anfuhrung  jener  sinnreich  erdachten  Operation 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  120,  8.  426. 

»)  Phil.  Mag.  Ser.  IV.,  Vol.  XXX.,  p.  410. 

«)  Tome  XXII.  (pr emier  semestre  1863)  p.  283  und  413. 

*)  A.  a.  0.  p.  560. 

«)  A.  a.  0.  p.  734. 
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geschehen  ist,  so  kann  das  fiir  die  Wissenschaft  nur  nützlich  sein, 
denn  dadurch,  dass  der  scheinbar  vorhandene  Widerspruch  be> 
stimmt  und  augenfaUig  dargelegtwird,  wird  die  Auseinandersetzung 
des  Gegenstandes  sehr  erleichtert,  und  es  kann  auf  die  Art  der 
Vortheil  erreicht  werden,  dass  eine  Schwierigkeit,  die  sonst  viel- 
leicht noch  zu  manchen  Missvei'ständnisseu  Veranlassung  gehen, 
und  wiederholte  längere  Discussionen  nöthig  machen  würde,  mit 
einem  Male  und  für  immer  beseitigt  wird.  Ich  hin  daher,  indem 
ich  den  Gegenstand  noch  einmal  zur  Sprache  bringe,  weit  davon 
entfernt,  Herrn  Hirn  aus  seinem  Einwände  einen  Vorwurf  machen 
zu  wollen,  sondern  glaube  vielmehr,  dass  er  dadurch  seine  sonstigen 
Verdienste  um  die  mechanische  Wärmetheorie  noch  vermehrt  hat 
Die  erwähnte  Operation,  an  welche  Hirn  seine  Betrachtungen 
geknüpft  hat,  ist  folgende. 

Es  seien  zwei  Cylinder  von  gleichem  Querschnitte,  A  und  B 
in  der  nebenstehenden  Fig.  32,  gegeben,  welche  unten  durch  eine 
Fig.  32.  verhältnissmässig  enge  Röhre  in  Verbindung 

stehen,  und  in  welchen  luftdicht  schliessende 
Stempel  beweglich  sind.  Die  Stempelstangen 
sollen  mit  Zähnen  versehen  sein,  welche'Von 
beiden  Seiten  in  die  Zähne  eines  zwischen 
ihnen  befindlichen  Zahnrades  eingreifen,  so 
dass,  wenn  der  eine  Stempel  hinunter  geht, 
der  andere  um  eben  so  viel  heraufgehen 
muss.  Der  unter  den  Stempeln  beäudliche 
Raum  in  den  beiden  Cjlindem,  mit  Einscbluss 
der  Verbindungsröhre,  muss  also  bei  der  Be- 
wegung der  Stempel  unveränderlich  bleiben, 
indem  mit  einer  Abnahme  des  Raumes  in 
dem  einen  Cylinder  eine  eben  so  grosse  Zu- 
nahme im  andern  verbunden  ist. 

Wir  denken  uns  zuerst  den  Stempel  in 
B  ganz  unten  befindlich,  und  daher  den  in 
A  möglichst  weit  oben,  und  nehmen  an,  der  Cylinder  A  sei  mit 
einem  vollkommenen  Gase  von  beliebiger  Dichtigkeit  angettillt, 
dessen  Temperatur  ft,  heissen  möge.  Nun  soll  der  Stempel  in  A 
sieb  allmälig  abwärts,  und  demgemäss  der  in  B  sich  aufwärts 
bewegen,  so  dass  das  Gas  nach  und  nach  aus  dem  Cylinder  A  in 
den  Cylinder  B  getrieben  wird.  Die  Verbindungsröbre,  durch 
welche  das  Gas  strömen  muss,  soll  dabei  constant  auf  einer  Tem- 
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peratur  ^i  erhalten  werden,  die  höher  ist  als  ^oi  so  dass  jedes  Gas- 
quantum,  welches  die  Röhre  durchströmt,  dabei  auf  die  Temperatur 
ti  erwärmt  wird,  und  mit* dieser  Temperatur  in  den  Cy linder  B 
tritt.  Die  Wände  der  beiden  Cylinder  dagegen  sollen  für  Warme 
undurchdringhch  sein,  so  dass  das  Gas  innerhalb  der  Cylinder 
weder  Wärme  erhalten  noch  abgeben  kann,  sondern  nur  beim 
Durchströmen  der  Verbindungsröhre  Wärme  von  Aussen  zugeführt 
erhält.  Um  in  Bezug  auf  die  Temperaturen  ein  bestimmtes  Bei- 
spiel zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  die  Anfangstemperatur  des 
.  Gases  im  Cylinder  A  sei  diejenige  des  Gefrierpunktes  0<^,  und  die 
Temperatur  der  Verbindungsröhre  sei  100^,  indem  die  Röhre  z.  B. 
vom  Dampfe  kochenden  Wassers  umspült  werde. 

Es  lässt.  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  übersehen ,  was  das  Re- 
sultat dieser  Operation  sein  wird. 

Die  erste  kleine  Quantität  Gas,  welche  die  Verbindungsröhre 
passirt,  erwärmt  sich  dabei  von  0^  auf  100^,  und  dehnt  sich  zu- 
gleich um  so  viel  aus,  wie  es  dieser  Erwärmung  entspricht,  näm- 
lich um  angenähert  ^^7273  ihres  ursprünglichen  .Volumens.  Da- 
durch wird  das  noch  im  Cylinder^  befindliche  Gas  etwas  zusammen- 
gedrückt und  der  in  beiden  Cylindern  stattfindende  Druck  etwas 
erhöht.  Die  folgende  kleine  Quantität  Gas,  welche  durch  die 
Röhre  strömt,  dehnt  sich  ebenfalls  aus,  und  drückt  dadurch 
das  in  beiden  Cylindern  befindliche  Gas  zusammen.  Ebenso  trägt 
jede  folgende  überströmende  Gaspienge  durch  ihre  Ausdehnung 
dazu  bei,  nicht  nur  das  noch  in  Ä  befindliche  Gas  noch  weiter 
zusammenzudrücken,  sondern  auch  das  schon  in  B  befindliche, 
welches  sich  vorher  ausgedehnt  hatte,  wieder  mehr  und  mehr  zu- 
^mmenzudrücken,  so  dass  seine  Dichtigkeit  sich  allmälig  wieder 
der'  ursprünglichen  nähert  Die  Zusammendrückung  bewirkt  in 
beiden  Cylindern  eine  Erwärmung  des  Gases,  und  da  die  Gas- 
quantitäten, welche  nach  und  nach  in  den  Cylinder  B  treten ,  bei 
ihrem  Eintritte  alle  die  Temperatur  100°  haben,  so  müssen  sie 
nachträglich  Temperaturen  über  100^  annehmen ,  und  zwar  muss 
dieser  Temperaturüberschuss  um  so  grösser  sein,  je  mehr  die  be- 
treffende Quantität  nachträglich  wieder  zusanmiengedrückt  wird. 

Betrachtet  man  daher  den  Zustand  am  Schlüsse  der  Opera- 
tion, nachdem  alles  Gas  aus  Ä  nach  B  getrieben  ist,  so  muss  das 
in  der  obersten  Schicht  dicht  unter  dem  Stempel  befindliche  Gas, 
welches  zuerst  übergetreten  ist,  und  daher  die  grösste  nachträg- 
liche Zusammendrückung  erlitten  hat,  am  wärmsten  sein.     Die 
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folgenden  Schichten  sind  der  Reihe  nach  weniger  warm  bis  zur 
untersten,  welche  gerade  die  Temperatur  100^  besitzt,  die  sie  beim 
üeberströmen  angenommen  hat.  Es  ist  für  unsern  vorliegenden 
Zweck  nicht  nöthig,  die  Temperaturen  der  verschiedenen  Schichten 
einzeln  zu  kenneu,  sondern  es  genügt,  die  Mittdtemperatur  zu 
kennen,  welche  zugleich  diejenige  Temperatur  ist,  die  entstehen 
würde  y  wenn  die  in  den  verschiedenen  Schichten  herrschenden 
Temperaturen  sich  durch  Leitung  oder  Vermischung  der  Gäs- 
quantitäten  zu  einer  gemeinsamen  Temperatur  ausglichen.  Diese 
Mitteltemperatur  beträgt  etwa  120*^. 

In  einem  der  später  im  Cosmos  erschienenen  Artikel  hat 
Hirn  diese  Operation  noch  dahin  vervollständigt,  dass  er  annimmt, 
das  Gas  in  J9  werde  nach  seiner  Erwärmung  mit  Quecksilber  von 
0^  in  Berührung  gebracht,  und  dadurch  wieder  bis  0°  abgekühlt; 
dann  werde  es  unter  denselben  Umständen,  unter  denen  es  von  A 
nach  B  gelangt  war,  von  B  nach  Ä  zurückgetrieben  und  dabei  in 
gleicher  Weise  erwärmt;  dort  werde  es  wieder  durch  Quecksilber 
abgekühlt;  darauf  abermals  von  Ä  nach  B  getrieben  u.  8.  f.,  so 
dass  «man  einen  periodischen  Vorgang  erhalte,  bei  dem  das  Gas 
immer  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkehre,  und  alle  von 
der  Wärmequelle  abgegebene  Wärme  schliesslich  in  das  zur  Ab- 
kühlung benutzte  Quecksilber  übergehe.  Indessen  wollen  wir  auf 
diese  Erweiterung  des  Verfahrens  hier  nicht  eingehen,  sondern  uns 
auf  die  Betrachtung  der  vorher  beschriebenen  einfachen  Operation 
beschränken,  durch  welche  das  Gas  von  0®  auf  eine  Mitteltemp6- 
ratur  von  120^  erwärmt  wird,  indem  diese  Operation  schon  das 
Wesentliche,  worauf  der  Einwand  von  Hirn  sich  stützt,  enthält. 

Bei  dieser  Operation  ist  äusserlich  weder  Arbeit  gewonnen 
noch  verloren,  denn  da  der  Druck  in  den  beiden  Cylindern  immer 
gleich  ist,  so  werden  beide  Stempel  in  jedem  Momente  mit  gleicher 
Kraft  nach  oben  gedrückt,  und  diese  Kräfte  heben  sich  an  dem 
Zahnrade,  in  welches  die  Zähne  der  Stempelstangen  eingreifen, 
auf,  so  dass,  abgesehen  von  der  Reibung,  die  geringste  Kraft  ge- 
nügt, um  die  Drehung  des  Zahnrades  im  einen  oder  anderen  Sinne 
zu  veranlassen,  und  dadurch  einen  Stempel  hinunter  und  den 
anderen  herauf  zu  treiben.  Der  Ueberschuss  der  Wärme  in  dem 
Gase  kann  also  nicht  durch  äussere  Arbeit  erzeugt  sein. 

Der  Vorgang  ist,  wie  man  leicht  sieht,  folgender.  Indem 
eine  gegen  die  ganze  vorhandene  Gasmenge  ab  sehr  klein  vor- 
ausgesetzte Quantität  des  Gases  sich  in  der  Röhre  erwärmt,  und 
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sich  dabei  ausdehnt,  muss  sie  von  der  Wärmequelle  soviel  Wärme 
erhalten,  wie  zur  Erwärmung  unter  constantem  Drucke  nothwendig 
ist.  Von  dieser  Wärmemenge  dient  ein  Theil  zur  Vermehrung 
der  wirklich  im  Gase  vorhandenen  Wärme,  und  ein  anderer  Theil 
wird  zu  der  Ausdehnungsarbeit  verbraucht  Da  aber  die  Ausdeh* 
nung  des  in  der  Röhre  befindlichen  Gases  eine  Zusammendrückung 
des  in  den  üyUndem  befindlichen  zur  Folge  hat,  so  muss  hier 
eben  so  viel  Wärme  erzeugt  werden,  als  dort  verbraucht  wird. 
Jener  zweite  Theil  der  von  der  Wärmequelle  abgegebenen  Wärme, 
welcher  sich  in  der  Röhre  in  Arbeit  umgesetzt  hatte,  kommt  somit 
in  den  Cylindem  wieder  als  Wärme  zum  Vorschein,  und  dient 
dazu,  das  noch  in  A  befindliche  Gas  über  seine  Anfangstempevatur 
0^  zu  erwärmen,  und  das  schon  in  B  befindliche  Gas,  welches  beim 
Eintritte  die  Temperatur  100<>  hatte,  über  diese  Temperatur  zu  er- 
wärmen, und  dadurch  den  oben  erwähnten  Temperaturüberschuss 
hervorzubringen. 

Demnach  kann  man ,  ohne  auf  die  Zwischenvorgänge  Rück- 
sicht zu  nehmen,  sagen,  dass  die  ganze  Wärmemenge,  welche  das 
Gas  zu  Ende  der  Operation  mehr  enthält,  als  zu  Anfang,  aus  der 
an  der  Verbindungsröhre  angebrachten  Wärmequelle  stammt.  Da- 
durch erhält  man  das  eigenthümhche  Resultat,  dass  durch  einen 
Körper  von  100^,  nämlich  durch  den  die  Röhre  umspülenden 
Wasserdampf,  das  eingeschlossene  Gas  auf  über  100^  und  zwar, 
sofern  wir  nur  die  Mitteltemperatur  ins  Auge  fassen,  auf  120^  er- 
wärmt ist  Hierin  soll  nun  ein  Widerspruch  mit  dem  Grundsatze, 
dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen 
wärmeren  Körper  übergehen  kann,  liegen,  indem  die  von  dem 
Dampfe  an  das  Gas  abgegeben'e  Wärme  aus  einem  Körper  von 
100<>  in  einen  Körper  von  120<^  übergegangen  sei. 

Dabei  ist  aber  ein  Umstand  unbeachtet  gelassen.  Wenn  das 
Gas  schon  zu  Anfang  eine  Temperatur  von  100<^  oder  darüber  ge- 
habt hätte,  und  es  dann  durch  den  Dampf,  welcher  nur  die  Tem- 
peratur von  100^  besitzt,  zu  einer  noch  höheren  Temperatur  er- 
wärmt wäre,  so  läge  darin  allerdings  ein  Widerspruch  gegen  meinen 
Grundsatz.  So  verhält  sich  die  Sache  aber  nicht  Damit  das  Gas 
zu  Ende  der  Operation  wärmer  als  100<*  sei,  muss  es  nothwendig 
zu  Anfang  kälter  als  100^  sein,  und  in  unserem  Beispiele,  wo  es 
am  Schlüsse  die  Temperatur  120<^  hat,  hatte  es  zu  Anfang  die 
Temperatur  0*^:  Die  Wärme,  welche  der  Dampf  dem  Gase  mit- 
getheilt  hat,  hat  also  einestheils  dazu  gedient,  das  Gas  von  0^  bi§ 
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1000  zu  erwärmen,  und  andemtheils  dazu,  es  von  100<>  auf  120^  zu 
bringen. 

^  Da  es  sich  nun  in  meinem  Grundsatze  um  die  Temperaturen 
handelt,  welche  die  Körper,  zwischen  denen  der  Wärmeübergang 
stattfindet,  in  dem  Momente  haben,  wo  sie  die  Wärme  "abgeben 
oder  aufnehmen,  und  nicht  um  die,  welche  sie  nachträglich  be- 
sitzen, so  muss  man  den  bei  dieser  Operation  stattfindenden  Wärme- 
übergang folgendermaassen  auffassen.  Der  eine  Theil  der  vom 
Dampfe  abgegebenen  Wärme  ist  in  das  Gas  übergegangen,  so  lange 
seine  Temperatur  noch  unter  100®  war,  ist  also  aus  dem  Dampfe 
in  einen  kälteren  Körper  übergegangen ;  und  nur  der  andere  Theil 
der  Wärme,  welcher  dazu  gedient  hat,  das  Gas  von  100^' an  noch 
weiter  zu  erwärmen,  ist  aus  dem  Dampfe  in  einen  wärmeren  Körper 
übergegangen. 

Vergleicht  man  dieses  mit  jenem  Grundsatze,  nach  welchem, 
wenn  ohne  eine  Verwandlupg  von  Arbeit  in  Wärme  oder  eine  Ver- 
änderung in  der  Molecularanordnung  eines  Körpers,  Wärme  aus 
einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  soll,  dann 
nothwendig  in  derselben  Operation  auch  Wärme  aus  einem  wärme- 
ren in  einen  kälteren  Körper  übergehen  muss,  so  sieht  man  leicht, 
das»  voUstäf&dige  Uebereinstimmung  herrscht.  Das  Eigenthüm- 
liche  in  der  von  Hirn  ersonnenen  Operation  besteht  nur  darin, 
dass  in  ihr  nicht  zwei  verschiedene  Körper  vorkommen,  von  denen 
der  eine  kälter  und  der  andere  wärmer  ist,  als  die  Wärmequelle, 
sondern  dass  ein  und  derselbe. Körj^er ^  nämlich  das  Gas,  in  einem 
Theile  der  Operation  die  Rolle  des  kälteren,  und  im  anderen  Theile 
der  Operation  die  Rolle  des  wärmeren  Körpers  spielt.  Hierin 
liegt  aber  keine  Abweichung  von  meinem  Satze,  sondern  es  ist 
nur  ein  specieller  Fall  von  den  vielen  möglichen  Fällen. 

Auch  Dupre  hat  ähnliche  Einwände  gegen  meinen  Grundsatz 
erhoben,  wie  Hirn,  auf  welche  ich  hier  aber  nicht  näher  eingehen, 
will,  da  sie  nichts  wesentlich  neues  enthalten. 


§.  11.    Einwendungen  von  Wand. 

Einige  Jahre  später  wurde  derselbe  Satz  wieder  angegriffen  * 
von  Tb*  Wand  in  einer  ausgedehnten  Abhandlung,  welche  unter 
dem  Titel  „Kritische  Darstellung  des  zweiten  Satzes  der  mechani-    . 
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sehen  Wärmetheorie"  in  Carl's  Repertorium  der  Experimental- 
physik') erschien. 

Wand  fasst  das  Schlussresultat  der  Betrachtungen  seiner  Ab- 
^handlung  in  folgende  drei  Aussprüche  ^)  zusammen. 

1.  „Der  zweite  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie^  d.  i,  der 
Satz^'  da'ss  kein  aufsteigender  Wärmeübergang  ohne  VerricMung  von 
Arbeit  oder  ohne  eifien  entsprechenden  absteigenden  Wärmeübergang 
möglich  sei,  ist  falsch,'* 

2.  „Die  aus  diesem  Satze  gezogenen  Folgerungen  sind  nur  an- 
genäherte empirische  Wahrheiten,  welche  nur  so  weit  Geltung  be- 
anspruchen können,  als  sie  durch  Versuche  bestätigt  werden,*^ 

3.  „Für  Berechnungen  zu  technischen  Zwecken  kann  man  den 
zweiten  Satz  als  richtig  ansehen,  da  die  Versuche  für  die  zu  Arbeits^ 
und  Kälteerzeugung  benützten  Stoffe  eine  sehr  nahe  Uebereinstim- 
mung  mit  diesem  Satze  nachweisen.^ 

Jch  muss  gestehen,  dass  ich  es  bedenklich  finden  würde,  Aus- 
sprüche dieser  Art  neben  einander  zu  stellen.  Wenn  man  einen 
Satz  in  so  vielen  Fällen  mit  den  Thatsachen  übereinstimmend  ge- 
funden hat,  dass  man  sich  zu  dem  Ausspruche  gezwungen  sieht, 
für  Berechnungen  zu  technischen  Zwecken  könne  er  als  richtig  an- 
gesehen werden ,  so  sollte  man  sich ,  wie  ich  meine  •  schwer  dazu 
entschliessen,  ihn  dessenungeachtet  für  falsch  zu  erklären,  da  die 
Vermuthung,  dass  die  scheinbar  noch  vorhandenen  Widersprüche 
sich  bei  genauerer  Betrachtung  der  Sache  auch  aufklären  lassen 
werden,  zu  nahe  liegt. 

Unter  den  Gründen,  welche  Wand  gegen  den  Satz  geltend 
macht,  sind,  wenn  wir  von  den  auf  die  innere  Arbeit  und  die  elek- 
trischen Erscheinungen  bezüglichen  Betrachtungen  für  jetzt  ab- 
sehen, weil  diese  Gegenstände  im  vorliegenden  Bande  noch  nicht 
behandelt  wurden,  vorzugsweise  folgende  zu  erwähnen. 

Auf  Seite  314  heisst  es: 

„Wenn  man  behauptet,  dass  bei  der  Ueberführung  einer  ge- 
wissen Wärmequantität  von  einer  niederen  zu  einer  höheren  Tem- 
peratur eine  gewisse  Quantität  Arbeit  nothwendiger  Weise  ver- 
nichtet werden  muss,  so  muss  man  consequenter  Weise  auch  be- 
haupten, dass  beim  Herabsinken  desselben  Wärmequantums  von 
einer  höheren  zu  einer  niederen  Temperatur  wieder  dieselbe  Arbeit 
zum  Vorschein  kommt,  sei  es  nun,  dass  dieses  Hei^abfallen  durch 

i)  Bd.  IV.  (1868)  S.  281  und  369. 
3)  A.  a.  0.  S.  400. 
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blosse  Leitung  oder  durch  einen  umkehrbaren  Ereisprocess  ge- 
schieht Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  indem  das  Herabfallen  von 
WärÄie  durch  Leitung  ohne  irgend  eine  andere  Veränderung  vor 
sich  geht.  Der  zweite  Satz  kann  somit  für  die  Temperaturaus- 
gleichungen durch  blosse  Leitung  kein  Aequivalent  verlangen  und 
dies  ist  in  Beziehung  auf  Logik  eine  der  schwächsten  Sdten  des 
zweiten  Satzes,  die  zu  nachstehender  Inconvenienz  fuhrt." 

Der  in  dieser  Stelle  zur  Sprache  gebrachte  Umstand,  dass  nur 
der  aufsteigende  Wärmeübergang  der  Compensation  bedarf,  wäh- 
rend der  absteigende  Wärmeübergang  auch  ohne  Compensation 
stattfinden  kann,  ist  im  Obigen  vielfach  besprochen  und  in  Ab- 
schnitt X.  allgemeiner  dahin  ausgedrückt,  dass  negative  Verwand- 
lungen nicht  ohne  positive,  wohl  aber  positive  Verwandlungen  ohne 
negative  geschehen  können.  Dieser  Umstand  giebt  allerdings  dem 
zweiten  Hauptsatze  eine  Eorm,  die  weniger  einfach  ist,  als  die  des 
ersten ,  dass  er  aber  der  Logik  widerspräche,  möchte  wohl:  schwer 
nachweisbar  sein. 

Was  ferner  die  am  Schlüsse  jener  Stelle  erwähnte  Incon- 
venienz anbetrifft,  so  gelangt  Herr  Wand  zu  derselben  durch  fol- 
gende Betrachtungen.  Er  nimmt  an,  es  werde  ein  einfacher  Ereis- 
process ausgeführt,  bei  welchem  die  beiden  Eörper,  zwischen  denen 
der  Wärmeübergang  stattfindet,  und  welche  er  den  erwärmenden 
und  den  erkältenden  Eörper  nennt,  Temperaturen  haben,  die  dicht 
bei  0^  liegen,  und  nur  um  eine  unendlich  kleine  Differenz,  welche 
ex  mit  dt  bezeichnet,  von  einander  verschieden  sind.  Wir  wollen, 
da  die  Bezeichnung  unwesentlich  ist,  statt  des  Zeichens  dt^  welches 
in  der  folgenden  mathematischen  Entwickelung  noch  einmal  mit 
anderer  Bedeutung  vorkommen  wird,  lieber  das  Zeichen  d  wählen, 
und  somit  den  beiden  Eörpern  die  (vom  Gefrierpunkte  an  ge- 
messenen) Temperaturen  0  und  d  zuschreiben.  Herr  Wand  setzt 
ferner  noch  fest,  dass  der  Ereisprocess  seiner  Grösse  und  seinem 
Sinne  nach  so  eingerichtet  werde,  dass  da'bei  die  Wärmemenge  1 
vom  wärmeren  zum  kälteren  Eörper  übergehe,  woraus  dann  folgt, 

dass  die  Wärmemenge  ^^r^  durch  den  Ereisprocess  in  Arbeit  ver- 
wandelt wird.    Dann  fährt  er  fort: 

„Ist  der  )i[reisprocess  beendigt,  so  erwärme  ich  den  ganzen 
Apparat  sammt  dem  erwärmenden  und  erkältenden  Eörper  um 
100®;  alsdann  bleibt  die  Temperaturdifferenz  6  zwischen  dem  er- 
wärmenden und   erkältenden   Eörper  unverändert     Wenn  man 
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nun  die  gewonnene  Arbeit  auf  dem  Wege  des  umgekehrten  Ereis- 

processes  yemichten  will,  so  muss  mau,  um  dies  zu  erreichen,  dem 

373 
kälteren  Körper  die  Wärme  ^r—  entziehen.     Der  kältere  Körper 

verliert  also  die  Wärme  ^r^  und  giebt  sie  an  den  wärmeren  Körper 

ab,  und  wenn  nun  nach  dem  umgekehrten  Kreisprocesse  wieder 
alles  auf  die  Anfangstemperatur  0^  erkaltet  wird,  so  haben  wir 
wieder  den  Anfangszustand;  es  wurde  weder  Arbeit  geleistet,  noch 
verzehrt,  und  doch  hat  ein  Uebergang  von  Wärme  aus  dem  wäh- 
rend des  ganzen  zusammengesetzten  Processes  kälter  gebUebenen 
zweiten  Körper  in  den  wärmer  gebliebenen  ersten  Körper  statt- 
gefunden." 

JEIiermit  ist  allerdings  der  zweite  Satz  nicht  widerlegt.  Denn 
um  dieses  Resultat  zu  erzielen,  müssten  die  Apparate  beständig 
abwechselnd  erhitzt  und  erkältet  werden,  d.  h.  es  müsste  Wärme 
von  wärmeren  zu  kälteren  Körpern  übergehen;  allein  dieser  Ueber- 
gang geschah  durch  Leitung,  und  da  hierfür  kein  Aequivalent  ver- 
langt werden  kann ,  so  folgt  aus  dem  hier  beschriebenen  Vorgang, 
dass  es  für  die  Vertheilung  der  Wärme  keineswegs  gleichgültig 
ist,  ob  man  nichts  thut,  oder  einen  zusammengesetzten  Kreisprocess, 
wie  der  hier  beschriebene,  ausfuhrt" 

Es  handelt  sich  also  hier  um  zwei  bei  verschiedenen  Tempe- 
raturen ausgeführte  entgegengesetzte  Kreisprocesse,  bei  denen  die 
geleistete  und  verbrauchte  Arbeit  sich  aufhebt,  aber  mehr  Wärme 
vom  kälteren  zum  wärmeren  Körper,  als  umgekehrt,  übergeht,  und 
Herr  Wand  meint,  dass  der  übrig  bleibende  Wärmeiihergang  vom 
kälteren  ssum  wärmeren  Körper  ohne  Compensation  stattgefunden 
habe* 

Dabei  hat  er  aber  gewisse,  in  derziemUch  compUcirten  Opera- 
tion vorkommende  TemperaturdifFerenzen  unbeachtet  gelassen.  Er 
lässt  nämlich  nach  dem  ersten  Kreisprocesse,  bei  dem  der  wärmere 
Körper  Wärme  abgegeben  und  der  kältere  Wärme  aufgenommen 
hat,  den  ganzen  Apparat  sanmit  den  beiden  Körpern  um  100^  er- 
wärmen, und  nach  dem  zweiten  Kreisprocesse,  bei  dem  der  kältere 
Körper  Wärme  abgegeben  und  der  wärmere  Wärme  aufgenommen 
hat,  den  ganzen  Apparat  sammt  den  beiden  Körpern  um  100^  ab- 
kühlen. Nun  ändern  aber  die  beiden  Körper  durch  die  Wärme- 
abgabe und  Wärmeauäiahme  ihre  Temperaturen  etwas,  und  die 
Wärmereservoire,  welche  ihre  Erwärmung  und  Abkühlung  um  100<^ 
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bewirken,  erhalten  daher  während  der  Abkühlung  die  Wärme 
nicht  bei  denselben  Temperaturen  zurück,  bei  denen  sie  sie  bei 
der  Erwärmung  geliefert  haben ,  und  hierdurch  entstehen  Wärme- 
übergänge, welche  Herr  Wand  nicht  in  Rechnung  gebracht  hat. 

Freilich  sind  die  vorkommenden  Temperaturdifferenzen  sehr 
gering,  da  die  beiden  Körper  so  gross  gewählt  werden  müssen, 
dass  die  durch  den  Kreisprocess  in  ihnen  verursachten  Temperatur- 
änderungen gegen  den  Unterschied  ihrer  ursprünglichen  Tempe- 
raturen sehr  klein  bleiben.  Dafür  sind  aber  auch  die  Wärme- 
mengen, welche  die  Körper  bei  ihrer  Erwärmung  und  Abkühlung 
um  100*^  den  Wärmereservoiren  entziehen  und  wieder  zurückgeben, 
.  sehr  gross,  und  da  man  bei  der  Bestimmung  der  Wärmeübeijgänge 
die  Temperaturdifferenzen  mit  den  betreffenden  Wärmemengen  zu 
multipliciren  hat,  so  gelangt  man  zu  Grössen ,  welche  gerade  aus- 
reichend sind,  um  den  zwischen  den  Körpern  selbst  übrig  ge- 
bliebenen Wärmeübergang  zu  compensiren. 

Um  dieses  Letztere  nachzuweisen,  wollen  wir  die  Rechnung 
wirklich  ausführen. 

Was  zunächst  den  zwischen  den  beiden  Körpern  selbst  übrig 
gebliebenen  Wärmeübergang  anbetrifft,  so  hat  dieser,  da  die  Tem- 
peraturen der  Körper  0  und  d  sind,  und  die  Wärmemenge  gleich 

^Yq  ist,  den  Aequivalenzwerth: 

I  •  100/  _J l\ 

;  273  V273  +  d        273/' 

I 

I  oder  unter  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnung  in  Be- 

!  zug  auf  d: 

(273)3    •  ^ 

Es  kommt  nun  darauf  an,  den  Aequivalenzwerth  derjenigen 
Wärmeübergänge  zu  bestimmen,  welche  bei  der  Erwärmung  und 
Abkühlung  der  Körper  um  100®  eintreten.  Dazu  haben  wir  nach 
Abschnitt  IV.  §.  5  jedes  von  einem  der  beiden  Körper  aus  einem 
Wärmereservoir  aufgenommene  Wärmeelement  (wobei  abgegebene 
Wärmeelemente  als  aufgenommene  negative  Wärmeelemente  ge- 
rechnet werden),  durch  die  absolute  Temperatur  zu  dividiren,  welche 
der  Körper  im  Momente  der  Aufnahme  hat,  und  dann  die  negativen 
Integrale  für  die  Erwärmung  und  Abkühlung  zu  bilden. 

Wir  wollen  die  Masse  jedes  der  beiden  Körper  mit  M  und 
seine  specifische  Wärme,  welche  wir  als  constant  voraussetzen,  mit 
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C  bezeichnen,  dann  ist  die  Wärmemenge,  welche  er  während  der 
Temperaturerhöhung  um  dt  aufnimmt,  gleich  MCdt^  und  dieses 
Product  wollen  wir  als  Ausdruck  des  Wärmeelementes  anwenden. 
Dabei  wollen  wir  zur  Bequemlichkeit  noch  für  den  reciproken 
Werth  von  MC  ein  besonderes  Zeichen  einführen,  indem  wir 
setzen : 

(6)  '  =  inj' 

so  dass  nun  das  Wärmeelement  durch  —  dt  dargestellt  wird.  Das 

Product  MC  muss  als  sehr  gross  und  daher  die  Grösse  e  als  sehr 
klein  angenommen  werden,  und  jswar  so,  dass  die  Letztere  selbst 
gegen  den  schon  sehr  kleinen  Temperaturunterschied  8  noch  sehr 
klein  ist. 

Betrachten  wir  nun  den  ersten  Kreisprocess,  so  hatte  vor  dem- 
selben der  kältere  Körper  die  Temperatur  0  und  der  wärmere  die 
Temperatur  8.  Während  des  Kreisprocesses  empfängt  der  erstere 
die  Wärmemenge  1   und  verliert  der  letztere   die  Wärmemenge 


1  -|-  _--.    Diese  Wärmemengen  müssen  durch  M  C  dividirt ,  oder 
273 

mit  £  multiplicirt  werden,  um  die  durch  sie  bewirkten  Temperatur- 
änderungen der  Körper  zu  erhalten,  und  somit  hat  nach  dem  Kreis- 
processe  der  kältere  Körper  die  Temperatur  b  und  der  wärmere 

die  Temperatur  Ä  —  ( 1  +  970  )^-  ^^"^  diesen  Temperaturen  aus 

sollen  nun  beide  um  100*  erwärmt  werden. 

Das   auf  die   Erwärmung   des    kälteren  Körpers   bezügliche 
negative  Integral  ist: 

100 +  £ 

r  Ut 

.  ^     273  +  f 

e 

Indem  man  hierin  die  Veränderliche  t  mit  der  Bedeutung 

r  =  f  —  € 

einführt,  erhält  man: 

100 

—  dt 
273  -f  r  +  e' 


J.VU  -r ' 

•  J     273 
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Nun  kann  man ,  wenn  man  bei  der  Entwickelung  nach  e  die  Glie- 
der höherer  Ordnung  vernachlässigt,  setaen: 

1  _  1 8 

273  +  T  +  e  ■"  273  -I-  r       (273  -f-  r)»' 
wodurch  man  erhält: 

100  100 

,  .  _  _  J_  /•     dt        ,     r       dv 

^'  tJ21Z  +  x^J  (273  +  t)»" 

0  0       ^ 

Das  auf  die  Erwärmung  des  wärmeren  Körpers  bezügliche  negative 
Integral  lautet  zunächst: 

und  hieraus  erhält  man  in  entsprechender  Weise  wie  vorher: 

l©0  +  <f  100  + (f 

^  -*  e  7  273  +  r       \^  273  jj  (273  +  t)» 

Während  des  zweiten  Kreisprocesses  giebt  der  kältere  Körper 

373 
die  Wärmemenge  ^r=^  ab,  und  der  wärmere  Körper  empfängt  die 

•  373  d 

Wärmemenge  ^=^  +  970*    Die  Temperaturen  der  beiden  Körper 

nach  dem  zweiten  Kreisprocesse  sind  daher: 

Von  diesen  Temperaturen  aus  sollen  beide  Körper  um  100®  abge- 
kühlt werden.  Das  auf  diese  Abkühlung  bezügliche  negative  Inte- 
gral ist  für  den  kälteren  Körper: 

100  ,^    100 


tJ     27S  -\-t        %J     272 


-de 

C=r  — 


273  +  <  ■"  ty      273  +  V 


^    100  100 

"*-»«*  -«8« 


woraus  sich  bei  entsprechender  Behandlung,  wie  oben,  ergiebt: 


I 
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100  100 

(g^  ■      g_  1    /"     dr         I    100   /•        dt 

(»)  ^  —  £  J  273  +  t  ^  273  J  (273  +  t)» 

0  0 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Abkühlung  des  wärmeren  Körpers: 

100  +  (f  100  +  (f 

nm  y.  _,   1    /*      dtr  100    Z'        <?r 

(lO;        •      ^  ~   6  7  273  +  r        273.7  (273  +  r)«* 

#  <f 

Durch  Addition  der  vier  Grössen  Ä^  B^  C  und  D  erhält  man 
den  Aequivalenzwerth  aller  bei  der  Erwärmung  und  Abkühlung  ein* 
getretenen  Wärmeübergänge.  Dabei  heben  sich  die  mit  dem  Factor 

—  behafteten  Integrale  gegenseitig  auf,  und  yon  den  anderen 

lassen  sich  je  zwei  zusammenziehen,  wodurch  entsteht: 

100 

dt 


(11)        A  +  B+C  +  D=^^^f^ 


(273  +  t)« 

100 +  cf 

V273  "•"  2n)  J  (273  +  t)« 


Durch  die  Ausfuhrung  der  Integrationen  geht  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  zunächst  über  in: 

273  V  373  "^  273/  \273  "^  273/ \  373  +  *  "^  273  +  8j' 
und  wenn  man  hierin  das  zweite  Product  nach  d  bis  zur  ersten 
Ordni^ig  entwickelt,  so  heben  sich  wieder  die  meisten  Glieder  auf, 
und  der  Ausdruck  des  Aequivalenzwerthes  der  bei  der  Erwärmung 
und  Abkühlung  eingetretenen  Wärmeübergänge  lautet  endlich: 

100    ;, 

(273)» 

Dieser  Ausdruck  erfüllt  in  der  That  die  Bedingung,  dass  er 
dem  Aequivalenzwerthe  jenes  zwischen  den  beiden  Körpern  selbst 
übrig  gebliebenen  Wärmeüberganges  gleich  und  entgegengesetzt 
ist.  Jener  Wärmeübergang  ist  also  nicht  uncompensirt,  wie  Herr 
Wand  meint,  sondern  vollständig  compensirt,  ganz  so,  wie  der 
zweite  Hauptsatz  es  verlangt  Man  sieht  also,  dass  auch  die  von 
Herrn  Wand  erdachte  Operation  nicht  die  geringste  Veranlassung 
zu  einem  Einwände  gegen  jenen  Satz  darbietet 

Einen  anderen  Einwand  gegen  den  Satz  entnimmt  Herr  Wand 
aus  folgenden  Betrachtungen. 

Er  stellt  sich  die  Frage,  ob  der  Satz  aus  den  Vorstellungen, 

Claniini,  meeh.  Wimetheorie.    I.  25 
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welche  man  sich  von  dem  Wesen  und  der  Wirkung  der  Wärme  bil- 
den kann,  nach  mechanischen  Principien  abzuleiten  ist.  Dazu  wendet 
er  zunächst  die  von  mir  und  Anderen  verfochtene  Hypothese  über 
die  Molecularbewegung  gasförmiger  Körper  an,  und  findet,  dass 
diese  in  der  That  zu  dem  betreffenden  Satze  führt.  Er  sagt  dann 
aber  weiter,  es  genüge  nicht,  zu  beweisen,  dass  eine  einzelne  Hypo- 
these dazu  fuhrt,  man  müsse  vielmehr  beweisen,  dass  alle  mög- 
lichen mechanischen  Hypothesen  über  das  Wesen  der  Wärme  da- 
zu fuhren.  Demgemäss  stellt  er  nim  als  weiteres  Beispiel  eine 
andere  Hypothese  auf,  welche  seiner  Meinung  nach  geeignet  sein 
soll,  die  Erscheinungen  der  Ausdehnung  und  der  Vermehrung  des 
Druckes  durch  die  Wärme  nachzuahmen,  und  nach  welcher  eine 
Beihe  von  elastischen  Kugeln,  von  denen  je  zwei  durch  eine 
elastische  Feder  verbunden  sind,  so  schwingen,  dass  sie  sich  stets 
alle  in  gleichen  Phasen  befinden.  Aus  dieser  Hypothese  gelangt 
er  zu  einer  Gleichung,  welche  von  derjenigen,  die  er  als  Criterium 
für  die  Gültigkeit  des  zweiten  Hauptsatzes  gewählt  hat,  abweicht, 
und  daraus  zieht  er  den  Schluss:  y^Der  aweite  SaU  lässt  sich  also 
aus  den  Principien  der  Mechanik  allgemein  nicht  ahleiten."^ 

Einem  solchen  Schlüsse  gegenüber  kann  man  aber  die  Frage 
stellen,  ob  denn  in  der  That  jene  hypothetisch  von  ihm  angenom- 
mene Bewegung  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung,  welche  wir 
Wärme  nennen,  in  solcher  Weise  entspricht,  dass  für  beide  die- 
selben Gleichungen  gelten  müssen,  und  so  lange  das  nicht  be- 
wiesen ist,  kann  man  auch  den  Schluss  nicht  als  beweisend  ansehen. 

Endlich  betrachtet  Herr  Wand  noch  den  in  der  Natur  vor- 
kommenden Cyclus  von  Vorgängen,  dass  beim  Wachsen  der  Pflanzen 
unter  dem  Einflüsse  der  Wärme-  imd  Lichtstrahlen  der  Sonne 
Kohlensäure  und  Wasser  zersetzt  werden  und  Sauerstoff  ausge- 
schieden wird,  und  dass  die  so  gebildeten  organischen  Substanzen 
später  beim  Verbrennen,  oder  indem  sie  einem  thierischen  Orga^ 
nismus  zur  Nahrung  dienen,  sich  wieder  mit  Sauerstoff  zu  Kohlen- 
säure und  Wasser  verbinden  und  dabei  Wärme  erzeugen.  Er  sagt, 
diese  Verwandlungsart  der  Sonnenwärme  schlage  nach  seiner  An- 
sicht dem  zweiten  Satze  geradezu  ins  Gesicht 

Gegen  die  Betrachtungen,  welche  er  hierüber  anstellt,  würde 
.  sich  manches  einwenden  lassen;  aber  ich  glaube,  dass  ein  Vorgang, 
in  dem  noch  so  vieles  unerklärt  ist,  wie  indem  unter  dem  Einflüsse 
der  Sonnenstrahlen  stattfindenden  Wachsen  der  Pflanzen,  über- 
haupt nicht  geeignet  ist,  als  Beweis  für  oder  gegen  den  betreffen- 
den Satz  angewandt  zu  werden. 


Discussionen  über  die  mecliamsche  Wärmetheorie.    387 


§.  12.    Einwendungen  von  Tait 

Zum  Schlüsse  muss  ich  noch  die  in  neuerer  Zeit  von  dem 
englischen  Mathematiker  Tait  gegen  meine  Theorie  erhobenen 
Einwendungen  erwähnen,  welche  mich  sowohl  durch  ihren  Inhalt, 
als  auch  durch  ihre  Form  einigermaassen  überrascht  haben. 

Ich  hatte  in  einem  im  Jahre  1872  erschienene^  Artikel  „Zur 
Geschichte  der  mechanischen  Wärmetheorie"  i)  gesagt,  das'  von 
Tait  veröffentlichte  Buch  ^^ Sketch  of  Thermodynamics^  verdanke 
öeine  Entstehung  ganz  unzweifelhaft  vorwiegend  dem  Zwecke,  die 
mechanische  Wärmetheorie  so  viel,  wie  möglich,  für  die  englische 
Nation  in  Anspruch  zu  nehmen,  für  welche  Behauptung  ich  die 
bestimmtesten  Gründe  anführen  kann,  und  im  weiteren  Verlaufe 
jenes  Artikels  hatte  ich  gesagt,  Herr  Tait  habe  eine  von  mir  auf- 
gestellte Formel  W.  Thomson  zugeschrieben,  und  als  Ort,  wo 
Thomson  sie  gegeben  haben  solle,  einen  Aufsatz  citirt,  in  welchem 
sich  weder  diese,  noch  irgend  eine  ihr  gleichbedeutende  Formel 
befinde.  Ich  erwartete  nun,  dass  Herr  fait,  wenn  er  meinen 
Artikel  beantwortete,  vorzugsweise  diese  beiden  Punkte  besprechen 
werde,  von  denen  besonders  der  letztere  der  Aufklärung  sehr  be- 
darf. Es  erschien  nun  in  der  That  eine  Antwort  2),  und  zwar  eine 
in  ziemlich  gereiztem  Tone  geschriebene,  aber  zu  meinem  Er- 
staunen waren  jene  beiden  Punkte  darin  gar  nicht  erwähnt,  son- 
dern es  war  der  ganzen  Sache  eine  andere  Wendung  gegeben. 

Während  nämlich  in  seinem  vorher  erwähnten  Buche  meine 
Untersuchungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie ,  wenn  auch^ 
meiner  Ansicht  nach,  nicht  in  die  richtige  Stellung  zu  denen 
der  englischen  Autoren  gebracht,  so  doch  ziemlich  weitläufig  und 
im  Allgemeinen  anerkennend  besprochen  waren,  wurde  hier  auf 
einmal  ihre  Richtigkeit  bestritten,  indem  der  von  mir  aufgestellte 
Grundsatz,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in 
einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  für  falsch  erklärt  wurde. 

Zum  Beweise  hierfür  wurden  zwei  auf  thermoelektrische  Ströme 
bezügliche  Erscheinungen  angeführt  Ich  habe  aber  in  einer  bald 
darauf  veröffentlichten  Erwiderung  s)  leicht  nachweisen  können, 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  146,  S.132.  —  »)  Pogg.  Ann.  Bd.  145,  S.496  undPÄiZ. 
Mag:  8er.  IV,  Voh  43.  —  »)  Pogg.  Ann.  Bd.  146 ,  S.  308  und  Phil.  Mag. 
Ber.  W,  Vol.  43. 
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dass  diese  Erschemimgen  meinem  Gründsatze  durchaus  nicht 
widersprechen,  und  die  eine  sogar  so  augenfällig  mit  ihm  über- 
einstimmt, dass  sie  als  ganz  geeignietes  Beispiel  zu  seiner  Erläute- 
rung und  Bestätigung  dienen  kann.  Da  im  vorUegenden  Bande 
Yon  elektrischen  Erscheinungen  noch  nicht  die  Hede  gewesen  ist, 
so  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  diesen  Gegenstand  näher  einzugehen, 
sondern  ich  muss  mir  seine  Besprechung  für  den  zweiten  Band 
meines  Werkes  vorbehalten. 

Femer  sagte  Herr  Tait  in  seiner  Antwort  noch,  ich  habe 
durch  die  Einführung  dessen,  was  ich  innere  Arbeit  und  Disgregctr 
tion  nenne,  der  Wissenschaft  einen  erheblichen  Schaden  zugefugt, 
machte  aber  zur  Begründung  dieses  Ausspruches  nur  die  kurze  Be- 
merkung: y,In  our  present  ignorance  qf  the  nature  of  matter^  sucT^ 
ideas  can  do  only  harm.^ 

Was  Herr  Tait  gegen  den  Begriff  der  inneren  Arbeit  hat,  ist 
mir  nicht  verständlich.  Seit  ich  in  meiner  ersten  Abhandlung 
über  die  mechanische  Wärmetheorie  die  von  der  Wärme  bei  der 
Zustandsänderung  eines  Körpers  geleistete  Arbeit  in  äussere  und 
innere  Arbeit  unterschieden  und  dann  gezeigt  habe,  dass  diese  bei- 
den Arbeitsgrössen  in  ihrem  Verhalten  wesentUch  von  einander 
abweichen,  ist  diese  Unterscheidung,  soviel  ich  weiss,  von  allen 
Autoren,  welche  über  die  mechanische  Wärmetheorie  geschrieben 
haben,  in  gleicher  Weise  angewandt. 

Was  femer  das  in  einem  anderen  Bande  dieses  Werkes  zu  be- 
sprechende Verfahren,  die  vereinigte  innere  und  äussere  Arbeit  in 
Rechnung  zu  bringen,  und  den  dabei  von  mir  eingeführten  Begriff 
der  Disgregation  anbetrifft,  so  haben  in  neuerer  Zeit  auch  rein 
mechanische  Untersuchungen  zu  einer  Gleichung  gefuhrt,  welche 
der  von  mir  in  der  Wärmelehre  aufgestellten,  worin  die  Disgrega- 
tion vorkommt,  ganz  ähnlich  ist,  und  wenn  diese  Untersuchungen 
auch  noch  nicht  als  abgeschlossen  zu  betrachten  sind,  so  lassen 
sie  doch,  wie  es  mir  scheint,  schon  jetzt  erkennen,  dass  die  Ein- 
führung dieses  Begriffes  durch  die  Natur  der  Sache  geboten  war. 

Demnach  glaube  ich  auch  die  Einwendungen  des  Herrn  Tait 
ebenso  getrost,  wie  diejenigen  von  Holtzmann,  Decher  u«  s.  w. 
der  Beurtheilung  der  Leser  anheim  geben  zu  dürfen.^ 
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Die  durch  die  erneute  Auflage  meines  Buches  über 
die  mechanische  Wärmetheorie  veranlasste  üeberarbei- 
tung  meiner  früheren  electrischen  Untersuchungen  hat 
mich  zu  neuen  Untersuchungen  geführt,  welche  eine 
wesentliche  Vervollständigung  der  früheren  bilden,  und 
daher  neben  diesen  mit  aufgenommen  werden  mussten. 
Besonders  ist  in  dieser  Beziehung  die  Behandlung  der 
electrodynamischen  Erscheinungen  zu  erwähnen,  welche 
in  der  ersten  Auflage  fehlte,  in  der  gegenwärtigen  aber 
einen  beträchtlichen  Baum  einnimmt.  Dadurch  ist  der 
auf  die  Electricität  bezügliche  Theil  des  Werkes  so 
angewachsen,  dass  es  zweckmässig  erschien,  aus  ihm 
einen  besonderen  Band  zu  bilden,  und  die  noch  übri- 
gen Theile  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  einen 
dritten  Band  vorzubehalten. 

Zugleich  sind  die  so  vervollständigten  Entwicke- 
lungen  nicht  mehr  bloss  als  eine  Anwendung  der  mecha- 
nischen Wännetheorie  auf  die  electrischen  Erscheinun- 


VI  Vorrede. 

gen,  sondern  als  eine  zum  Theil  von  der  Wärmelehre 
unabhängige  mechanische  Behandlung  der  Electricität 
zu  betrachten.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  geglaubt, 
dem  Titel,  welcher  sie  als  zweiten  Band  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  bezeichnet,  noch  einen  anderen 
Titel  hinzufügen  zu  dürfen,  welcher  sie  als  mechanische 
Behandlung  der  Electricität  bezeichnet,  um  dadurch 
anzudeuten,  dass  dieser  Band  auch  als  ein  von  den  an- 
deren Bänden  der  mechanischen  Wärmetheprie  unab- 
hängiges, für  sich  bestehendes  Werk  gelten  kann. 

Bonn,  im  November  1878. 

B.  Clausius. 
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Bemerkung  über  die  Bezeichnungsweise. 

Es  ist  in  diesem  Bande  für  die  partiellen  Differentialcoefücienten  die 
TOn  Jaoobi  eingeführte  Bezeichnongsweise ,  in  welcher  die  aufrechten  d 
durch  runde  9  ersetzt  sind,  in  Anwendung  gebracht,  weil  dadurch  an  eini- 
gen Stellen  die  Auseinandersetzung  an  Klarheit  gewann.  Die  dadurch  ent- 
standene kleine  Abweichung  von  der  Bezeichnungsweise  des  ersten  Bandes 
werden  die  Leser  wohl  kaum  bemerken,  da  jeder  Mathematiker  daran  ge- 
wöhnt ist,  beim  Lesen  verschiedener  Abhandlungen  bald  die  eine,  bald 
die  andere  Bezeichnungsweise  angewandt  zu  sehen. 


ABSCHNITT  L 


Einleitung  in  die  mathematlsohe  Behandlung  der 

Eleotricität. 

§.  1.    Die  Potentialfunction. 

• 

In  den  mathematischen  Betrachtungen  über  Electricität  han- 
delt es  sich  zunächst  dämm,  zu  bestimmen,  in  welcher  Weise 
irgend  eine  Electricitätsmenge,  welche  man  einem  leitenden  Kör- 
per mittheilt,  sich  in  oder  auf  demselben  anordnet,  sei  es,  dass  der 
Körper  von  allen  anderen  leitenden  Körpern  weit  entfernt  ist,  so 
dass  keine  fremden  electrischen  Kräfte  auf  ihn  einwirken  können, 
sei  es,  dass  er  sich  in  der  Nähe  anderer  leitender  Körper  befindet, 
die  entweder  ebenfalls  isolirt  und  mit  gegebenen  Electricitäts- 
mengen  versehen  sein  oder  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehen 
können.  Diese  Bestimmung,  sowie  die  sonstigen  auf  das  Verhalten 
der  Electricität  bezüglichen  Rechnungen  werden  sehr  erleichtert 
durch  die  Einführung  einer  gewissen  Function ,  welche ,  nachdem 
sie  schon  früher  von  verschiedenen  Mathematikern,  wie  Laplace 
und  Poisson,  angewandt  war,  i.  J.  1828  von  George  Green  un- 
ter dem  Namen  Potenticdfimction  speciell  behandelt  i),  und  etwas 
später  auch  von  Gauss  zum  Gegenstande  sehr  werthvoUer  mathe- 
matischer Entwickelungen  gemacht  ist '). 


^)  An  Essay  on  the  Application  of  maihematical  Analysis  to  the  theo* 
ries  of  Electricity  and  Magnetism;  by  George  Green.  Nottingham  1828. 
Wieder  abgedruckt  in  Crelle's  Joum.  Bd.  44  und  47. 

^  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte. 
Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839 1 

Claus  ins,  mech.  Wftrmetheorie.   II.  \ 


2  Abschnitt  I. 

Ich  habe  über  diese  Function,  welche  in  der  mathematischen 
Physik  von  ausserordentlicher  Wichtigkeit  ist,  eine  Schrift  ver- 
öffentlicht, welche  eben  jetzt  in  dritter,  an  verschiedenen  Stellen 
vermehrter  Auflage  erschienen  ist  i).  In  dieser  Schrift  habe  ich 
die  Haupteigenschaften  der  Function  und  einer  aus  ihr  durch  In- 
tegration abgeleiteten  Grösse,  nämlich  des  Potentials^  näher  be- 
sprochen. Ich  kann  mich  daher  hier  darauf  beschränken ,  einige 
Sätze,  welche  zum  Verständnisse  dieser  Einleitung  und  der  folgen- 
den Entwickelungen  nöthig  sind,  kurz  zu  erwähnen,  indem  ich  in 
Bezug  auf  die  Beweise  der  Sätze  und  ihre  weiteren  Ausfuhrungen 
auf  jene  Schrift  verweisen  kann. 

Der  Einfachheit  wegen  werde  ich  die  Betrachtungen  hier  im- 
mer speciell  auf  Electricität  beziehen,  obwohl,  wie  man  leicht 
sehen  wird,  das  Gesagte  sich  mit  geringen  Modificationen  auch  auf 
andere  Agentien,  die  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Ent- 
fernung anziehend  oder  abstossend  wirken,  übertragen  lässt. 


§.  2.    Annahme  zweier  Electricitäten  und  Ausdruck 

ihrer  Kräfte. 

Die  mathematischen  Untersuchungen  über  Electrostatik  pfle- 
gen von  der  Hjrpothese  auszugehen,  dass  es  zwei  verschiedene 
Electricitäten  gebe,  deren  Kräfte  darin  bestehen,  dass  zwei  Mengen 
von  gleicher  Electricität  sich  abstossen  und  zwei  Mengen  von 
entgegengesetzten  Electricitäten  sich  anziehen.  Damit  ist  aber 
nicht  gesagt,  dass  die  Resultate  dieser  Untersuchungen  in  solcher 
Weise  an  die  Hypothese  geknüpft  seien,  dass  sie  mit  derselben 
stehen  und  fallen;  vielmehr  lässt  sich  mit  Bestimmtheit  sagen,  dass 
dieselben  Resultate  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  auch  dann  gül- 
tig bleiben  müssen,  wenn  jene  Hypothese  durch  irgend  eine  an- 
dere ersetzt  wird,  welche  ebenfalls  geeignet  ist,  die  experimentell 
bekannten  electrischen  Kräfte  zu  erklären.  Gerade  aus  diesem 
Grunde  haben  die  mathematischen  Physiker  kein  Bedenken  getra- 
gen, sich  dieser  Hypothese  zu  bedienen,  und  die  Untersuchung,  ob 
die  Hypothese  wirklich  im  wörtlichen  Sinne  als  richtig  zu  betrach- 
ten ist,  der  Zukunft  zu  überlassen. 


^)  Die  Potentialfunctiou  und  das  Potential,  ein  Beitrag  zur  mathemati- 
schen Physik.    Leipzig  bei  J.  A.  Barth. 
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Es  mögen  jiiin  zwei  Electricitätsmengen  gegeben  sein,  die 
durch  q  und  ^  bezeichnet  werden  sollen,  in  der  Weise,  dass  diese 
Grössen  als  mathematisch  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden, 
je  nachdem  die  Electricitätsmengen  der  einen  oder  anderen  Art 
angehören.  Denken  wir  uns  diese  beiden  Electricitätsmengen  in 
zwei  Puncten  concentrirt,  so  muss  die  Kraft,  welche  sie  auf  einan- 
der ausüben,  erstens  proportional  jeder  der  beiden  Mengen,  also 
proportional  dem  aus  den  beiden  Mengen  gebildeten  Producte  sein, 
und  zweitens  ist  sie ,  wie  experimentell  hinlänglich  festgestellt  ist, 
als  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  anzu- 
nehmen. Wir  können  also,  wenn  r  die  Entfernung  der  beiden 
Puncto  von  einander  bedeutet,  die  Kraft  durch  folgenden  Aus- 
druck darstellen: 

worin  s  einen  constanten  Factor  bedeutet,  welcher  von  dem  Maasse 
abhängt,  nach  dem  man  die  Electricitätsmengen  messen  will. 

Wir  wollen  für  unsere  Betrachtungen  folgendes  Maass  anneh- 
men. Als  Einheit  der  Electricität  soll  diejenige  Menge  gelten, 
welche  auf  eine  gleich  grosse  Menge  in  der  Einheit  der  Entfernung 
die  Einheit  der  Kraft  ausübt.  In  diesem  Falle  wird  der  constante 
Factor  seinem  absoluten  Werthe  nach  gleich  Eins.  Es  bleibt  aber 
noch  zu  entscheiden,  ob  wir  ihn  gleich  -(-  1  oder  gleich  —  1 
setzen  wollen.  Dazu  muss  der  Unterschied  zwischen  anziehender 
und  abstosseuder  Kraft  in  Betracht  gezogen  werden,  indem,  wenn 
die  eine  dieser  Kräfte  als  positiv  betrachtet  wird ,  die  andere  als 
negativ  in  Rechnung  zu  bringen  ist.  Wir  wollen  uns  in  dieser 
Beziehung  dahin  entscheiden,  eine  Abstojssung-als  positiv  und  eine 
Anziehung  als  negativ  zu  rechnen ,  weil  die  Abstossung  auf  Ver- 
grösserung  und  die  Anziehung  auf  Verkleinerung  von  r  hinwirkt. 
Dann  müssen  wir  bei  der  Betrachtung  von  Electricität,  weil  gleich- 
artige Electricitätsmengen  sich  abstossen,  den  constanten  Factor 
positiv  machen ,  und  haben  ihn  also  nach  der  obigen  Feststellung 
seines  absoluten  Werthes  gleich  -f-  1  zu  setzen.  Der  Ausdruck 
der  Kraft,  welchen  die  Mengen  q  und  q'  auf  einander  ausüben, 
wird  somit: 

r2 
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§.  3.    Ausdruck  der  Potentialfunction. 

Nun  möge  weiter  angenommen  werden,  dass  nicht  bloss  Eine 
in  einem  Puncto  concentrirte  Electricitätsmenge  ^  auf  die  Menge 
g  wirke,  sondern  dass  beliebig  viele  in  verschiedenen  Puncten  .con- 
centrirte Electricitätsmengen  g',  gi',  q^  etc.  gegeben  seien,  welche 
gemeinsam  auf  g  wirken,  oder  auch,  dass  die  die  Wirkung  aus- 
übende Electricität,  anstatt  in  einzelnen  Puncten  concentrirt  zu 
sein,  über  eine  Linie,  eine  Fläche  oder  einen  körperlichen  Raum 
stetig  verbreitet  sei.  Um  in  diesem  Falle  die  betreffende  Kraft 
nach  Stärke  und  Richtung  in  möglichst  einfacher  Weise  bestim- 
men zu  können,  bilden  wir  zunächst  eine  Grösse,  welche  folgender- 
maassen  definirt  werden  möge. 

Der  Punct,  wo  sich  die  Electricitätsmenge  g  befindet,  welche 
die  Wirkung  erleidet,  sei  mit  j)  bezeichnet ,  und  die  Abstände  die- 
ses Punctes  von  den  Puncten,  wo  die  Electricitätsmengen  g*,  g/, 
gj'  etc.  concentrirt  sind,  mögen  r,  ri,  r^  etc.  heissen^  Dann  wird 
die  in  Rede  stehende  Grösse,  welche  mit  V  bezeichnet  zu  werden 
pflegt,  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

(1)  7=-2!  +  2L  +  ft:4-etc. 

oder,  wenn  man  die  Summe  durch  ein  Summenzeichen  andeutet: 

I 

g  .1^    i    Wenn  die  die  Wirkung  ausübende  Electricität  nicht  in  einzelnen 

Puncten  concentrirt,  sondern  über  eine  Linie,  eine  Fläche  oder 

^J  -^    ('  ,    einen  körperlichen  Raum  stetig  verbreitet  ist,  so  denke  man  sich 

i^         1   dieselbe  in  Elemente  d^  zerlegt,  bezeichne  mit  r  den  Abstand 

/  ^    /fl  x®^^®^  Elementes  vom  Puncto  p  und  bilde  dann  statt  der  in  der 

Wm/\S   4ir^origen  Gleichung  angedeuteten  Summe  das  entsprechende  Lite- 

V'wtliClral.nämUch:  , 

Ux  n  fA7fe^-^- ;  ^ =/  T^ •      ?^^ -J^  •"  '|-^-"^^^ 

■p^  .  /  Dieser  letztere  Ausdruck  von  V  ist  der  allgemeinere,  und  schliesst 
^  ,  ^uch  den  vorigen  in  sich  ein,  denn  man  kann  offenbar  auch  in  dem 
L/ci   J  '  ^^'*4'alle,  wo  endliche  Electricitätsmengen  in  einzelnen  Puncten  con- 


ff\         .      centrirt  sind,  eine  Integration  ausfuhren. 


\i 


/»  > 
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Es  versteht  sich  übrigens  dem  Obigen  nach  von  selbst,  dass 
man  nicht  nur  fiir  Electricität,  sondern  auch  für  jedes  andere 
nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  anziehend  oder 
abstossend  wirkende  Agens  einen  Ausdruck  dieser  Art  bilden  kann, 
wobei  man  den  in  der  allgemeinen  Eraftformel  vorkommenden 
Coefücienten  c,  dessen  Werth  von  der  für  das  Agens  gewählten 
Maasseinheit  abhängt,  und  den  wir  bei  der  Electricität  durch  1 
ersetzt  haben,  der  Allgemeinheit  wegen  vorläufig  beibehalten  kann. 

Die  so  bestimmte  Grösse  Fist  es,  welche  Green  die  Potef^ 
tidifundian  genannt  hat.  Gauss  hat  später  dieselbe  Grösse  ein- 
fach Potential  genannt;  indessen  ist  diese  Benennung  mit  einem 
Uebelstande  behaftet.  Es  giebt  nämlich  noch  eine  andere  sehr 
wichtige  Grösse,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird,  welche 
man  das  Potential  einer  Menge  auf  eine  andere  oder,,  nach  Umstän- 
den, das  Potential  einer  Menge  auf  sich  $elbst  nennt.  Man  würde 
also  bei  der  Annahme  der  Gauss'schen  Benennungsweise  für  zwei 
Begriffe,  die  zwar  verwandt,  aber  nicht  gleich  sind,  dasselbe  Wort 
Potential  gebrauchen.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in  meinen  auf 
Electricität  bezüglichen  .Abhandlungen  und  in  der  oben  citirten 
Schrift  für  die  durch  die  Gleichung  (3)  definirte  Grösse  wieder 
den  von  Green  vorgeschlagenen  Namen  Potentialfunction  gewählt, 
und  den  Namen  Potential  nur  für  jene  andere,  aus  der  Potential- 
function  durch  Integration  abgeleitete  Grösse  angewandt 


§.  4.    Bestimmung  der  Kraftcomponenten  mit  Hülfe 

der  Potentialfunction. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Function 
bestimmt  sich  nun  die  in  irgend  einem  Puncte  p  wirkende  Kraft 
folgendermaassen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  die  im  Puncte  p  gedachte 
Electricitätsmenge,  welche  die  Wirkung  erleidet,  und  welche  oben 
mit  q  bezeichnet  wurde ,  sei  eine  positive  Eledricitätseinheit.  Die 
auf  diese  Electricitätseinheit  ausgeübte  Kraft  denken  wir  uns  in 
drei  in  die  Richtungen  dreier  rechtwinkliger  Goordinaten  fallende 
Componenten  zerlegt,  welche  mit  X,  F,  Z  bezeichnet  werden  mö- 
gen. Wenn  wir  dann  V  (die  Potentialfunction  der  die  Wirkung 
ausübenden  Electricität  an  dem  betreffenden  Puncte)  als  Function 
der  Coordinaten  o;,  y,  z  des  Punctes  betrachten,  so  haben  wir; 
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(4)  X^-Il;      r=-|r;      Z=-ir. 
^  ^  dx  dy  dz   . 

Eben  so  einfach,  wie  die  Kraftcomponenten  nach  den  drei 
Coordinatenrichtungen,  lässt  sich  auch  die  Kraftcomponente  nach 
irgend  einer  beUebigen  anderen  Richtung  ausdrücken.  Denken 
wir  uns  durch  den  Punkt  p  eine  beliebige  Linie  gezogen ,  und  be- 
zeichnen den  auf  dieser  Linie  gemessenen  Abstand  des  Punctes 
p  von  irgend  einem  anderen  als  Anfangspunct  gewählten  Puncte 
der  Linie  mit  s ,  und  dem  entsprechend  die  unendlich  kleine  Zu- 
nahme, welche  F  erleidet,  wenn  der  betrachtete  Vnuct  p  sich  auf 

dV 
dieser  Linie  um  das  Wegelement  ds  fortbewegt,  mit  —  ds,  so 

wird  die  in  die  Richtung  dieser  Linie  fallende  Kraftcomponente, 
welche  S  heissen  möge,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(5)  .  «=-|f. 

Sollte  sich  im  Puncte  p  nicht  gerade  eine  Electricitäts6en/tct7, 
sondern  eine  beliebige  andere  Electricitätsmenge  befinden,  welche 
die  Wirkung  erleidet,  und  welche,  wie  früher,  mit  g  bezeichnet 
werden  möge ,  in  der  Weise ,  dass  q  sowohl  eine  positive  als  auch 
eine  negative  Grösse  darstellen  kann,  so  lauten  die  Ausdrücke  der 
Kraftcomponenten,  welche  diese  Electricitätsmenge  nach  den  Coor- 
dinatenrichtungen x^y^  z  und  nach  der  beliebigen  Richtung  s  er- 
leidet: 

dV  dV  dV      ,  dV 

^  dx  dy  ^  dz  ^  ds 

Wenn  man  in  der  eben  angegebenen  Weise  die  in  die  drei 
Coordinatenrichtungen  fallenden  Kraftcomponenten  ausgedrückt 
hat,  s6  kann  mau  daraus  natürlich  auch  die  ganze  Kraft  nach 
Grösse  und  Richtung  leicht  bestimmen. 


§.  5.    Das  Potentialniveau. 
Bildet  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  A  eine  Constante  bedeutet,  so  ist  dieses  die  Gleichung  einer 
Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  jeden  in  ihr  liegen- 
den Punct  die   Kraft,   welche   eine  dort  gedachte  Electricitäts- 
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menge  erleiden  würde,  auf  der  Fläche  senkrecht  ist.  Die  Fläche 
hat  also  in  Bezug  auf  die  hier  betrachtete  electrische  Kraft  die- 
selbe Bedeutung,  wie  die  Oberfläche  einer  ruhenden  Flüssigkeit  in 
Bezug  auf  die  Schwerkraft,  und  man  nennt  daher  eine  solche 
Fläche  eine  Niveaufläche. 

Nimmt  man  für  die  Potentialfuncüon  einen  anderen  constan- 
ten  Werth  an,  indem  man  z.  B.  setzt: 

V=B, 
SO  wird  dadurch  eine  andere  Niveaufläche  bestimmt,  und  auf  diese 
Weise  kann  man  unendlich  viele  Niveauflächen  erhalten.  Wir 
wollen  demgemäss  den  Werth,  welchen  die  Potentialfunction  in 
irgend  einem  Puncto  des  Raumes  hat,  und  durch  welchen  die 
durch  diesen  Punct  gehende  Niveaufläche  bestimmt  wird,  kurz  das 
Potentialniveau  dieses  Punctes  nennen. 

Bei  der  Electricität  (und  ebenso  bei  jedem  anderen  Agens, 
welches  theils  anziehende,  theils  abstossende  Kräfte  ausübt)  können 
die  Potentialniveaux  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein,  und  die 
Räume,  in  denen  das  Eine  und  das  Andere  stattfindet,  werden 
durch  eine  Niveaufläche  mit  dem  Potentialniveau  Null  von  ein- 
ander getrennt. 

Denken  wir  uns  nun  in  irgend  einem  Puncto  des  Raumes 
eine  positive  Electricitätseinheit  concentrirt,  und  betrachten  die 
Kraft,  welche  auf  diese  wirkt,  in  der  Weise,  dass  wir  für  jede  von 
dem  Puncto  ausgehende  Richtung  die  in  dieselbe  fallende  Kraft- 
componente  bestimmen,  so  lässt  sich  allgemein  Folgendes  sagen. 
Nach  den  Richtungen,  nach  welchen  das  Potentialniveau  abnimmt, 
ist  die  Kraftcomponente  positiv,  und  nach  den  Richtungen,  nach 
welchen  das  Potentialniveau  zunimmt,  ist  die  Kraftcomponente 
negativ,  und  dem  absoluten  Werthe  nach  ist  die  Kraftcomponente 
um  so  grösser,  je  schneller  in  der  betrachteten  Richtung  das  Po- 
tentialniveau sich  ändert,  da  dem  Obigen  nach  die  Kraftcompo- 
nente durch  den  belrefl'enden  negativ  genommenen  Differential- 
coefficienten  des  Potentialniveaus  dargestellt  wird. 

§.  6.    Differentialausdruck  zweiter  Ordnung,  welcher  die 
Vertheilung  des  wirksamen  x4gens  im  Räume  bestimmt. 

Ausser  der  Eigenschaft,  die  Kraftcomponenten  auf  eine  so 
einfache  Art  darzustellen ,  hat  die  Potentialfunction  noch  eine  an- 
dere sehr  wichtige  Eigenschaft,  welche  hier  zunächst  für  ^in  be- 
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liebiges  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  anzie- 
hend oder  abstossend  wirkendes  Agens  ausgesprochen ,  und  dann 
sofort  speciell  auf  Electricität  angewandt  werden  soll. 

Wenn  der  Punct  j)  in  einem  Baume  gelegen  ist,  in  welchem 
sich  von  dem  Agens,  dessen  Potentialfunction  durch  V  dargestellt 
wird,  nichts  befindet,  so  gilt  die  Gleichung: 

Wenn  dagegen  der  Punctj)  sich  in  einem  Räume  befindet,  wel- 
cher von  dem  wirksamen  Agens  oder  von  einem  Theile  desselben 
stetig  erfiillt  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  eine  andere  Gestalt  an. 
Wir  wollen  die  Dichtigkeit  des  Agens  an  der  betreffenden  Stelle 
des  Raumes  mit  h  bezeichnen  (so  dass  die  in  einem  Raumelemente 
dt  befindliche  Menge  des  Agens  durch  Je  dt  dargestellt  wird),  dann 
gilt  die  Gleichung: 

Diese  letztere  Gleichung  ist  die  allgemeinere  und  umfasst 
die  vorige,  denn,  wenn  der  Punct  j)  sich  ausserhalb  des  von  dem 
wirksamen  Agens  erfüllten  Raumes  befindet,  so  ist  dort  Ä;  =  0, 
und  dadurch  geht  die  Gleichung  (7)  in  (6)  über.  Aus  der  Glei- 
chung (7)  ergiebt  sich,  dass  man  vermöge  der  Potentialfunction 
nicht  nur  die  Kräfte,  welche  das  wirksame  Agens  ausübt,  sondern 
auch  die  Yertheilung  des  Agens  selbst  bestimmen  kann. 

Da  der  vorstehende  Differentialausdruck  sehr  häufig  vor- 
konmit,  so  hat  man  für  ihn  das  einfache  Zeichen  ^  V  eiAgeführt. 
Danach  lauten  die  beiden  vorigen  Gleichungen : 

(6a)  X^\r:jr=0 

(7a)  y^/^Frr:  —  4««*. 

Setzt  man  für  den  Coefficienten  £  den  Werth  1 ,  welchen  wir 
bei  der  Electricität,  gemäss  der  für  dieselbe  gewählten  Maass- 
einheit, in  Anwendung  gebracht  haben,  so  geht  die  Gleichung  (7  a) 
über  in  . 

(8)  V  r--^-^F=- 4ää. 


§.  7.    Gleichgewichtszustand  der  Electricität. 

Es  möge   nun,  wie  es  im  Anfange  dieser  Einleitung  gesagt 
wurde ^  angenommen  werden,  es  sei  irgend  ein  aus  einem  leiten* 
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en  StofiFe  bestehender,  aber  von  Nichtleitern  umgebener  Körper 
egeben,  und  demselben  sei  eine  beliebige  Electricitätsmenge  mit- 
etheilt,  die  sich  entweder  für  sich  allein,  oder  unter  dem  Ein- 
lasse fremder,  auf  anderen  Körpern  befindlicher  Electricitäts- 
lengen  in  das  Gleichgewicht  zu  setzen  habe.  Es  fragt  sich  dann, 
de  man  die  für  dieses  Gleichgewicht  zu  erfüllende  Bedingung  am 
dnfachsten  mathematisch  ausdrücken  kann,  und  wo  sich  dabei  die 
getrennt  vorhandene  Electricität  befinden  muss.  Dabei  mag  be- 
nerkt  werden,  dass  man  voraussetzt,  im  unelectrischen  Zustande 
mthalte  ein  Körper  in  jedem  seiner  Elemente  gleiche  Mengen 
positiver  und  negativer  Electricität,  während  im  electrischen  Zu- 
stande in  oder  an  dem  Körper  Stellen  vorkommen ,  wo  ein  üeber- 
schuss  an  positiver  oder  negativer  Electricität  vorhanden  sei.  Einen 
solchen  irgendwo  vorhandenen  Ueberschuss  an  positiver  oder  nega- 
dver  Electricität  wollen  wir,  wie  es  vorher  geschehen  ist,  getrennte 
Electricität  nennen. 

In  einem  leitenden  Körper  kann  Bewegung  der  Electricität 
stattfinden;  in  dieser  Beziehung  sind  aber  verschiedene  Annah- 
men möglich.  Man  kann  sich  entweder  denken,  dass  beide  Electri- 
citäten  beweglich  seien,  oder  dass  nur  Eine,  welche  dann  als  die 
positive  gelten  soll,  beweglich  und  die  andere  fest  an  die  ponde- 
rablen  Atome  gebunden  sei.  Für  die  Electrostatik  macht  es  kei- 
nen wesentlichen  Unterschied,  welche  dieser  beiden  Annahmen 
man  macht,  für  die  Electrodynamik  aber  entsteht  daraus  eine  Ver- 
schiedenheit von  Belang,  und  dort  werden  wir  daher  speciell  dar- 
über zu  sprechen  haben. 

Wenn  nun  in  dem  leitenden  Körper  Gleichgewicht  sein  soll, 
so,  müssen  im  Innern  desselben  an  jeder  Stelle  die  von  den  ver- 
schiedenen Theilen  der  vorhandenen  Electricität  ausgeübten  Kräfte 
sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass  ihre  Resultante  Null  ist,  denn 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  eine  Resultante  von  angebbarem 
Werthe  bestände,  so  würde  sich  die  hier  vorhandene  positive 
Electricität  in  der  Richtung  der  Resultante  und  die  negative 
Electricität,  falls  auch  sie  beweglich  ist,  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  bewegen,  was  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  Gleich- 
gewicht stattfinden  soll,  widerspräche.  In  der  Bedingung,  dass  die 
Resultante  Null  sein  muss,  ist  zugleich  mit  einbegriffen,  dass,  wenn 
man  sich  die  Resultante  in  drei  nach  den  Coordinatenrichtungen 
gehende  Componenten    zerlegt  denkt,   auch  diese  Gomponenten 
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einzeln  Null  sein  müssen.  Es  müssen  also  überall  im  Innern  des 
leitenden  Körpers  folgende  drei  Gleichungen  gelten : 

81=0-         ^=0-         ^=0 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichgewichtsbedingung,  dass  die 
Potentialfundion  V  innerhalb  des  leitenden  Körpers  eineti  constan- 
ten  Werth  haben  muss. 

Dem  eben  Gesagten  nach  lassen  sich  auch  die  folgenden  drei 
Gleichungen  bilden: 

?!r_o-    ?ir_o.    ?!i-o 

und  wenn  man  diese  auf  die  Gleichung  (8)  anwendet,  so  findet 
man,  dass  im  Innern  des  leitenden  Körpers  überall 

sein  muss.  Man  gelangt  also  auf  diese  Weise  zu  dem  wichtigen 
Schlüsse,  dass  im  Gleichgewichtszustande  sich  in  dem  Körper,  so- 
weit er  leitend  ist,  nirgends  getrennte  Electricität  befinden  kann, 
sondern  dass  nur  an  der  Oberfläche,  wo  der  leitende  Körger  jon 
Nichtleitern  begrenzt  ist,  getrennte  Electricität  angehäuft  sein 
kann. 

Man  muss  sich  also  an  der  Oberfläche  eine  sehr  dünne  Schicht 
mit  der  getrennten  Electricität  erfüllt  denken.  Eine  genaue  Be- 
stimmung der  Dicke  dieser  Schicht  würde  sich  ohne  näheres  Ein- 
gehen auf  das  Wesen  der  Electricität  und  auf  die  Natur  der  lei- 
tenden nnd  nichtleitenden  Medien,  an  deren  Trennungsfläche  die 
Electricität  angehäuft  ist,  nicht  wohl  ausführen  lassen.  Man  pflegt 
sich  daher  mit  dem  Resultate,  dass  die  Dicke  sehr  gering  sein 
muss,  zu  begnügen,  und  bei  den  meisten  Betrachtungen  sieht  man 
von  der  Dicke  der  Schicht  ganz  ab,  und  betrachtet  einfach  die 
Electricität  als  auf  einer  Fläche  beflndlich. 


§.  8.    Differentialausdruck,  welcher  die  Vertheilung  des 
wirksamen  Agens  auf  einer  Fläche  bestimmt 

Da  man  es  in  der  Electricitätslehre,  wie  eben  erwähnt  wurde, 
mit  einem  Falle  zu  thun  hat,  wo  man ,  wenigstens  bei  mathemati- 
schen Untersuchungen,   anzunehmen   pflegt,  dass  das  wirksame 
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Agens  (nämlich  die  getrennte  Electiicität)  nicht  einen  körper- 
Hchen  Raum  ausfüllt,  sondern  sich  auf  einer  Fläche  befindet,  so 
muss  hier  noch  ein  auf  diesen  Fall  bezüglicher  wichtiger  Satz  an- 
geführt werden. 

Durch  einen  Punct  einer  solchen  Fläche,  welche  das  Agens 
enthält,  sei  eine  senkrecht  gegen  die  Fläche  gerichtete  Gerade  ge- 
zogen, und  auf  dieser  Geraden  denke  man  sich  den  Punkt  j),  auf 
welchen  die  Potentialfunction  sich  bezieht,  beweglich.  Der  Ab- 
stand des  Punctes  p  von  der  Fläche,  welcher  an  der  einen  Seite 
der  Fläche  als  positiv  und  an  der  anderen  Seite  als  negativ  zu  be- 
trachten ist,  sei  mit  n  bezeichnet.    Wenn  wir  nun  den  auf  diese 

Gerade  bezüglichen  Differentialcoefficienten  - —  bilden ,  dessen  ne- 

gativer  Werth  die  in  die  Normalrichtung  fallende  Componente 
der  Kraft  darstellt,  so  hat  derselbe  an  den  beiden  Seiten  der 
Fläche  verschiedene  Werthe,  indem  er  beim  Hindurchgehen  des 
Punctes  durch  die  Fläche  eine  sprungweise  Aenderung  seines 
Werthes  erleidet,  deren  Grösse  von  der  an  der  betreffenden  Stelle 
der  Oberfläche  stattfindenden  Dichtigkeit  abhängt.  Sei  die  Flächen- 
dichtigkeit an  dieser  Stelle  mit  h  bezeichnet  (so  dass  ein  dort  be- 
findliches Flächenelement  (2(9  die  Menge  hdto  des  Agens  enthält), 
und  seien  femer  die  beiden  Werthe,  welche  der  Differentialcoeffi- 

dV        , 
cient  -?r-  annimmt,  wenn  der  Punct  i)  an  der  positiven  und  an 

der  negativen   Seite    bis   dicht   an   die   Fläche  heranrückt,  mit 

(:r— )       und  (tt')        bezeichnet,  so  gilt  die  Gleichung: 

Wendet  man  diese  Gleichung  speciell  auf  Electricität  an,  so 
ist  wieder,  wie  bisher,  a  =  1  zu  setzen,  und  es  kommt: 

Wenn  die  betrachtete  Fläche  die  Grenzfläche  eines  leitenden  Kör- 
pers bildet,  so  weiss  man,  dass  im  Inneren  eines  leitenden  Kör- 
pers bis  dicht  an  die  Oberfläche  die  Potentialfunction  V  constant 
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ist.  Demnach  hat  man,  wenn  die  Normale  nach  Aussen  positiv 
und  nach  Innen  negativ  gerechnet  wird, 

und  die  vorige  Gleichung  geht  daher  über  in:  t 

Hierdurch  ist  die  Beziehung  zwischen  der  dicht  an  der  Oberfläche 
eines  leitenden  Körpers  wirkenden  Normalkraft  und  der  daselbst 
stattfindenden  electrischen  Dichtigkeit  gegeben. 


§.  9.    Anordnung  der  Electricität  auf  einer  Kugel 

und  auf  einem  EUipsoid. 

Wir  wollen  nun  für  einzelne  Fälle  betrachten,  in  welcher 
Weise  die  Electricität  sich  auf  der  Oberfläche  eines  leitenden  Kör- 
pers anordnet. 

Die  Bedingung,  aus  welcher  diese  Anordnung  zu  bestimmen 
ist,  ist  immer  die,  dass  die  Potentialfunction  der  gesammten  Elec- 
tricität in  jedem  leitenden  Körper  constant  sein  muss,  woraus 
dann  folgt,  dass'  die  Resultante  der  electrischen  Kräfte  Null  ist 

Als  einfachsten  Fall  wollen  wir  annehmen,  es  sei  ein  leiten- 
der Körper  von  der  Gestalt  einer  Kugel  gegeben,  diesem  sei  eine 
gewisse  Electricitätsmenge  Q,  die  positiv  oder  negativ  sein  kann, 
mitgetheilt,  und  ausser  dieser  Electricitätsmenge  seien  in  der 
Nähe  keine  getrennten  Electricitäten  vorhanden,  welche  auf  die- 
selbe einwirken  könnten. 

In  diesem  Falle  kann  man  sofort  daraus,  dass  die  Kugel  nach 
allen  Seiten  symmetrisch  ist,  schliessen,  dass  die  Electricität  sich 
gleichförmig  über  die  Oberfläche  verbreiten  muss.  Da  nun  die 
Grösse  der  Oberfläche ,  wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bedeutet, 
durch  4Äa^  dargestellt  wird,  so  erhalten  wir  für  die  mit  h  be- 
zeichnete Flächendichtigkeit  der  Electricität  die  Gleichung : 

Ein  zweiter  etwas  allgemeinerer  Fall,  welcher  den  vorigen 
als  speciellen  Fall  in  sich  schliesst,  und  welcher  ebenfalls  zu  einem 
sehr  einfachen  Resultate  führt ,  ist  der ,  wenn  der  leitende  Körper 
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die  Gestalt  eines  EUipsoids  hat  Für  diesen  Fall  hat  Poissqn 
zur  Bestimmung  der  electrischen  Dichtigkeit  an  den  yerschiede^ 
nen  Puncten  der  Oberfläche  folgende  Regel  gegeben,  deren  Rich- 
tigkeit sich  leicht  nachweisen  lässt 

Man  denke  sich  um  das  gegebene  Ellipspi^  ein  zweites  ähn- 
liches und  concentrisches  Ellipsoid  mit  gleichgerichteten  Axen  be- 
schrieben, welches  seiner  Grösse  nach  nur  sehr  wenig  von  dem 
gegebenen  verschieden  sei,  so  dass  zwischen  beiden  Ellipsoidflächen 
eine  sehr  dünne  Schicht  eingeschlossen  sei,  und  diese  Schicht 
denke  man  sich  gleichförmig  mit  Electricität  ausgefüllt.  Die  un- 
ter diesen  Umständen  über  irgend  einem  Oberflächenelemente  be- 
findliche Electricitätsmenge  ist  gleich  derjenigen,  welche  im  Gleich- 
gewichtszustande auf  dem  Oberflächenelemente  vorhanden  sein 
muss. 

Aus  dieser  Regel  lässt  sich  der  mathematische  Ausdruck  der 
Flächendichtigkeit  an  verschiedenen  Stellen  leicht  ableiten.  Be- 
trachten wir  irgend  ein  Element  dco  der  Oberfläche  des  gegebe- 
nen Ellipsoids ,  und  nennen  die  Dicke  der  Schicht  an  dieser  Stelle 
y,  so  ist  yd ö  der  unendlich  keine  Theü  der  Schicht,  welcher  sich 
über  diesem  Oberflächenelemente  befindet.  Femer  wollen  wir  die 
Raumdichtigkeit,  welche  man  erhält,  wenn  man  sich  die  Schicht 
gleichförmig  von  der  gegebenen  Electricitätsmenge  erfüllt  denkt? 
mit  k  bezeichnen.  Dann  befindet  sich  über  dem  Flächenelemente 
dd  die  Electricitätsmenge  Jcyda.  Nun  wird  aber  andererseits, 
wenn  wir  mit  h  die  Flächendichtigkeit  der  Electricität  an  der  be- 
treffenden Stelle  bezeichnen,  die  auf  dem  Flächenelemente  d  a  be- 
findliche Electricitätsmenge  durch  hd(o  dargestellt  Aus  der  Yer- 
gleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  folgt,  dass  man  zu  setzen  hat: 

h  =  ky. 

Seien  nun  a,  6,  c  die  Halbaxen  des  gegebenen  Ellipsoids,  und 
a  (1  -{-  d)^b  (l  -{-  8)^  c  (l  -{-  d)^  worin  d  eine  sehr  kleine  Grösse 
ist,  die  Halbaxen  des  construirt  gedachten  concentrischen  Ellip- 
soids. Wenn  man  dann  nach  dem  betrachteten  Puncte  der  Ober- 
fläche vom  Mittelpuncte  aus  einen  Leitstrahl  zieht,  dessen  Länge 
u  heissen  möge,  und  diesen  Leitstrahl  bis  zur  concentrischen 
Ellipsoidfläche  fortgesetzt  denkt,  so  wird  seine  Länge  bis  zum 
Durchschnitte  mit  dieser  zweiten  Fläche  durch  u  (l  -{-  d)  dar- 
gestellt. Das  zwischen  beiden  Flächen  liegende  Stück  des  Leit- 
strahies  hat  also  die  Länge  d .  u.   Multiplicirt  man  diese  Grösse 
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mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  der  Leitstrahl  mit  der  an 
der  betreffenden  Stelle  auf  der  Oberfläche  errichteten  Normale 
bildet,  so  erhält  man  die  dort  stattfindende  Dicke  der  Schicht. 
Es  kommt  also,  wenn  man  diesen  Winkel  mit  q)  bezeichnet: 

y  z=z  d  ,  ucosq). 

Dieses  in  die  vorige  Gleichung  eingesetzt,  giebt: 

(13)  k  =  Jcd  .  ucosq>. 

Hier  kann  man  zunächst  das  Product  Jcd  bestimmen.  Das 
Volumen  des  gegebenen  EUipsoids  ist  ^x ab c.  Entsprechend  ist 
das  Volumen  des  construirt  gedachten  concentrischen  Ellipsoids 
^xabc  (1  -f-  Ä)3,  wofür  man,  da  S  als  sehr  klein  vorausgesetzt 
ist,  schreiben  kann :  ^jtabc  (1  -|-  3 d).  Zieht  man  nun  das  erste 
Volumen  vom  zweiten  ab,  so  erhält  man  das  Volumen  der  zwi- 
schen beiden  Flächen  befindlichen  Schicht,  nämlich: 

4:nabc  .  d. 

Da  nun  die  Raumdichtigkeit  innerhalb  dieser  Schicht  mit  k  be- 
zeichnet ist,  so  kann  man,  wenn  die  gegebene,  unserem  EUipsoid 
mitgetheilte  Electricitätsmenge  Q  heisst,  schreiben: 

Q  =z  4:Xabc  .  d  .  Jc^ 
und  daraus  folgt: 

4xabc 
Dieses  in  den  in  (13)  gegebenen  Ausdruck  von  h  eingesetzt,  giebt: 

Q 

(14)  Ä  =  - — ^-T—  u  cos  q>. 

Es  bleibt  nun  nur  noch  das  Product  ticosg)  auszudrücken. 
Seien  rr,  y,  z  die  Coordinaten  des  betrachteten  Oberflächenpunctes, 
wo  man  die  Dichtigkeit  bestimmen  will,  so  werden  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  der  Leitstrahl  mit  den  Coordinatenaxen  bil- 
det, ausgedrückt  durch 

X      y      z  ^ 

Femer  werden  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  ausgedrückt  durch: 

x^  y  z 

li^  1^  1^ 


K    a*        6*        c*       K    «4  ^  6*  ^  c^      V    »4  ^  ö^  "^  c* 
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Hieraus  folgt,  dass  man  für  den  Cosinus  des  Winkels  97,  den  der 
Leitstrahl  mit  der  Normale  bildet,  folgenden  Ausdruck  erhält: 

cosq)  = 


^"'"  F  +  "?^ 


u 


Der  Zähler  dieses  Bruches  hat  einen  sehr  einfachen  Werth.  Es 
gilt  nämlich  für  einen  Punct  der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  mit 
den  Halbaxen  a,  6,  c  bekanntUch  die  Gleichung : 

(1^)  l  +  F  +  ^  =  ^- 

Setzen  wir  diesen  Werth  ein  und  multipliciren  ausserdem  die 
Gleichung  mit  ü,  so  kommt: 


ucosq)  = 


Vre»        y2        ^2 
0^+  fr^  +  c^ 


Durch  Anwendung  dieses  Werthes  auf  die  Gleichung  (14)  erhal- 
ten wir  den  gesuchten  mathematischen  Ausdruck  der  Flächen- 
dichtigkeit A,  nämlich : 

(16)  h=   -r-^ ^ 


\/^*  .  yf  +  ü 


Aus  diesem  Ausdrucke  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (15)  eine  der  Coordinaten  eliminiren.  Man  kann  z.  B.  nach 
(15)  setzen: 


fi  —  1  _  ^  —  i(! 


wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in: 

Q  1 


(17)  h  = 


Aiiab    W  c^  —  a^  c^  —  b^    , 
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§.  10.    Anordnung  der  Electricität  auf  einer  ellipti- 
schen Platte. 

Aus  dem  vorigen  Resultate  lässt  sich  als  specieller  Fall  noch 
ein  Resultat  ableiten,  welches  von  besonderem  Interesse  ist. 

Man  betrachtet  oft  den  Fall,  wo  der  leitende  Körper,  dem 
man  Electricität  mittheilt,  die  Form  einer  dünnen  Platte  hat,  wo- 
bei man  als  Grenzfall  auch  die  Platte  als  unendlich  dünn  anneh- 
men kann.  Es  fragt  sich  dann,  wie  sich  auf  einer  solchen  Platte 
die  Electricität  vertheili  Für  Platten  von  elliptischer  Gestalt 
kann  man  nun  die  Yertheilung  der  Electricität  dem  Vorigen  nach 
ohne  Weiteres  hinschreiben,  wenn  man  eine  elliptische  Platte  als 
ein  sehr  flaches  Ellipsoid  ansieht. 

Sei  die  Halbaxe  c  als  diejenige  angenommen,  welche  sehr 
klein  geworden  ist,  so  wollen  wir  die  Gleichung  (17)  in  folgender 
Form  schreiben: 

Q  1 


(18)       h  = 


iitab    1  /  a;«        y 


V'-S-^+«'(S+S 


Hierin  ist  von  den  beiden   unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden 
Grössen 


im  Allgemeinen  die  letztere  gegen  die  erstere  als  sehr  klein  anzu- 
sehen, und  nur  in  der  Nähe  des  Randes,  wo  die  erstere  sich  dem 
Werthe  Null  nähert,  gewinnt  dadurch  die  letztere  an  Bedeutung. 
Nimmt  man  die  Platte  als  unendlich  dünn  an,  so  dass  die 
mit  dem  Factor  c'  behaftete  Grösse  als  ganz  verschwindend  zu  be- 
trachten sei,  so  hat  man  zu  setzen: 

(19)  h  =  Y^'rr-. ^=^== ^• 

Ist  die  Platte  kreisförmig,  so  muss  man  &  =  a  setzen.  Zu- 
gleich kann  man  dann,  wenn  r  den  Abstand  des  betrachteten 
Punctes  vom  Mittelpuncte  bedeutet,  schreiben:  a;^  +  y*  =  r\  wo- 
durch die  Gleichungen  (18)  und  (19)  übergehen  in: 


(20)  h  = 


Mathematische  Einleitung.  17 

Q  1 


4  3ra*    1  /  ^5        ^ä^ 


(21)  %  =  -j-^ 


lA^ 


Diese  letzteren  Gleichungen  lassen  die  Zunahme  der  Dichtig- 
keit der  Electricität  von  der  Mitte  nach  dem  Rande  zu  besonders 
deutlich  erkenneji.  Man  sieht  dass  sie  zuerst  langsam  und  dann 
immer'  schneller  wächst,  je  näher  man  dem  Bande  kommt.  Bei 
einer  unendlich  dünnen  Platte  würde  am  Bande  selbst,  also  fiir 
r  =  a,  die  Dichtigkeit  unendlich  gross  sein.  Daraus  folgt  aber 
nicht  ^  dasadiß.auf  der  Platte  befindliche  Electricität  in  so  iiber- 
wiegender  Menge  am  Bande  angehäuft  sein  würde,  dass  man  da- 
gegen die  auf  den  mittleren  Partien  der  Platte  befindliche  Menge 
vernachlässigen  dürfte. 

Um  hierüber  ein  bestimmtes  Urtheil  zu  gewinnen ,  wollen  wir 
uns  die  ganze  Kreisfläche  durch  einen  mit  dem  Badius  6,  der  klei- 
ner als  a  ist,  geschlagenen  concentrischen  Kreis  in  zwei  Theile 
getheilt  denken,  in  die  innere  Kreisfläche  mit  dem  Badius  b  und 
in  die  zwischen  ihrer  Peripherie  und  dem  Bande  der  Platte  gele- 
gene ringförmige  Fläche ,  und  wollen  die  auf  beiden  Theilen  be- 
findlichen Electricitätsmengen  bestimmen.  Dieselben  mögen  durch 
R  und  8  bezeichnet  werden,  wobei  die  beiden  einander  unendlich 
nahe  gegenüberliegenden  parallelen  Grenzflächen  der  Platte  ge* 
meinsam  betrachtet,  und  die  auf  ihnen  befindlichen  Electricitäts- 
mengen zusammengefasst  sein  sollen.    Dann  haben  wir  zu  setzen: 

277  b 


(22) 


0         0         Y  a"^ 


271 


0        b        Y  a* 

Setzen  wir  z.  B.  6  =  |  a,  so  ist: 

ü  =  I  (>  und  S  =  f  g, 
und  setzen  wir  6  =  ||  a,  so  ist: 

Clftusias,   meeh.  Wftrmetheorie.   IX  O 
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Es  sind  auch  experimentelle  Untersuchungen  über  die  Zu- 
nahme der  Dichtigkeit  auf  einer  mit  Electricität  geladenen  me- 
tallenen Kreisplatte  von  Coulomb  angestellt,  deren  Resultate 
Biot  in  seinem  Tratte  de  Physique,  T.  Hp.  277  (deutsche  Bear- 
beitung von  Fe  ebner,  Bd.  II,  S.  191),  mittheilt.  Diese  mögen 
hier  ebenfalls  Platz  finden  und  mit  den  Werthen,  welche  sich  für 
den  Fall,  dass  die  Platte  unendlich  dünn  gewesen  wäre,  aus  der 
obigen  Formel  ergeben  würden,  verglichen  werden.  Dabei  ist  zu 
bemerken ,  dass  bei  einer  unendlich  dünnen  Platte  eine  schnellere 
Zunahme  der  Dichtigkeit  von  der  Mitte  nach  dem  Rande  hin  statt- 
finden müsste,  als  bei  einer  Platte  von  endlicher  Dicke,  dass  die- 
ser Unterschied  besonders  in  der  Nähe  des  Randes  beträchtlich 
wird,  und  dass  am  Rande  selbst  keine  Vergleichung  mehr  mög- 
lich ist,  indem  die  unendlich  dünne  Platte  dort  eine  unendlich 
grosse  Dichtigkeit  haben  würde,  während  bei  einer  Platte  von 
endlicher  Dicke  ein  bestimmter  endlicher  Werth  entstehen  muss, 
der  bei  solcher  Dicke,  wie  sie  eine  gewöhnliche  üondensatorplatte 
hat,  und  wie  sie  wahrscheinlich  (obwohl  keine  Angabe  darüber 
vorliegt)  auch  die  Coulomb 'sehe  Platte  gehabt  hat,  nicht  einmal 
sehr  gross  sein  kann.  Unter  Berücksichtigung  dieser  Umstände 
wird  man  die  Uebereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und 
den  berechneten  Werthen  genügend  finden.  JDer  Radius  der  Platte 
war  5". 


Abstand 

vom  Rande  der 

Platte 

Beobachtete 

Berechnete 

Dichtigkeit 

Dichtigkeit 

5" 

1 

1 

4" 

1001 

1020 

3" 

1-005 

1-090 

2" 

117 

1260 

1" 

1-52 

1-667 

0-5" 

207 

2-294 

0 

2-90 

OD 

§.  11.    Der  Green'sche  Satz. 

Bevor  wir  nun  dazu  übergehen,  das   Verhalten  electrischer 
Körper  unter  dem  Einflüsse  minderer  in  der  Nähe  befindlicher  und 
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somit  influenzirend  wirkender  Körper  zu  betrachten,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  einige  allgemeine  Sätze  über  die  Potentialfunction 
vorauszuschicken,  von  denen  diejenigen,  welche  in  meinem  Buche 
über  die  Potentialfunction  behandelt  sind,  hier  nur  kurz  angeführt 
zu  werden  brauchen. 

Zunächst  ist  ein  von  Green  aufgestellter  geometrischer  Satz, 
welcher  in  der  Potentialtheorie  vielfältige  Anwendung  findet,  zu 
erwähnen. 

Es  seien  TJ  und  V  zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten, 
von  denen  wir  vorläufig  voraussetzen  wollen,  dass  innerhalb  eines 
zur  Betrachtung  gegebenen  Baumes  die  Functionen  selbst  und 
ihre  ersten  und  zweiten  Ableitungen  nirgends  unendlich  gross 
werden.  Femer  werde  zur  Abkürzung  ein  Summenzeichen  einge- 
führt, welches  auch  im  Folgenden  vielfach  Anwendung  finden 
wird.  Wenn  nämlich  eine  Summe  von  drei  Gliedern  vorkommt, 
welche  sich  auf  die  drei  Goordinatenrichtungen  beziehen,  im  Uebri- 
gen  aber  ganz  gleich  sind,  so  soll  nur  das  auf  die  rc-Richtung  be- 
zügliche Glied  wirklich  hingeschrieben  und  davor  das  Summen- 
zeichen gesetzt  werden,  wie  aus  Folgendem  zu  ersehen  ist : 

^dx  dx~  dx  dx  "*"  8y   dy  ~^  dz   dz  ' 
Dann  gelten  nach  Green  folgende  Gleichungen: 


(^*)  /2§f  Ij^'  =  -/»"f  ^" -  f^^"'' 


(25)  fUj^da  +   fuJVdt=fv^da  +  Jv^üdr. 

Hierin  soll  dx  ein  Raumelement  sein ,  und  die  Integrale  nach  r 
sollen  sich  über  den  ganzen  gegebenen  Raum  erstrecken.  Femer 
soll  d(Q  ein  Element  der  Oberfläche  des  Raumes  sein  und  in  den 

7s  TT  f^V 

Differentialcoef&cienten  -;r—  und  -r—  soll  n  die  auf  der  Oberfläche 

dn  on 

errichtete,  nach  Innen  zu  als  jositiv  gerechnete  Normale  bedeu- 
ten. Die  Integrale  nach  U  solten  sich  uBer  die  ganze  Oberfläche 
des  gegebenen  Raumes  erstrecken. 

Diese  drei  Gleichungen  bilden  den  Ausdruck  des  Gree naschen 

Satzes. 

2* 
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Die  Gleichungen  können  noch  nach  einer  gewissen  Richtung 
hin  erweitert  werden.  Wir  wollen  nämlich  die  Bedingung,  dass 
die  Functionen  U  und  V  und  ihre  ersten  und  zweiten  Ableitun- 
gen in  dem  ganzen  Räume  nirgends  unendlich  gross  werden,  fal- 
len lassen,  und  statt  dessen  annehmen,  dass  die  Functionen  Olie- 
der  enthalten  können,  welche  die  Form  der  Potentialfunction  eines 
in  dem  Räume  befindlichen  Agens  haben,  welches  nicht  stetig  durch 
den  Raum  verbreitet  zu  sein  braucht,  sondern  auch  auf  Flächen, 
auf  Linien  oder  in  Puncten  angehäuft  sein  kann.  Es  seien  also 
für  IT  und  F  folgende  Formen  angenommen: 


(26) 


U 


Hierin  sollen  u  und  v  Functionen  bedeuten,  welche  die  obige  Be- 
dingung erfüllen,  dass  sie  und  ihre  ersten  und  zweiten  Diiferential- 
coefficienten  in  dem  ganzen  Räume  endlich  bleiben.  Unter  d(\  und 
dq  sollen  die  Elemente  von  Agentien  verstanden  sein,  welche  man 
sich  in  dem' Räume  befindlich  und  beliebig  darin  angeordnet  den- 
ken kann,  und  für  welche  die  Maasseinheiten  so  gewählt  werden 
sollen,  wie  es  bei  der  Electricität  geschehen  ist,  so  dass  e  =  1  zu 
setzen  ist.  Endlich  soll  r  den  Abstand  eines  solchen  Elementes 
von  dem  Puncto  (ar,  y,  z)  darstellen.  Wenn  nun  z.  B.  in  einem 
Puncte  p*  eine  endliche  Menge  q  oder  q  eines  Agens  befindlich  ist, 
so  lautet  der  betrefifende  Theil  des  einen  oder  anderen  Integrals 

-  oder  -,  und  diese  Brüche  und  ihre  Differentialcoefficienten  wer- 
r  r 

den  bei  unendlicher  Annäherung  an  den  Punct  p'  unendlich  gross. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  sich  eine  endliche  Menge  des  Agens 
auf  einer  Linie  befindet,  während  in  dem  Falle,  wo  sich  eine  end- 
liche Menge  des  Agens  auf  einer  Fläche  befindet,  zwar  nicht  für 
das  Integral  selbst  und  seine  Difierentialcoefficienten  erster  Ord- 
nung, wohl  aber  für  seine  Differentialcoefficienten  zweiter  Ord- 
nung unendliche  Werthe  entstehen.  Nur  wenn  das  Agens  mit  end- 
licher Raumdichtigkeit  durch  den  Raum  verbreitet  ist,  bleibt  das 
Integral  mit  seinen  Differentialcoefficienten  erster  und  zweiter  Ord- 
nung überall  endlich,  und  in  diesem  Falle  ist  es  daher  gleichgül- 
tig, ob  man  das  Integral  in  u  resp.  in  v  mit  einbegreifen  oder  be- 
sonders hinschreiben  will 
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Für  diese  unter  (26)  gegebenen  allgemeineren  Formen  der 
Functionen  U  und  V  lauten  die  den  Green' sehen  Satz  aus- 
drückenden Gleichungen  folgendermaassen : 


^2«)  f^j^^^^^  =  -f''^^^'^-f''^-^^'^^'fy^^ 


(29)     fu^d(o  +  JuJüdt  —  4.Kfüdq 


^f^Wi^''  +  y^Fz/udr  -  4.n  fvdq.^ 


§.  12.    Bestimmung  des  von  einer  Fläche  einge- 
schlossenen Agens. 

Um  eine  erste  sehr  einfache  Anwendung  des  Green 'sehen 
Satzes  zu  machen ,  wollen  wir  für  U  den  constanten  Werth  1  an- 
nehmen. Daraus  ergiebt  sich  für  die  Düferentialcoefficienten  von 
ü  und  somit  für  die  ganze  linke  Seite  der  Gleichung  (27)  der 
Werth  0  und  die  Gleichung  geht  über  in : 

/  ■^—  dcD  -|-   /  ^vdt  —  4ä  /  dg  =  0. 

Ferner  wollen  wir  unter  V  die  Poteutialfunction  eines  Agens  ver- 
stehen, welches  sich  theils  innerhalb,  theils  ausserhalb  der  ge- 
schlossenen Fläche  befinden  und  beliebig  vertheilt  sein  kann.  In- 
dem vrir  dann  für  V  die  unter  (26)  gegebene  allgemeine  Form 


=»+/ 


dq 


anwenden,  wollen  wir  uns  die  Poteutialfunction  des  äusseren  Agens 

durch  V  und  die  des  inneren  Agens  durch  /  —  daxgestellt  denken. 

Dann  ist  für  den  ganzen  von  der  Fläche  eingeschlossenen  Raum 
^t;  =  0,  und  die  obige  Gleichung  vereinfacht  sich  somit  in: 


/  -^  d(o  —  ix  I  dq  =i  0. 
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Das  zweite  hierin  vorkommende  Integral  ist  nichts  weiter,  als  die 
ganze  Menge  des  von  der  Fläche  eingeschlossenen  Agens,  und  wir 
erhalten  somit,  indem  wir  diese  Menge  mit  Q  bezeichnen : 

/dV 

oder: 

(30a)  Q  =  ^f^ä.. 

Sollte  die  Fläche  selbst  mit  einer  endlichen  Menge  Agens  be- 

dV 
legt  sein,  so  würde  -^—  an  der  Innen-  und  Aussenseite  der  Fläche 

on 

verschiedene  Werthe  haben,  und  je  nachdem  man  den  inneren 

oder  äusseren  Werth  in  dem  Integrale  anwendete,  würde  man  die 

Menge  des  Agens  ohne  oder  mit  Zurechnung  der  auf  der  Fläche 

befindlichen  Menge  erhalten. 


§.  13.    Das  Green-Dirichlet'sche  Princip  und  die 

Green'sche  Function. 

Die  weiteren  Anwendungen  des  Green 'sehen  Satzes  werden 
besonders  fruchtbar,  wenn  man  ihn  mit  einem  gewissen  anderen 
Satze  in  Verbindung  bringt.  Dieser  ist  in  der  für  den  betreffen- 
den Zweck  geeigneten  Form  ebenfalls  zuerst  von  Green  ausge- 
sprochen ,  aber  nicht  streng  mathematisch  bewiesen ,  sondern  nur 
auf  Gründe ,  welche  man  vom  physicalischen  Gesichtspuncte  aus 
als  sicher  zu  betrachten  pflegt,  zurückgeführt.  Dirichlet  hat 
ihm  später  eine  allgemeinere  Form  gegeben,  und  ihn  streng  mathe- 
matisch bewiesen.  In  dieser  Form,  in  welcher  man  ihn  das  Di- 
richlet'sche  Princip  zu  nennen  pflegt,  lautet  er:  Es  giebt 
für  einen  beliebigen  begrenzten  Baum  immer  eine  und 
nur  Eine  Function  u  von  a?,  y,  if,  die  selbst  und  deren  Dif- 
ferentialcoefficienten  erster  Ordnung  stetig  sind,  die 
innerhalb  jenes  ganzen  Raumes  die  Gleichung  ^u  =  0 
erfüllt,  und  die  endlich  in  jedem  Puncto  der  Ober- 
fläche einen  vorgeschriebenen  Werth  hat. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  vrill  ich  hier  nicht  aufnehmen ,  son- 
dern verweise  in  dieser  Beziehung  auf  mein  oben  citirtes  Buch 
über  die  Potentialfunction.  Hier  wird  es  genügen,  die  von  Green 
für  den  beschränkteren  Satz  angeführten  Gründe  mitzutheilen. 
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Green  ßtellt  nicht  die  allgemeine  Bedingung,  dass  die  Func- 
tion u  an  der  Oberfläche  einen  für  jeden  Punct  beliebig  vorge- 
schriebenen Werth  habe,  sondern  giebt  den  Werth,  den  sie  haben 
soll,  bestimmt  an.  Sei  nämlich  innerhalb  des  gegebenen  Raumes 
irgend  ein  Punct  p'  ausgewählt,  und  der  Abstand  des  betrachteten 
Punctes  der  Oberfläche  von  diesem  Puncte  mit  r  bezeichnet,  so  soll 

u  an  dem  Oberflächen-Puncte  den  Werth haben,  so  dass  die 

1  *" 

Summe  w  -| gleich  Null  ist. 

T 

Den  Beweis  von  der  eindeutigen  P^xistenz  dieser  Function  u 
führt  Green  so.  Man  betrachte  die  Oberfläche  des  gegebenen 
Raumes  als  eine  für  Electricität  leitende  Fläche,  welche  durch 
einen  unendUch  dünnen  Draht  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehe. 
Femer  denke  man  sich  im  Puncte  p'  eine  Einheit  positiver  Elec- 
tricität concentrirt.  Diese  wird  durch  Influenz  bewirken,  dass  po- 
sitive Electricität  von  der  Fläche  in  die  Erde  abströmt  und  die 
Fläche  eine  so  angeordnete  negativ  electrische  Ladung  erhält,  dass 
die  gesammte  Potentialfunction  auf  allen  Theilen  der  Fläche  den 
in  der  Erde  stattfindenden  Werth  Null  hat.  Die  gesammte  Poten- 
tialfunction besteht  aber  erstens  aus  der  Potentialfunction  der  in 

p'  concentrirten  Electricitätseinheit,  nämlich  — ,  und  zweitens  aus 

der  Potentialfunction  der  auf  der  Fläche  durch  Influenz  angesam- 
melten Electricität  Nennen  wir  also  die  letztere  Potentialfunction 
M,  so  ist  auf  allen  Theilen  der  Fläche  die  Gleichung 

tt  H =  0 

'     r 

erfüllt,  und  ebenso  genügt  diese  mit  u  bezeichnete  Potentialfunc- 
tion in  dem  ganzen  gegebenen  Räume  der  in  Bezug  auf  die  Stetig- 
keit gestellten  Bedingung  und  der  Gleichung  ^u  =  0.  Nimmt 
man  es  nun  als  selbstverständlich  an,  dass  es,  wenn  in  irgend 
einem  Puncte  p'  eine  Electricitätseinheit  concentrirt  ist,  immer 
eine  und  nur  Eine  Vertheilung  von  Electricität  auf  der  Fläche 
giebt,  welche  der  für  das  Gleichgewicht  nöthigen  Bedingung,  dass 
die  gesammte  Potentialfunction  auf  der  Fläche  überall  gleich  Null 
ist,  entspricht,  so  ist  damit  die  eindeutige  Existenz  der  Function 
u  bewiesen,  und  ihr  zugleich  dadurch,  dass  sie  die  Potential- 
function der  unter  den  genannten  Umständen  auf  der  Fläche  an- 
gesammelten Electricität  sein  soll,  eine  bestimmte  physicalische 
Bedeutung  gegeben. 
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Auch  für  einen  nicht  in  dem  von  der  Fläche  eingeschlossenen 
Räume,  sondern  in  dem  die  Fläche  umgebenden  Räume  gelegenen 
Punct  y  stellt  Green  die  entsprechenden  Betrachtungen  an,  dass 
er  sich  in  p'  eine  positive  Electricitätseinheit  concentrirt  denkt, 
welche  die  als  leitend  und  mit  der  Erde  verbunden  angenommene 
Fläche  negativ  electrisch  macht,  und  dass  er  dann  die  Potential- 
function  der  auf  der  Fläche  befindlichen  negativen  Electricität  als 
die^  Function  u  ansieht.    Diese  Function  erfüllt  dann  wieder  die 

Bedingimg,  dass  sie  an  allen  Puncten  der  Fläche  gleich ist, 

und  hat  ausserdem  die  Eigenschaft,  dass  in  unendlicher  Entfer- 

nung  R  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  u  und  -^  unendlich 

kleine  Grössen  von  den  Ordnungen  -^  und  -^   werden ,    was   für 

solche  Betrachtungen ,  bei  denen  man ,  um  einen  allseitig  begrenz- 
ten Raum  zu  haben,  zu  dör  gegebenen  Fläche  noch  eine  unend- 
lich grosse  Kugelfläche  als  zweite  Grenzfläche  hinzunimmt,  wesent- 
lich ist. 

Die  in  dieser  Weise  liir  den  inneren  oder  äusseren  Raum  be- 
stimmte Function  u  pflegt  man  die  Green'sche  Function  zu 
nennen. 


§.  14.    Bestimmung  der  Potentialfunction  eines  durch 

eine  Fläche  abgegrenzten  Agens  aus  den  in  der 

Fläche  stattfindenden  Werthen. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  es  sei  eine  geschlossene  Fläche 
gegeben,  welche  einen  ein  Agens  enthaltenden  Raum  von  einem 
leeren  Räume  abgrenze,  indem  entweder  der  äussere  Raum  das 
Agens  enthalte  und  der  innere  leer  sei,  oder  umgekehrt  der  innere 
Raum  das  Agens  enthalte  und  der  äussere  leer  sei.  Auf  der  Fläche 
selbst  kann  sich  in  beiden  Fällen  ebenfalls  eine  endliche  Menge 
des  Agens  befinden.  Es  handelt  sich  nun  darum ,  zu  untersuchen, 
ob  die  Potentialfunction,  wenn  sie  an  der  Grenzfläche  bekannt  ist, 
sich  auch  in  dem  ganzen  leeren  Räume  bestimmen  lässt 

Zunächst  möge  der  innere  Raum  als  der  leere  betrachtet  wer- 
den. Indem  wir  auf  diesen  die  Green'sche  Gleichung  (29)  an- 
wenden, wollen  wir  unter  V  die  zu  bestimmende  Potentialfunction 
▼erstehen.   Da  diese  Function  und  ihre  ersten  und  zweiten  Ablei- 
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tungen  in  dem  von  Agens  freien  inneren  Räume  überall  endUch 
bleiben  müssen,  so  kann  man  in  dem  unter  (26)  gegebenen  allge- 
meinen Ausdrucke  von  F,  nämlich  v  -{-  /  — ,   das  Integral  mit 

dq  fortlassen  und  v  mit  V  als  gleichbedeutend  betrachten.  Was 
femer  die  Function  U  anbetrifft,  so  wollen  wir,  nachdem  wir  irgend 
einen  in  dem  Baume  gelegenen  Punct  p'  mit  den  Goordinaten 
a/,  y',  y  ausgewählt  haben,  unter  r  den  Abstand  des  Punctes 
(x,  y,  0)  von  diesem  Puncte  und  unter  u  die  ßreen'sche  Func- 
tion verstehen,  und  dann  setzen : 

'    r 
Aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  unter  (26)  gege- 
benen allgemeinen  Ausdrucke  u  -{-  1  —  ergiebt  sich,  dass  in  dem 

letzteren  äq  als  das  Element  einer  im  Puncte  p'  concentrirten 
Einheit  des  Agens  anzusehen  ist,  woraus  folgt,  dass  das  in  der 

Green' sehen  Gleichung  vorkommende  Integral  fVd(\  in  diesem 
Falle  nichts  anderes  ist,  als  der  im  Puncte  p'  stattfindende  Werth 
von  F,  welchen  wir  mit  F'  bezeichnen  wollen.  Die  Green' sehe 
Gleichung  (29)  nimmt  also  folgende  Form  an: 


/("+ 7)1^ ''»+/(" +7)  ■="''' 


(«  +  7)        r 


dn 

Da  nun  das  Agens,  von  welchem  F  die  Potentialfunction  ist, 
sich  nur  im  äusseren  Räume  oder  auf  der  Oberfläche,  und  das 
Agens,  von  welchem  u  die  Potentialfunction  ist,  sich  nur  auf  der 
Oberfläche  befindet,  so  ist  für  den  ganzen  inneren  Raum 

z/  F  =  0  und  du  =  0. 

Femer  muss  an  der  Oberfläche  die  für  die  Green' sehe  Function 
geltende  Bedingungsgleichung 

'    r 
erfüllt  sein.    Die  obige  Gleichung  vereinfacht  sich  also  in 
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-  43rF'  =  0, 
woraus  sich  ergiebt: 


Bedenkt  man  nun,  dass  u  eine,  wenn  auch  nicht  bekannte,  so 
doch  YoUkommen  bestimmte  Function  ist,  so  folgt  aus  dieser  Glei- 
chung, dass,  wenn  die  Potentialfunction  V  an  der  Oberfläche  be- 
kannt ist,  dadurch  auch  ihr  Werth  an  jedem  beliebigen  Puncte  p' 
im  Innern  des  von  der  Fläche  eingeschlossenen  Raumes  bestimmt 
ist,  ohne  dass  dazu  die  Art  der  Vertheilung  des  Agens  gegeben  zu 
sein  braucht.  Zur  wirklichen  Berechnung  von  V  bedarf  es  erst 
noch  der  Ableitung  der  dem  speciellen  Falle  entsprechenden  Form 
von  w. 

Es  möge  nun  zweitens  der  äussere  Raum  als  der  leere  be- 
trachtet werden,  in  welchem  die  Potentialfunction  des  von  der 
Fläche  eingeschlossenen  Agens  bestimmt  werden  soll.  Damit  die- 
ser Raum  allseitig  begrenzt  sei ,  denken  wir  uns  um  den  Anfangs- 
punct  der  Goordinaten  mit  einem  unendlich  grossen  Radius  R  eine 
Kugelfläche  geschlagen ,  so  dass  der  zu  betrachtende  Raum  zwi- 
schen der  gegebenen  geschlossenen  Fläche  und  der  unendlich 
grossen  Kugelfläche  liegt 

In  diesem  Räume  wählen  wir  wieder  irgend  einen  Punctj>' 
aus,  und  können  dann,  ganz  wie  vorher  die  Gleichung  (31)  ablei- 
ten ,  worin  aber  für  diesen  Fall  das  Flächenintegral ,  wenigstens 
vorläufig,  nicht  bloss  auf  die  gegebene  Fläche,  sondern  auch  auf 
die  unendlich  grosse  Kugelfläche  zu  beziehen  ist. 

Was  zunächst  den  auf  die  gegebene  Fläche  bezüglichen  Theil 
des  Integrals  betrifft,  so  sind  darüber  noch  einige  Bemerkufigen 
zu  machen.  In  dem  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  DifFe- 
rentialcoefficienten 

dn 

muss,  den  früheren  Festsetzungen  gemäss ,  die  Normale  nach  der 
Seite  des  betrachteten  Raumes  zu  als  positiv  gerechnet  werden. 
Während  sie  also  im  vorigen  Falle  nach  Innen  als  positiv  gerech- 
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net  werden  musste,  muss  sie  im  jetzigen  Falle  nach  Aussen  als 
positiv  gerechnet  werden.  Da  ferner  dieser  DiflFerentialcoefficient 
an  beiden  Seiten  der  Fläche  verschiedene  Werthe  hat,  so  muss 
darauf  geachtet  werden ,  dass  immer  der  Werth  anzuwenden  ist, 
welcher  an  der  Seite  des  betrachteten  Raumes  gilt.  Während  also 
im  vorigen  Falle  der  an  der  Innenseite  geltende  Werth  angewandt 
werden  musste,  muss  im  jetzigen  Falle  der  an  der  Aussenseite  gel- 
tende Werth  angewandt  werden. 

Was  femer  den  auf  die  unendlich  grosse  Kugelfläche  bezüg- 
lichen Theil  des  Integrals  betrifft,  so  lässt  sich  dieser  sehr  ein- 
fach abmachen.  Gegen  den  unendlich  grossen  Radius  der  Kugel- 
fläche sind  alle  endlichen  Entfernungen  zu  vernachlässigen,  und 

man  kann  daher  an  der  Kugelfläche  für  —  und   V  die  Werthe  in 

Anwendung  bringen,  welche  man  erhalten  würde,  wenn  der  Punct 
p*  und  das  ganze  von  der  gegebenen  Fläche  eingeschlossene  Agens, 
dessen  Menge  wir  mit  Q  bezeichnen  wollen,  sich  im  Mittelpuncte 
der  Kugelfläche  befände,  nämlich : 

i  =  4undF=|, 

r       R  R' 

und  für  die  Differentialcoefficienten  nach  n  kann  man,  da  die  nach 
Innen  gehende  Normale  die  entgegengesetzte  Richtung  des  Ra- 
dius hat,  setzen: 

a- 

du  du       ;,      r         l 

8^  =  ~  O  ""^  W  =  S5  • 

Endlich  kann  man  das  Flächenelement  do  der  Kugelfläche  durch 
das  Product  R^d6  ersetzen,  worin  dö  das  Element  des  körper- 
lichen Winkels  bedeutet  Dadurch  erhalt  man  für  den  auf  die 
Kugelfläche  bezüglichen  Theil  des  Integrals  die  Gleichung: 

^  -  ^/i  (-  n + h)  -- 


=  «/(-  ^m+^)  "'■ 


Da  nun  nach  dem,  was  in  ^.  13  über  u  gesagt  wurde,  ^r^.eine  un- 
endlich  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  -^  ist,  so  ist  das  Product 
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B  ^^5  noch  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  -^,  und 

der  ganze  auf  die  Kugelfläche  bezügliche  Theil  des  Integrals  ist 
somit  unendlich  klein  und  kann  vernachlässigt  werden.  Man 
braucht  also  in  der  Gleichung  (31),  mag  man  sie  auf  den  inneren 
oder  äusseren  Raum  anwenden ,  das  Integral  nur  über  die  gege- 
bene Fläche  auszudehnen. 

Unter  Zusammenfassung  der  vorstehenden  Ergebnisse  können 
wir  folgenden,  für  beide  Fälle  geltenden  Satz  aussprechen:  Durch 
die  Werthe,  welche  die  Potentialfunction  in  der  ge- 
gebenen Fläche  hat,  sind  auch  die  Werthe,  welche 
sie  in  dem  ganzen  resp.  inneren  oder  äusseren  leeren 
Baume  hat^  vollständig  bestimmt. 

Befindet  sich  das  Agens  nur  auf  der  Fläche  selbst,  so  gilt  der 
Satz  für  den  inneren  und  äusseren  Raum  gleichzeitig,  und  man 
kann  ihn  dann  so  aussprechen:  Wenn  für  ein  über  eine  ge- 
schlossene Fläche  verbreitetes  Agens  die  Potential- 
function in  der  Fläche  selbst  gegeben  ist,  so  ist  sie 
dadurch  auch  in  dem  ganzen  inneren  und  äusseren 
Baume  bestimmt. 

Endlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Sätze,  welche 
hier  für  eine  einzelne  geschlossene  Fläche  ausgesprochen  sind,  sich 
in  leicht  ersichtlicher  Weise  auch  auf  mehrere  geschlossene  Flä* 
chen  ausdehnen  lassen. 


§.   15.    Flächenbelegung,  welche  einer  in  der  Fläche 
gegebenen  Potentialfunction  entspricht 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Satze  ergiebt 
sich  sofort  auch  der  folgende  Satz:  Für  eine  geschlossene 
Fläche  giebt  es  stets  eine  und  auch  nur  Eine  Verthei- 
lung  von  Agens  auf  der  Fläche  selbst,  deren  Poten- 
tialfunction in  jedem  Puncte  der  Fläche  einen  vor- 
geschriebenen Werth  hat 

Wenn  nämlich  für  eine  Flächenbelegung  der  Werth  der  Po- 
tentialfunction in  allen  Puncten  der  Fläche  gegeben  ist,  so  ist 
damit  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch  die  Potentialfunction 
im  ganzen  inneren  und  äusseren  Baume  bestimmt,  und  mit  der 
Potentialfunction  sind  es  auch  ihre  Differentialcoefficienten.   Den- 
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ken  wir  uns  nun  an  irgend  einem  Puncte  der  Oberfläche  eine  Nor- 
male errichtet ,  welche  nach  der  einen  Seite  als  positiv  und  nach 
der  anderen  als  negativ  gerechnet  wird,  so  gilt  gemäss  (9)  in  §.  8, 
wenn  darin  ß  =  1  gesetzt  wird,  folgende  Gleichung: 

*  ^  ~  4^  Lfez  +  o^fez-oJ' 

worin  h  die  auf  den  betreffenden  Punct  bezügliche  Flächendichtig- 
keit derjenigen  Flächenbelegung  bedeutet,  von  welcher  Fdie  Po- 
tentialfunction  ist.  Folglich  ist  die  Flächendichtigkeit  für  jeden 
Punct  der  Fläche  vollkommen  bestimmt,  und  damit  ist  der  obige 
Satz  bewiesen. 

Hieraus  lässt  sich  sofort  noch  ein  weiterer  Schluss  ziehen. 
Wenn  eine  geschlossene  Fläche  einen  mit  Agens  erfüllten  Raum 
von  einem  leeren  abgrenzt,  indem  entweder  der  äussere  Raum  das 
Agens  enthält  und  der  innere  leer  ist,  oder  der  innere  das  Agens 
enthält  und  der  äussere  leer  ist,  so  ist,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  durch  die  Werthe,  welche  die  Potential- 
function  des  Agens  an  der  Grenzfläche  hat,  au^h  die  Potential- 
function  in  dem  ganzen  leeren  Räume  bestimmt.  Da  nun  stets  eine 
und  nur  Eine  Flächenbelegung  möglich  ist,  deren  Potentialfunction 
an  der  Fläche  selbst  irgend  welche  vorgeschriebene  Werthe  hat, 
so  muss  auch  eine  und  nur  Eine  Flächenbelegung  möglich  sein, 
deren  Potentialfunction  an  der  Fläche  die  der  Potentialfunction 
des  gegebenen  Agens  zukommenden  Werthe  hat,  und  somit  auch 
in  dem  ganzen  leeren  Räume  mit  der  Potentialfunction  des  gege- 
benen Agens  übereinstimmt. 

Demnach  lässt  sich  folgender,  oft  zur  Vereinfachung  anwend- 
barer Satz  aussprechen:  Wenn  in  einem  Räume,  welcher 
durch  eine  geschlossene  Fläche  von  dem  übrigen 
Raum'e  abgegrenzt  ist,  sich  ein  Agens  in  beliebiger 
Yertheilung  befindet,  welches  zum  Theil  auch  auf 
der  Fläche  selbst  gelagert  sein  kann,  so  giebt  es  stets 
eine  und  nur  Eine  Flächenbelegung,  welche  in  dem 
ganzen  übrigen  Räume  dieselbe  Potentialfunction 
hat,  wie  das  gegebene  Agens. 
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§.  16.    Bestimmung  der  Potentialfunction  und  der 
Flächendichtigkeit  bei  electrischen  leitenden  Körpern 

aus  der  Green'schen  Function. 

An  die  yorigen  Schlüsse  mögen  noch  einige  weitere  ange- 
knüpft werden,  welche  sich  speciell  auf  Electricität  beziehen. 

Es  sei  ein  für  Electricität  leitender  Körper  Ä  gegeben,  wel- 
cher mit  Electricität  geladen  sei ,  und  es  soll  die  Potentialfunction 
im  äusseren  Räume  bestimmt  werden.  Dazu  haben  wir  allgemein 
die  Gleichung  (31),  nämlich: 


Nun  ist  aber  im  Innern  und  somit  auch  an  der  ganzen  Oberfläche 
eines  leitenden  Körpers  die  Potentialfunction  constant  und  kann 
daher  aus  dem  Integralzeichen  herausgenommen  werden.  Wir  er- 
halten also,  indem  wir  den  constanten  Werth,  welchen  wir  das 
Potentialniyeau  des  Körpers  Ä  nennen  wollen,  mit  F«  be- 
zeichnen : 


4ar^  dn 


(32)  F'  =  ;P     /     -^-^ ^  d(0. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  für  jedes  Potentialniveau  des  Körpers 
die  Potentialfunction  in  dem  ganzen  äusseren  Räume  aus  der 
Function  u  bestimmt  werden  kann. 

Wenn  die  Potentialfunction  in  dem  ganzen  äusseren  Saume 

bestimmt  ist ,  so  ist  es  auch  der  in  der  Nähe  der  Fläche  geltende 

dV 
Werth  Ton  •^— ,  und  mit  Hülfe  dieses  wiederum  kann  man,  nach 
ön 

Gleichung  (11),  die  Flächendichtigkeit  h  ausdrücken,  so  dass  also 

auch  die  Art,  wie  die  dem  Körper  mitgetheilte  Electricität  sich 

über  seine  Oberfläche  verbreitet,  aus  der  Function  u  bestimmt 

werden  kann. 

Sind  statt  Eines  Körpers  A  deren  mehrere  A^  JB,  C  eta  ge- 
geben, so  erhält  man  ganz  entsprechend : 
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^'t^J  dn  '   43r^  an 

worin  do«,  doft,  do^  etc.  Oberflächenelemente  der  Körper  A^  J5, 
(7  etc.  bedeuten  und  die  einzelnen  Integrale  sich  auf  die  Obei*flächen 
der  einzelnen  Körper  beziehen.  Die  Function  u  ist  in  diesem  Falle 
natürlich  so  zu  bestimmen,  dass  alle  gegebenen  Körper  gleichzeitig 
berücksichtigt  werden.  Man  denke  sich  nämlich  alle  diese  Körper 
durch  unendlich  dünne  Drähte  mit  der  Erde  verbunden,  und 
nehme  im  Puncte  p*  eine  positive  Electricitätseinheit  an,  welche 
auf  allen  Körpern  durch  Influenz  eine  Ladung  mit.  negativer  Elec- 
tricität  verursacht,  dann  ist  die  Potentialfunction  dieser  gesamm- 
ten  negativen  Electricität  die  Function  u. 


§.  17.    Wirkung  einer  leitenden  Schaale  und  eines 

leitenden  Schirmes. 

Es  sei  ein  von  einer  inneren  und  einer  äusseren  Oberfläche 
begränzter  schaalenförmiger  Körper  aus  einem  die  Electricität  lei- 
tenden Stoffe  gegeben.  Dann  können  wir  drei  Räume  unterschei- 
den, den  inneren  Hohlraum ,  den  äusseren  umgebenden  Raum  und 
den  von  dem  Körper  selbst  erfüllten  Raum. 

Der  innere  Hohlraum  möge  nun  irgend  welche  mit  Electrici- 
tät geladene  Körper  einschUessen ,  und  es  soll  untersucht  werden, 
welchen  electrischen  Zustand  diese  in  der  Schaale  hervorrufen, 
und  wie  sie  nach  Aussen  wirken. 

Wir  betrachten  zunächst  die  innere  Oberfläche  der  Schaale. 

Unendlich  nahe  an  derselben ,  aber  noch  in  dem  Hohlräume ,  den- 

dV 
ken  wir  uns  den  Differentialcoefficienten  -^r—  gebildet,  wobei  die 

dn 

Normale  nach  dem  Hohlräume  zu  als  positiv  gerechnet  werden 
möge.  In  Bezug  auf  diesen  Differentialcoefficienten  gilt  folgende, 
in  §.  12  unter  (30)  gegebene  Gleichung: 

|^dc  =  4^(2, 

worin  das  Integral  sich  auf  die  den  Hohlraum  begrenzende  Fläche, 


/i 
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also  auf  die  innere  Oberfläche  unserer  Schaale  bezieht,  und  Q  die 
gesammte  von  der  Fläche  eingeschlossene  Electricitätsmenge,  also 
die  Electricitätsmenge,  mit  welcher  die  in  dem  Hohlräume  befind- 
lichen electrischen  Körper  geladen  sind ,  bedeutet.   Femer  ist  der 

dV 
hier  betrachtete  Differentialcoefficient  -^—  derselbe,  welcher  in  §.  8 

on 


\dn) 
gegebene  Gleichung 


mit  (-r— )      bezeichnet  ist,  und  fiir  welchen  die  dort  unter  (11) 


\an/+o 


gilt,  worin  h  die  Flächendichtigkeit  der  Electricität  bedeutet  Durch 
Einsetzung  des  hier  rechts  stehenden  Werthes  in  die  vorige  Glei- 
chung erhält  man: 

(34)  fhd(D  =  -  Q, 

d.  h.  auf  der  inneren  Oberfläche  der  Schaale  befindet 
sich  eine  Electricitätsmenge,  welche  der  auf  den 
eingeschlossenen  electrischen  Körpern  befindlichen 
gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

Bei  diesem  Resultate  ist  es  ganz  gleichgültig ,  ob  die  Schaale 
mit  der  Erde  in  Verbindung  steht  und  dadurch  auf  dem  Potential- 
niveau  Null  erhalten  ist,  oder  ob  sie  isolirt  und  auf  irgend  ein  an- 
deres Potentialniveau  gebracht  ist.  Dieses  hat  nur  Einfiuss  auf 
die  Electricitätsmenge,  welche  sich  auf  der  äusseren  Oberfläche 
lagert. 

Wir  wollen  nun  die  Potentialfunction  in  dem  die  Schaale 
umgebenden  äusseren  Räume  betrachten.  Für  irgend  einen  Punct 
p'  dieses  Raumes  gilt,  wenn  wir  das  Potentialniveau  der  Schaale 
mit  Va  bezeichnen ,  die  im  vorigen  Paragraphen  unter  (32)  gege- 
bene Gleichung: 


d(o. 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  äussere  Potentialfunction  vollkom- 
men bestimmt  ist,  sobald  das  Potentialniveau  der  Schaale  gegeben 
ist,  ohne  dass  über  die  Art,  wie  die  in  dem  Hohlräume  befind- 
lichen Körper  gestaltet,  angeordnet  und  mit  Electricität  geladen 
sind,  etwas  bekannt  zu  sein  braucht. 
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Wenn  die  Schaale  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  steht, 
so  ist  Va  =  0,  und  dann  ist  auch  für  jeden  Punct  p'  des  äusseren 
Raumes  F'  =  0.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  in  dem  Hohkaum 
befindlichen  electrischen  Körper  nach  Aussen  hin  gar  keine  Wir- 
kung ausüben.  Ihre  Wirkung  ist  durch  die  entgegengesetzte  Elec- 
tricität,  welche  durch  Influenz  an  der  inneren  Oberfläche  der 
Schaale  angesammelt  ist,  vollständig  aufgehoben. 

Wir  wollen  uns  nun,  statt  der  die  electrischen  Körper  ganz 
umgebenden  Schaale,  eine  verhältnissmässig  grosse  aus  einem  lei- 
tenden Stoffe  bestehende  Platte  denken,  welche  vor  die  electri- 
schen Körper  gestellt  sei,  und  jenseit  deren  die  Potentialfunction 
bestimmt  werden  solle.  Ohne  auf  eine  specielle  Betrachtung  die- 
ses Falles  einzugehen,  kann  man  soviel  ohne  Weiteres  übersehen, 
dass  die  Platte,  wenn  sie  hinlänglich  gross  ist,  eine  ähnliche,  wenn 
auch  nicht  so  vollständige  Wirkung  ausüben  muss,  wie  die  Schaale 
und  dass  also  die  Potentialfunction  jenseit  der  Platte  fast  nur  von 
dem  Potentialniveau  der  Platte  abhängen  kann.  Steht  die  Platte 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung ,  so  muss  die  Potentialfunc- 
tion jenseit  der  Platte  sehr  nahe  den  constanten  Werth  Null  ha- 
ben, indem  die  auf  der  Platte  durch  Influenz  angesammelte  ent- 
gegengesetzte Electricität  die  Wirkung  der  electrischen  Körper 
fast  vollständig  compensirt.  Eine  in  dieser  Weise  wirkende  Platte 
pflegt  man  einen  electrischen  Schirm  zu  nennen. 

§.'18.   Ein  allgemeiner  Satz  in  Bezug  auf  Influenz- 
wirkungen. 

Zum  Schluss  dieser  allgemeinen  Betrachtungen  möge  noch 
ein  vor  Kurzem  von  mir  in  Wiedemann's  Annalen*)  mitgetheilter 
Satz  angeführt  werden ,  welcher  sich  auf  die  gegenseitige  Influenz 
beliebig  vieler  leitender  Körper  bezieht,  und  mehrere,  von  ver- 
schiedenen Autoren  aufgestellte  Beciprocitätssätze  als  specielle 
Fälle  in  sich  enthält 

Es  sei  irgend  eine  Anzahl  leitender  Körper  Ci,  C^, 
Cz  etc.  gegeben,  welche  influenzirend  auf  einander 
wirken.  Diese  sollen  in  zwei  verschiedenen  Weisen 
geladen  werden.  Bei  der  ersten  Ladung  seien  die  auf 
den   einzelnen   Körpern   befindlichen   Electricitäts- 

°^e"g^-^'  ÖM  <?2.  03  etc. 

1)  Bd.  1,  S.  493. 

Claus  ins,   mech.  Wftnnetheorie.    II.  3 
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und  die  dadurch  entstehenden  Potentialniveaux  der 
Körper: 

''^ii  '^9^  ^i  etc., 
und  bei  der  zweiten  Ladung  seien  die  Electricitäts- 
mengen  und  Potentialniveaux:  ' 

ein  ^1  O3  etc. 
S3i,  »2,  aJa  etc. 
Dann  gilt  folgende  Gleichung: 

(35)  FiQi+F2D2+F3D3  +  etc.==S3iÖi  +  5ß,Ö2+JB3ft  +  etc. 
oder  kürzer  geschrieben: 

(35  a)  2;FD  =  2;S8<2. 

Zum  Beweise  dieser  Gleichung  denken  wir  uns  um  einen  in 
der  Nähe  der  Körper  gelegenen  Punct  eine  unendlich  grosse  Kugel- 
fläche  geschlagen,  und  wenden  auf  den  zwischen  den  Körpern  und 
der  Kugelfläche  liegenden  unendlichen  Raum  die  dritte  Green'sche 
Gleichung  an ,  indem  wir  unter  den  beiden  darin  vorkommenden 
Functionen,  welche  wir  mit  V  und  S5  bezeichnen  wollen,  die  der 
ersten  und  zweiten  Ladung  entsprechende  Potentialfunction  ver- 
stehen. Da  diese  beiden  PotentiaLfanctionen  mit  ihren  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  in  dem  betrachteten  Räume  überall  endlich 
bleiben,  so  können  wir  die  Green 'sehe  Gleichung  in  der  unter 
(25)  gegebenen  Form  schreiben,  nämlich: 

Jv^dio  +y  F^aSdr  =y*»  l^rfo  -^ffQJVdt. 

Da  ferner  in  dem  betrachteten  Räume  keine  Electricität  vorhan- 
den sein  soll,  so  gelten  in  demselben  überall  die  Gleichungen: 

^F=  0  und  ^38  =  0, 

wodurch  die  vorige  Gleichung  sich  reducirt  auf: 

(36)  fy'^^-=f^^^«- 

In  dieser  Gleichung  haben  sich  die  Integrale  über  die  Ober- 
flächen aller  gegebenen  Körper  und  über  die  unendlich  grosse 
Kugelfläche  zu  erstrecken.  Die  auf  die  letztere  Fläche  bezüglichen 
Theile  der  Litegrale  sind  aber  aus  den  Gründen ,  welche  für  einen 
ähnlichen  Fall  schon  in  §.  14  besprochen  wurden,  unendlich  klein 
und  können  daher  vernachlässigt  werden,  so  dass  die  Integratio- 
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nen  nur  auf  die  Oberflächen  der  gegebenen  Körper  ausgedehnt  zu 
werden  brauchen. 

Auf  der  Oberfläche  jedes  Körpers  ist  die  Potentialfonction 
constant,  und  kann  daher  fiir  den  Theil  des  Integrals,  welcher  sich 
auf  ihn  bezieht,  aus  dem  Integralzeichen  genommen  werden.  Dem- 
nach können  wir  die  yorige  Gleichung  so  schreiben: 

=  »./l^d-.  +  25./|^da,.  +  ^P^d^  +  etc., 

worin  doi,  doj,  dca^  etc.  Oberflächenelemente  der  Körper  Ci, 
(72,  C^  etc.  sein  und  die  verschiedenen  Integrale  sich  auf  die  Ober- 
flächen der  einzelnen  Körper  beziehen  soUep.'^ 

Nun  ist ,  wie  im  vorigen  Paragraphen  ,*  »Allen  Oberflächen, 
gemäss  der  Gleichung  (11),  zu  setzen: 

=  —  43rÄ  und  ^—  =  —  43rB, 

worin  h  und  1^  die  Flächendichtigkeiten  bei  den  beiden  Ladungen 
bedeuten  sollen.   Es  kommt  also: 

Fi/^doi-f-  Viffjdo^  +  Vz/^ädiz  +  etc. 

=  ^ifhdoi  +  ^i/hdcD^  +  ^i/hdfo^  +  etc. 

Die  hierin  noch  vorkommenden  Integrale  sind  aber  nichts  weiter, 
als  die  auf  den  einzelnen  Körpern  befindlichen  Electricitätsmen- 
gen,  und  wir  erhalten  somit  die  zu  beweisende  Gleichung 

FiDiH-  F30,+  FsOs^  etc.  =  33i  Qi  +  ^^Q^  +  ^zQz-^  etc. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  unter  gewissen,  oft  stattfindenden 
Umständen  noch  sehr  vereinfachen.    Betrachten  wir  die  Glieder, 
welche  sich  auf  irgend  einen  der  gegebenen  Körper,  der  Ci  heisse, 
beziehen,  nämlich  die  beiden  Producte 

F,0<und»,ö„ 

so  werden  diese  in  zwei  Fällen  Null,  so  dass  sie  aus  der  Gleichung 
fortgelassen  werden  können.  Wenn  der  Körper  mit  der  Erde  in 
leitender  Verbindung  steht,  so  bleibt  sein  Potentialniveau  bei  jeder 
Ladung  des  Systemes  Null ,  und  wir  haben  also  für  diesen  Fall  zu 
setzen : 

F,  =  SB,  =  0, 

wodurch  die  obigen  Producte  verschwinden.  Wenn  femer  der  Kör- 

S* 


86  Abschnitt  L 

per  isolirt  und  ursprünglich  unelectrisch  ist,  und  bei  der  Ladung 
keine  Electricität  von  Aussen  erhält,  sondern  nur  durch  Influenz 
eine  ungleiche  Vertheilung  seiner  eigenen  Electricität  erleidet,  so 
wird  seine  Oberfläche  theils  positiv,  theils  negativ  electrisch,  in 
der  Weise,  dass  die  ganze  auf  der  Oberfläche  befindliche  Electri- 
citätsmenge  Null  bleibt.    Wir  haben  dann  also  zu  setzen: 

Q,  =  O,  =  0, 

wodurch  wiederum  die  obigen  Producte  verschwinden.  Demge- 
mäss  kann  folgende  Regel  aufgestellt  werden.  Solche  Körper,  die 
bei  beiden  Ladungen  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  ste- 
hen, oder  die  isolirt  und  ursprünglich  unelectrisch  sind,  und  bei 
den  Ladungen  keine  Electricität  empfajigen,  können  bei  der  Auf- 
stellung der  Gleichung  (35)  ganz  unberücksichtigt  bleiben. 

Es  möge  nun  als  specieller  Fall  angenommen  werden,  dass 
bei  allen  gegebenen  Körpern,  mit  Ausnahme  von  Ci  und  C^ »  einer 
der  beiden  genannten  Umstände  stattfinde.  Dann  reducirt  sich 
die  Gleichung  auf: 

(37)  Fl  Ol  +  F3O,  =  SBi  (2i  +  asa  Q,. 

Wenn  wir  diese  Gleichung  noch  weiter  dadurch  vereinfachen,  dass 
wir  auch  über  das  Verhalten  der  Körper  Ci  und  C2  noch  beson- 
dere Annahmen  machen ,  so  gelangen  wir  zu  den  oben  erwähnten 
fieciprocitätssätzen. 

Zunächst  wollen  wir  uns  denken,  bei  der  ersten  Ladung  werde 
Gl  bis  zum  Potentialniveau  K  geladen ,  während  Cj  mit  der  Erde 
in  leitender  Verbindung  stehe  und  durch  Lafluenz  aus  der  Erde 
die  Electricitätsmenge  <2a  erhalte;  bei  der  zweiten  Ladung  werde 
Cj  bis  zum  Potentialniveau  K  geladen,  während  Ci  mit  der  Erde 
in  leitender  Verbindung  stehe,  und  durch  Influenz  die  Electricitäts- 
menge Dl  erhalte.    Dann  haben  wir  zu  setzen: 

F2  =  aSi  =  0;     Fl  =  33,  =  K, 
wodurch  (37)  übergeht  in : 

oder: 

(38)  Ol  =  Q2. 

Also  die  Electricitätsmenge,  welche  bei  der  Ladung  von  Ci  bis  zu 
einem  gewissen  Potentialniveau  durch  Influenz  auf  C,  angesam- 
melt wird,  und  diejenige,  welche  bei  der  Ladung  von  C,  bis  zu 
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demselben  Potentialniveau  durch  Influenz  auf  Ci  angesammelt  wird, 
sind  unter  einander  gleich.  * 

Femer  wollen  wir  beide  Körper  als  isolirt  und  ursprüng- 
lich unelectrisch  voraussetzen,  und  annehmen,  bei  der  ersten  La- 
dung erhalte  nur  der  Körper  Ci  die  Electricitätsmenge  E^  durch 
deren  Influenz  in  C^  das  Potentialniveau  V^  entstehe,  und  bei  der 
zweiten  Ladung  erhalte  nur  der  Körper  C^  die  Electricitätsmenge 
E^  durch  deren  Influenz  in  Ci  das  Potentialniveau  3Si  entstehe. 
In  diesem  Falle  haben  wir  zu  setzen: 

(?,  =  Ol  =  0;     Qi=£l^  =  E, 

wodurch  (37)  übergeht  in: 

V^E=^iE 
oder: 

(39)  Fa  =  93i. 

Also  das  Potentialniveau,  welches  bei  der  Ladung  von  (7i  mit  einer 
gewissen  Electricitätsmenge  durch  Influenz  in  C^  entsteht,  und 
dasjenige,  welches  bei  der  Ladung  von  C^  mit  derselben  Electri- 
citätsmenge durch  Influenz  in  Ci  entsteht,  sind  unter  einander 
gleich. 

Denken  wir  uns  noch  specieller  die  beiden  Körper  auf  Puncto 
reducirt,  setzen  femer  E  =^1  und  nehmen  endlich  von  den  übrigen 
ausser  Ci  und  C^  noch  vorhandenen  leitenden  Körpern  an,  dass  sie 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehen ,  so  erhalten  wir  als 
speciellen*  Fall  der  vorigen  Gleichung  die  entsprechende  Gleichung 
für  die  Green' sehe  Function.  Bezeichnen  wir  nämlich  die 
Green'sche  Function  für  die  beiden  Fälle,  wo  sich  die  Electri- 
citätseinheit  im  ersten  oder  ;z weiten  Puncto  befindet,  mit  u  und  u, 
und  ferner  den  Abstand  irgend  eines  Punctes  x,  y^  z  vom  ersten 
und  zweiten  Puncto  mit  r  und  r,  so  haben  wir  zu  setzen : 

'    r  '    r 

und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

Nun  sind  aber  r^  und  ti  unter  einander  gleich,  indem  r^  den  Ab- 
stand des  zweiten  Punctes  vom  ersten  und  ti  den  Abstand  des  er- 
sten Punctes  vom  zweiten  bedeutet,  und  somit  reducirt  sich  die 
Gleichung  auf 
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(40)  wj  =  Ui , 

d  h.  wenn  man  von  zwei  gegebefien  Puncten  das  eine  Mal  im  ersten 
die  Electricitätseinheit  annimmt  und  im  zweiten  die  Green' sehe 
Function  betrachtet,  und  das  andere  Mal  im  zweiten  die  Electri- 
citätseinheit annimmt  und  im  ersten  die  Green'sche  Function 
betrachtet,  so  erhält  man  gleiche  Werthe. 

Ausser  den  hier  beispielsweise  aus  der  Gleichung  (35)  gezo- 
genen Schlüssen,  welche  zwei  sehr  einfache  specielle  Falle  betref- 
fen ,  lassen  sich  natürlich  noch  viele  andere  ähnliche  Schlüsse  aus 
derselben  ziehen. 


ABSCHNITT  H. 


Oleiohungen  für  Leidener  Flaschen. 

§.  1.   Betrachtung  zweier  einander  sehr  nahe  gegenüber« 
liegender  Oberflächenpuncte  von  leitenden  Körpern. 

Nach  den  vorstehenden  allgemeinen  Betrachtungen  wenden 
wir  uns  nun  zur  speciellen  Betrachtung  einer  für  die  Electricitäts- 
lehre  sehr  wichtigen  Gruppe  von  Apparaten,  nämlich  des  Conden- 
sators,  der  Fr  an  kl  in 'sehen  Tafel  und  der  Leidener  Flasche. 
Dabei  wollen  wir  die  bei  diesen  Apparaten  vorkommende  isoli» 
rende  Zwischenschicht  vorläufig  einfach  als  einen  vollkommenen 
Isolator  ansehen,  welcher  bei  der  Ladung  des  Apparates  keine 
innere  Veränderung  erleidet,  indem  wir  uns  die  Betrachtung  der 
im  Inneren  von  Isolatoren  vorkommenden  electrischen  Verände- 
rungen und  ihres  nach  Aussen  hin  ausgeübten  Einflusses  für  den 
nächsten  Abschnitt  vorbehalten. 

Zunächst  mögen  statt  eines  der  genannten  Apparate  nur 
irgend  zwei  leitende  Körper  Ci  und  C^  gegeben  sein,  deren  Ober- 
flächen sich  an  einer  Stelle  sehr  nahe  gegenüberliegen.  Die  Ober- 
flächen sollen  an  dieser  Stelle  einander  parallel  sein,  so  dass  die 
auf  der  einen  errichtete  Normale  auch  auf  der  anderen  normal  ist. 
Die  Länge  des  zwischen  den  beiden  Oberflächen  liegenden  Stückes 
der  gemeinsamen  Normale,  also  den  Abstand  der  Flächen ,  wbllien 
wir  mit  c  bezeichnen  und  als  sehr  klein  voraussetzen. 

Es  möge  nun  die  Potentialfunction  im  Körper  d  den  Werth 
Vi  und  im  Körper  C^  den  Werth  Fg  haben,  während  sie  zwischen 
beiden  Körpern  veränderlich  ist,  und  hier  einfach  mit  V  bezeich- 
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net  werde.  Um  sie  hier  für  einen  beliebigen  Punct  auszudrücken, 
wählen  wir  den  an  der  Oberfläche  des  Körpers  C^  gegebenen  Punct 
zum  Anfangspuncte  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes,  des- 
sen jer-Axe  die  in  dem  Puncte  errichtete  Normale  (und  zwar  nach 
Aussen  hin  als  positiv  gerechnet),  und  dessen  x-  und  y-Axe  irgend 
zwei  in  der  Tangentialebene  gelegene  auf  einander  senkrechte 
Gerade  seien.  Da  der  zum  Anfangspuncte  gewählte  Punct  noch 
zum  Körper  Ci  gehört,  so  hat  die  Potentialfunction  in  ihm  den 
Werth  Vi.  Gehen  wir  aber  von  ihm  aus  in  der  Richtung  der 
^-Axe  vorwärts,  so  ändert  sich  die  Potentialfunction,  und  nach 
dem  Tailor 'sehen  Lehrsatze  können  wir  für  einen  um  die  Strecke 
e  vom  Körper  Ci  entfernten  Punct  schreiben: 

worin  der  an  die  DifferentialcoefKcienten  gesetzte  Index  1  andeu- 
ten soll,  dass  es  sich  um  die  dicht  am  Körper  Ci  geltenden  Werthe 
der  Differentialcoefficienten  handelt.  Wenden  wir  diese  Gleichung 
auf  den  Punct  an,  wo  die  ir-Axe  den  anderen  Körper  C^  triflft,  so 
ist  in  diesem  Puncte  e  =  c,  und  die  Potentialfunction  hat  hier 
den  Werth  Fs,  woraus  folgt,  dass  zu  setzen  ist: 

Die  ersten  beiden  hierin  an  der  rechten  Seite  stehenden  Diflfe- 
rentialcoef&cienten  kann  man  auf  Einen  reduciren ,  wenn  man  die 
für  den  ganzen  zwischen  den  beiden  Körpern  liegenden  Raum  gel- 
tende Gleichung 

d^V       d^V       d^V 

in  Anwendung  bringt 

Man  denke  sich,  dass  man  von  dem  in  der  Oberfläche  des 
Körpers  Ci  liegenden  Anfangspuncte  der  Coordinaten  aus  in  der 
a;jer-Ebene  nach  einem  anderen  ausserhalb  des  Körpers  oder  in 
dessen  Oberfläche  gelegenen  unendlich  nahen  Puncte  fortschreite, 
Jessen  Coordinaten  dx  und  dis  sein  mögen.  Die  dadurch  entste- 
hende kleine  Aenderung  der  Potentialfunction  V  wird  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt: 

dx        '    9if         '    dx^     2      '    dxda  '    djs^     2 

-f-  etc., 
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worin  der  Index  1  an  den  Differentialcoefficienten  der  Bequem- 
lichkeit wegen  fortgelassen  ist.  Nimmt  man  nun  bestimmter  an, 
dieser  andere  Punct  sei,  wie  der  Anfangspunct  der  Coordinaten, 
in  der  Oberfläche  des  Körpers  Ci  gelegen,  so  hat  die  Potential- 
fanction  hier  ebenfalls  den  Werth  Vi  und  das  an  der  linken  Seite 
stehende  Differential  d  V  ist  somit  gleich  Null  zu  setzen.  Zugleich 
lässt  sich  für  diesen  Fall  aus  der  Gestalt  der  Curve,  in  welcher  die 
a?;?- Ebene  die  Oberfläche  des  Körpers  schneidet,  die  Beziehung 
zwischen  den  Differentialen  dx  und  dß  ableiten.  Da  die  a;-Axe 
die  in  dem  betreffenden  Puncte  an  die  Curve  gelegte  Tangente  ist, 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Krümmungsradius  der  Curve  in  die- 
sem Puncte  mit  Bi  bezeichnen,  die  Gleichung: 

da  =^^  Yp"  ^^*  +  ^^'y 

worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  jenachdem 
die  Curve,  von  der  Seite  der  positiven  jgr,  d.  h.  von  der  Aussenseite 
des  Körpers  betrachtet,  convex  oder  concav  ist.  Setzen  wir  diesen 
Werth  von  d^  in  die  vorige  Gleichung  ein,  und  setzen  zugleich  die 
linke  Seite  gleich  Null,  so  kommt: 

Da  diese  Gleichung  für  beliebige  Werthe  von  dx  richtig  sein  muss, 
so  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  dx 
einzeln  gleich  Null  sein  müssen,  ^vitlraus  sich  ergiebt: 

dV_  a^F_   1     dV  _ 

dx  """'      dx^  +  Ri'dz  ~ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  wollen  wir  in  folgender  Form 
schreiben : 

Ebenso  erhält  man  für  die  y^sr- Ebene,  wenn  die  Curve,  in  wel- 
cher diese  Ebene  die  Oberfläche  schneidet,  den  Krümmungsradius 
Ri  hat: 

Diese  Werthe  von  ^^j  und  ^— ^  in  die  Gleichung  (2)  eingc- 
setzt,  giebt: 
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\-  Ri  -  R'J  de  ^de^       ^ 


oder: 

d*V      /_    1    _    1  \  8F 

de 


Indem  man  diesen  Werth  von  ;r— -,  welcher  sich  auf  den  an  der 
Oberfläche  des  Körpers  Ci  liegenden  Anfangspunct  der  Goordina- 
ten  bezieht,  in  die  Gleichung  (1)  für/— j)  einsetzt,  erhält  man: 

+  etc. 

Hierin  kann  nun  noch  für  ( -r— i    ein   anderer  Ausdruck  ge- 

\deJi 

setzt  werden.    Nach  Gleichung  (11)  des   vorigen  Abschnittes  ist 

nämlich ,  wenn  hi  die  Flächendichtigkeit  der  Electricität  an  dem 

betreffenden  Puncte  der  Oberfläche  des  Körpers  C\  bedeutet,  zu 

setzen : 

wodurch  die  Gleichung  übergeht  in : 

F,=  F,-4.M[l  +  |(T^  +  :^)]  +  Q^T:J3  +  etc. 

In  dieser  Gleichung  wollen  wir  nun  die  Glieder  von  dritter  und 
höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  c  vernachlässigen,  und  die  Glei- 
chung in  folgender  Form  schreiben: 

(7)  '^.-n  =  <^«Äxc[l+|(+^  +  ^)]. 

Nachdem  wir  dieses  Resultat  für  den  Körper  Ci  gewonnen 
haben ,  wollen  wir  uns  denken ,  es  werde  ganz  dieselbe  Entwicke- 
lung  noch  einmal  gemacht,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir 
von  der  Oberfläche  des  Körpers  C^  ausgehen,  und  in  der  Normale 
bis  zur  Oberfläche  des  Körpers  Ci  fortschreiten.  Die  dadurch  ent- 
stehende Gleichung  können  wir  sofort  aus  der  vorigen  ableiten, 
wenn  wir  die  Differenz  Fi  —  F,  mit  Fj  —  Fj  vertauschen,  fer- 
ner für  hl  das  Zeichen  h^  einführen ,  welches  die  electrische  Dich- 
tigkeit an  dem  betreffenden  Puncte  der  Oberfläche  des  Körpers 
C3  bedeuten  soll,  und  ebenso  für  Ri  und  R\  die  Zeichen  B^  und 
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jR'2  setzen,  welche  die  Krümmungsradien  der  zweiten  Fläche  dar^ 
stellen  sollen.    Es  kommt  also : 

(8)      y^-y^  =  ^'^e[i  +  ^{+^T^J\- 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  können  unter  entsprechender 
Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnungen  auch  in  folgende 
Form  gebracht  werden: 

(9) 


Hieraus  ei^ebt  sich  für  die  electrische  Dichtigkeit  an  jedem  der 
beiden  einander  gegenüberliegenden  Puncto  das  eigenthümliche 
Resultat,  dass  sie,  soweit  sie  durch  das  erste  und  bedeutendste 
Glied  der  Formel  ausgedrückt  wird,  nur  von  der  zwischen  beiden 
Körpern  stattfindenden  Potentialniveaudifferenz  und  von  ihrem  Ab- 
stände abhängt,  und  für  beide  Körper  gleich  und  entgegengesetzt 
ist.  Das  zweite  Glied  ist  für  beide  Körper  verschieden,  hängt  aber 
bei  gegebener  Potentialniveaudifferenz  für  jeden  Körper  nur  von 
seinen  eigenen  Krümmungsradien  ab.  Sollten  die  Oberflächen  an 
den  betreffenden  Stellen  so  gestaltet  sein,  dass  man  hätte: 

80  würden  auch  die  zweiten  Glieder  beider  Formeln  gleich  und 
entgegengesetzt  sein ,  und  der  unterschied  zwischen  A3  und  —  hi 
könnte  dann  nur  noch  durch  Glieder  von  höheren  Ordnungen  aus- 
gedrückt sein. 


§.  2.    Anwendung  der  Gleichungen  auf  den  Condensator, 
die  Franklin'sche  Tafel  und  die  Leidener  Flasche. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  können  wir  nun  sofort  auf  die 
beiden  Platten  eines  Gondensators  und  die  beiden  Belegungen 
einer  Franklin 'sehen  Tafel  anwenden,  und  da  bei  diesen  die  ein- 
ander gegenüberliegenden  Flächen  der  beiden  Platten  oder  Bele- 
gungen in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  parallel  sind,  so  gelten  die 
Gleichungen  nicht  bloss  für  ein  bestimmtes  Paar  von  gegenüber- 
liegenden Puncten,  sondern  für  die  ganzen  Flächen.  Nur  die  Stel- 
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len ,  welche  so  nahe  am  Rande  liegen ,  dass  die  Entfernung  vom 
Rande  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  c  ist,  sind  auszu- 
nehmen, weil  hier  die  höheren  DifferentialcoefBcienten  so  gross 
werden,  dass  die  in  den  Gleichungen  fortgelassenen  Glieder  nicht 
mehr  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Was  femer  die  Leidener  Flaschen  anbetrifift,  so  pflegen  bei 
diesen  die  einander  gegenüberliegenden  Flächen  der  beiden  Be- 
legungen, d.  h.  die  Grenzflächen  des  Glases,  zwar  angenähert  aber 
nicht  genau  parallel  zu  sein,  und  dadurch  tritt  eine  Abweichung 
ein.  Wenn  man  nämlich  in  einem  Puncte  der  einen  Fläche  eine 
Normale  errichtet  und  von  demselben  Puncte  aus  auch  auf  die 
andere  Fläche  eine  Normale  fällt,  so  fallen  diese  beiden  Normalen 
nicht  genau  zusammen,  und  die  auf  ihnen  gemessenen  Abstände 
der  beiden  Flächen  sind  daher  nicht  genau  gleich.  Der  zwischen 
ihnen  stattfindende  Längenunterschied  kann  indessen  bei  kleinen 
Abweichungen  vom  Parallelismus  nur  sehr  unbedeutend  sein. 
Setzen  wir  voraus ,  die  Abweichung  vom  Parallelismus ,  also  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  Normalen,  sei  nur- eine  Grösse  von 
derselben  Ordnung  wie  c  (jvobei  vrir  uns  c  nach  einer  den  Dimen- 
sionen der  Belegungen  entsprechenden  Längeneinheit  gemessen 
denken) ,  so  lässt  sich  leicht  ersehen ,  dass  der  Unterschied  zwi- 
schen den  auf  den  beiden  Normalen  gemessenen  Abständen  so  ge- 
ring sein  muss,  dass  man,  nachdem  der  eine  mit  c  bezeichnet  ist, 
den  anderen  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  c  -\-  mc^  dar- 
stellen kann.  Der  Unterschied  ist  also  eine  Grösse  von  dritter 
Ordnung  in  Bezug  auf  c,  und  kann  somit  in  unseren  Gleichungen, 
die  nur  bis  zur  zweiten  Ordnung  richtig  sein  sollen,  vernachlässigt 
werden.  Demnach  können  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  auch  auf  Leidener  Fla- 
schen anwenden. 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen  (9),  so  treten  in  densel- 
ben für  die  in  Rede  stehenden  Apparate  noch  gewisse  Verein- 
fachungen in  Bezug  auf  das  Glied  ein,  welches  die  Krümmungs- 
radien enthält.  Bei  dem  Condensator  und  der  Franklin 'sehen 
Tafel  sind  die  Flächen  eben,  also  die  Krümmungsradien  unendlich 
grosB,  und  dadurch  wird  das  Glied  Null.  Bei  der  Leidener  Flasche 
haben  die  Krümmungsradien  zwar  endliche  Werthe,  aber  es  fin- 
det zwischen  ihnen  eine  gewisse  Beziehung  statt,  weil  die  Flächen 
parallel  oder  wenigstens  nahe  parallel  sind.  Bei  parallelen  Flä- 
chen sind  die  Längen  der  zusammengehörigen  Krümmungsradien 
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nur  um  den  Abstand  c  von  einander  verschieden ,  und  wenn  die 
Flächen  zwar  nicht  ganz  parallel  sind ,  aber  nur  um  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  c  vom  Parallelismus  abweichen,  so  können  auch 
in  diesem  Falle  die  Längen  der  Krümmungsradien  nur  um  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  c  von  einander  verschieden  sein.  Da  nun 
das  Glied,  welches  die  Krümmungsradien  enthält,  das  höchste  in 
den  Gleichungen  noch  berücksichtigte  ist ,  so  kann  in  ihm  ein 
Unterschied,  welcher  im  Verhältnisse  zu  seiner  Grösse  wieder  nur 
von  der  Ordnung  c  ist,  vernachlässigt  werden.  Dem  Vorzeichen 
nach  aber  sind  die  Krümmungsradien  beider  Flächen  entgegen- 
gesetzt, denn  die  Curven,  in  welchen  eine  Normalebene  die  beiden 
Flächen  schneidet,  verhalten  sich  insofern  entgegengesetzt,  als  die 
eine  nach  Aussen  convex  und  die  andere  concav  ist.  Wir  können 
also,  wenn  wir  die  Krümmungsradien  der  ersten  Fläche,  unter 
Fortlassung  des  Index,  mit  B  und  ü'  bezeichnen,  die  der  zweiten 
durch  —  R  und  —  jB'  darstellen.  Die  Gleichungen  (9)  gehen  da- 
her über  in: 


(10) 


und  hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

(11)  Ä,  =  -  Ä,  [i  +  c  (+  ^  T  ^)]. 

Eine  noch  grössere  XJebereinstimmung,  als  zwischen  den 
Grössen  h^  und  —  A^,  findet  zwischen  zwei  anderen  damit  zu- 
sammenhängenden Grössen  statt.  Wir  wollen  auf  der  ersten  Fläche 
ein  Element  dcoi  betrachten.  Am  Umfange  desselben  wollen  wir 
uns  unendlich  viele  Normalen  auf  der  Fläche  errichtet  denken,  die 
auf  der  zweiten  Fläche  ein  Element  abgrenzen,  welches  wir  als  das 
entsprechende  ansehen  und  mit  dfo^  bezeichnen  wollen.  Die  auf 
diesen  beiden  Elementen  befindlichen  Electricitätsmengen  sind 
hidtoi  und  h^duOi.  Nun  ergiebt  sich  aber  aus  einfachen  geometri- 
schen Betrachtungen,  dass  die  beiden  Flächenelemente,  unter  Ver« 
nachlässigung  von  Gliedern  höherer  Ordnungen,  in  folgender  Be- 
sdehung  zu  einander  stehen : 

(12)  dio,  ^da>,^l-\-c(+-^±  -^^]. 
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Wenn  man  nun  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  mit  einander^mul- 
tiplicirt,  so  verschwindet  das  mit  dem  Factor  c  behaftete  Glied,  und 
wenn  man  das  mit  dem  Factor  c^  behaftete  Glied  fortlässt ,  so 
kommt: 

(13)  h2d(02  =  —  hidcoi 

d.  h.  die  Electricitätsmengen,  welche  sich  auf  zwei  entsprechenden 
Flächenelementen  befinden,  sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ein- 
ander so  nahe  gleich,  dass  die  Abweichung  im  Verhältnisse  zum 
ganzen  Werthe  nur  eine  Grösse  von  der  Ordnung  c^  ist. 

Dasselbe,  was  hier  von  zwei  entsprechenden  Flächenelementen 
gesagt  ist,  muss  natürlich  auch  von  endlichen  Flächenstücken  gel- 
ten, welche  so  begrenzt  sind,  dass  die  an  der  einen  Grenzlinie  auf 
der  Fläche  errichteten  Normalen  sämmtlich  die  andere  Grenzlinie 
trefifen.  Auch  auf  diesen  endlichen  Flächenstücken  müssen  die 
Electricitätsmengen  einander  so  nahe  gleich  sein ,  dass  die  Abwei- 
chung im  Verhältnisse  zur  ganzen  Menge  nur  von  zweiter  Ord- 
nung in  Bezug  auf  c  ist 

§.  3.   Vervollständigungen,  welche  in  den  vorigen  Glei- 
chungen noch  nöthig  sind. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mitgetheilten  Gleichungen  hat 
Green  für  den  Condensator,  die  Franklin'sche  Tafel  und  die 
Leidener  Flasche  abgeleitet,  und  sie  bilden  die  Grundlage  der  auf 
diese  Apparate  bezüglichen  Theorie.  Bei  näherer  Betrachtung 
findet  man  aber,  dass  sie  noch  nicht  alles  enthalten,  was  bei  die- 
sen Apparaten  zu  berücksichtigen  ist. 

Wir  wollen  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  immer  von  der 
Leidener  Flasche  sprechen,  weil  das,  was  von  dieser  gilt,  auch  auf 
die  Franklin'sche  Tafel  und  den  Condensator  Anwendung  findet, 
und  sogar,  wenn  man  bei  den  letzteren  die  beiden  Metallplatten 
als  eben,  parallel,  gleich  und  einander  genau  senkrecht  gegenüber- 
stehend voraussetzt,  noch  einfacher  wird. 

Es  handelt  sich  bei  der  mathematischen  Betrachtung  dieser 
Apparate  vorzugsweise  darum,  wenn  die  Potentialniveaux  der  bei- 
den Belegungen  (d.  h.  die  auf  den  Belegungen  stattfindenden  Werthe 
der  Potentialfunction)  gegeben  sind ,  dann  die  auf  ihnen  befind- 
lichen Electricitätsmengen  zu  bestimmen,  oder,  allgemeiner  ausge- 
drückt, die  Gleichungen,  welche  zwischen  den  beiden  Potential- 
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niveaux  und  den  beiden  Electricitätsmengen  stattfinden,  aufzu- 
stellen. 

Die  Green' sehen  Gleichungen  (10)  geben  uns  die  electri- 
schen  Dichtigkeiten  hi  und  h^  auf  den  beiden  einander  zugewand- 
ten Flächen  der  Belegungen,  und  wenn  man  unter  Anwendung 
dieser  Werthe  die  Producte  hidtoi  und  h^do^  bildet,  worin  dtoi 
und  äcO)  Elemente  der  beiden  Flächen  bedeuten,  und  dann  die 
Dififerentialausdriicke  über  endliche  Flächenstücke  integrirt,  so  er- 
-  hält  man  die  auf  diesen  Flächenstücken  befindlichen  Electricitäts- 
mengen. Nun  ist  aber  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  (10) 
doch  nicht  ganz  allgemein  gültig  sind.  Zunächst  ist  aus  der  Art 
der  Ableitung  dieser  Gleichungen  klar,  dass  sie,  weil  in  ihnen  Glie- 
der höherer  Ordnungen  in  Bezug  auf  c  vernachlässigt  wurden,  nur 
dann  anwendbar  sind ,  wenn  der  Abstand  der  Flächen  an  der  be- 
trachteten Stelle  gegen  die  Dimensionen  der  Belegungen  klein  ist. 
Im  vorliegenden  Falle  kommt  aber  noch  ein  anderer  Umstand  in 
Betracht.  Die  Belegungen  einer  Leidener  Flasche  sind  dünne 
Metallblätter,  die  von  scharfen  Rändern  begrenzt  sind.  An  einem 
solchen  Rande  tritt  nun  in  Bezug  auf  die  Electricität  ein  eigen- 
thümliches  Verhalten  ein,  indem  sich  bei  gleichem  Werthe  der 
Potentialfunction  am  Rande  die  Electricität  viel  stärker  anhäuft,  als 
an  den  vom  Rande  entfernten  Flächentheilen.  Man  darf  daher  die 
Gleichungen  nur  auf  diejenigen  Partien  der  einander  zugewandten 
Flächen  der  Belegungen  anwenden,  welche  von  den  Rändern  der 
Belegungen  so  weit  entfernt  sind,  dass  man  die  Entfernung  vom 
Bande  gegen  den  Abstand  der  Belegungen  von  einander,  oder,  wie 
wir  bei  Leidener  Flaschen  etwas  kürzer  sagen  Jcönnen ,  gegen  die 
Glasdicke  als  gross  betrachten  kann.  Auf  diesen  Partien  ist,  sofern 
die  Glasdicke  als  constänt  vorausgesetzt  wird,  auch  die  electiische 
Dichtigkeit  als  sehr  nahe  constänt  zu  betrachten.  Li  der  Nähe 
der  Ränder  aber  hat  die  electrische  Dichtigkeit  andere,  und  zwar 
grössere  Werthe. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Integrale,  welche  man  erhält, 
wenn  man  für  hi  und  h^  einfach  die  Werthe  (10)  anwendet,  und 
damit  die  Integrationen  über  die  ganzen  Flächen  der  Belegungen 
ausfuhrt,  mit  einer  Ungenauigkeit  behaftet  sein  müssen,  deren 
Grösse  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  der  Ränder  abhängt 
Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man  bei  den  Integrationen 
über  die  Flächen  der  Belegungen  stillschweigend  vorauszusetzen 
pflegt,  dass  beide  Belegungen  genau  gleich  weit  reichen,  so  dass 
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ihre  Ränder  sich  senkrecht  gegenüberstehen.  In  der  Wirklichkeit 
aber  ist  dieses  nicht  immer  genau  erfüllt,  und  es  kann  auch  die- 
ser Umstand  einen ,  wenn  auch  in  der  Regel  nur  geringen  Einfluss 
auf  das  Resultat  haben. 

Eine  andere  wesentliche  Vernachlässigung  besteht  darin,  dass 
Green  nur  diejenigen  Electricitätsmengen  betrachtet,  welche  sich 
auf  den  einander  zugewandten  Flächen  der  beiden  Belegungen  be- 
finden, auf  die  Electricitätsmengen  dagegen ,  welche  sich  auf  den 
von  einander  abgewandten  Flächen  befinden,  keine  Rücksicht 
nimmt.  Diese  letzteren  Electricitätsmengen  sind  zwar  bei  der  ge- 
wöhnlichen Art  der  Ladung  viel  kleiner,  als  die  ersteren,  indessen 
sind  sie  doch  bei  manchen  Betrachtungen  von  Bedeutung,  weil 
vorzugsweise  sie  es  sind ,  welche  die  Verschiedenheit  der  auf  den 
beiden  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  verursachen. 

Man  muss  demnach  zu  den  aus  denGreen'schen  Gleichungen 
sich  ergebenden  Grössen  noch  ergänzende,  auf  die  erwähnten  Um- 
stände bezügliche  Grössen  hinzufügen ,  wenn  man  die  auf  den  Be- 
legungen befindlichen  Electricitätsmengen  genau  darstellen  will 


§.  4.   Behandlung  einfacher  specieller  Fälle. 

Um  die  Anschauung  zu  erleichtem,  wollen  wir,  bevor  wir  zur 
Aufstellung  allgemeiner  Gleichungen  für  beliebig  gestaltete  Lei- 
dener Flaschen  schreiten,  einige  specielle  Formen,  welche  sich  be- 
sonders leicht  behandeln  lassen,  zur  Betrachtung  auswählen. 

Als  erste  Form  wählen  wir  eine  solche,  die  zwar  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  vorkommen  kann,  die  aber  doch,  wenn  man  sie  sich 
als  existirend  denkt,  im  Wesentlichen  unter  denselben  Gesetzen 
stehen  muss,  wie  die  gewöhnlichen  Flaschen,  und  zu  sehr  ein- 
fachen Resultaten  fuhrt  Als  Glasgefass  soll  nämlich  eine  ganM 
gescMossene  HoWkugel  von  überall  gleicher  Glasdicke  dienen 
und  diese  soll  auf  ihrer  ganzen  inneren  und  äusseren  Fläche  mit 
Stanniol  belegt  sein.  Auf  der  inneren  Belegung  befinde  sich  die 
auf  irgend  eine  Weise  dorthin  gelangte  Electricitätsmenge  M  und 
auf  der  äusseren  Belegung  die  Electricitätsmenge  N,  Es  fragt 
sich,  welche  Werthe  dann  die  Potentialfunction  auf  den  beiden 
Belegungen  hat 

Jede  der  beiden  Belegungen  hat  zwei  kugelförmige  Grenz* 
flächen,  welche  wir  die  innere  und  äussere  Grenzfläche  nennen 
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wollen,  und  da  im  Inneren  eines  leitenden  Körpers  keine  getrennte 
Electricität  vorhanden  sein  kann ,  so  können  die  Electricitätsmen- 
gen  M  und  N  nur  auf  diesen  Grenzflächen  gelagert  sein.  Wir 
wollen  die  einzelnen  auf  den  vier  Flächen  befindlichen  Electricitäts- 
mengen,  von  der  innersten  an,  der  Reihe  nach  mit  Jfi,  Jf,,  *Ni 
und  N^  bezeichnen,  so  dass  zu  setzen  ist: 

(14)  Jfi  +  Jfa  =  M\    Ni-\-N^  =  K 

Von  diesen  vier  Electricitätsmengen  ist  sofort  ersichtlich,  dass  sie, 
sofern  nicht  noch  fremde  electrische  Kräfte  mitwirken,  gleich- 
massig  über  die  betreffenden  Flächen  verbreitet  sein  müssen,  und 
man  kann  also  für  jede  derselben  die  Gleichungen  anwenden, 
welche  für  eine  gleichmässig  über  eine  Kugelfläche  verbreitete 
Electricitätsmenge  gelten,  und  welche  hier  nur  kurz  angeführt 
werden  sollen  ^). 

In  dem  von  einer  gleichmässig  mit  Electricität  belegten  Kugel- 
fläche eingeschlossenen  Hohlräume  ist  die  Potentialfunction  con- 
stant  und  es  gilt,  wenn  der  Radius  der  Kugelfläche  mit  r,  die 
Flächendichtigkeit  der  Electricität  mit  h  und  die  innere  Potential- 
function mit  Vi  bezeichnet  wird,  die  Gleichung: 

(15)  Vi  =  ^nhr. 

Da  nun  der  Flächeninhalt  der  Kugelfläche  durch  4xr^  dargestellt 
wird,  so  drückt  das  Product  4  ä  r^  ä  die  ganze  auf  der  Kugelfläche 
befindliche  Electricitätsmenge  aus,  und  wir  können  daher,  wenn 
wir  diese  Electricitätsmenge  mit  Q  bezeichnen,  schreiben: 

(15a)  Vi  =  Y- 

Ausserhalb  der  Kugeifläche  ist  die  Potentialfunction,  welche  hier 
mit  Fe  bezeichnet  werden  möge,  veränderlich,  und  zwar  ist,  wenn 
l  den  Abstand  des  betrachteten  Punctes  vom  Mittelpuncte  bedeu- 
tet, zu  setzen: 

(16)  Ve  =  i7ch  y  =  y- 

Diese  Gleichungen  wenden  wir  nun  auf  die  oben  genannten 
vier  Kugelflächen  an.  Um  ihre  Radien  ausdrücken  zu  können,  be- 
zeichnen wir  den  Radius  der  inneren  Grenzfläche  der  Glaskugel 
mit  a,  die  Dicke  des  Glases  mit  c  und  die  Dicken  der  beiden  Be- 


1)  Siehe  mein  Buch  über  die  Potentialfunction  S.  26. 
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legungen  mit  ß  und  y,  dann  sind  die  Radien  der  einzelnen  Flä- 
chen von  der  innersten  an :  a  —  j3,  a,  a  +  c  und  a  -}-  c  -{-  y. 

Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Punct  innerhalb  der  inneren 
Belegung,  dessen  Abstand  vom  Mittelpuncte  l  heissen  möge,  so 
liegt  dieser  Punct  in  Bezug  auf  die  innere  Grenzfläche  der  inne- 
ren Belegung  im  äusseren  Räume  und  in  Bezug  auf  die  drei  ande- 
ren Kugelflächen  im  inneren  Räume.  Wir  haben  daher  für  die 
Electricitätsmenge  Mi  die  Gleichung  (16)  und  für  die  Electricitäts- 
mengen  Jlfa,  ^i  und  iVg  die  Gleichung  (15  a),  unter  Einsetzung 
der  betreffenden  Radien  für  r,  anzuwenden.  Bezeichnen  wir  also 
die  ganze  Potentialfunction  in  der  inneren  Belegung  mit  F,  so 
kommt: 

Ml    ,    M2    ,      Ni       ,  JVj 


(17)  F—    ^    -\-   ^   +a  +  c  +  a  +  c  +  y 

Betrachten  wir  femer  einen  Punct  innerhalb  der  äusseren  Bele- 
gung, dessen  Abstand  vom  Mittelpuncte  wieder  l  heissen  möge,  so 
liegt  dieser  Punct  in  Bezug  auf  die  äussere  Grenzfläche  der  äusse- 
ren Belegung  im  inneren  Räume  und  in  Bezug  auf  die  drei  ande- 
ren Kugelflächen  im  äusseren  Räume.  Wir  haben  daher  für  die 
Electricitätsmenge  N^  die  Gleichung  (15  a)  und  für  die  drei  Men- 
gen Jtfi,  M2  und  Ni  die  Gleichung  (16)  anzuwenden,  wodurch  wir, 
wenn  wir  die  Potentialfunction  in  der  äusseren  Belegung  mit  Q 
bezeichnen,  erhalten: 

Ml    ,    M^    ,    Ni    ,  JVi 


(18)  ff  =  tp-|.ip-^l^+  . 

Innerhalb  jeder  Belegung  muss  die  Potentialfunction  constant, 
also  von  l  unabhängig  sein.  Das  ist  für  F  nur  dadurch  möglich, 
dass 

(19)  M,  =  0, 
woraus,  gemäss  (14),  weiter  folgt: 

(20)  Mi  =  M. 

Soll  ferner  G  von  {  unabhängig  sein,  so  muss  sein: 

Ml -\- Mi -\-  N,  =  0, 

woraus,  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vorigen  Gleichungen, 
folgt: 

(21)  Ni  =  -M, 

und  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  (14): 

(22)  Ni  =  M-{-N. 
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Durch  Einsetzung  dieser  vier  Werthe  in  die  Gleichungen  (17) 
und  (18)  gehen  diese  über  in: 


(23) 


a(a  -{-  c) 
^^    M+N 


Jf  + 


Löst  man  diese  Gleichungen  nach  M  und  N  auf,  so  erhält  man : 

J^  =  ^\^  ^  ( g  -  JO  +  («  +  c  +  y)  g. 

Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  der  inneren  Grenzfläche  der 
Glaskugel  mit  s,  so  ist  s  =  4Äa*,  und  man  kann  daher  die  vori- 
gen Gleichungen  so  schreiben: 


(25) 


Steht  die  äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 
dung, so  ist  zu  setzen:  G  =  0.  Dadurch  wird  N  ==:  -^  M  und 
zwischen  M  und  F  erhält  man  die  einfache  Gleichung: 


(26) 


m=^(i  +  ^)f. 


Ein  anderer  specieller  Fall ,  welcher  verhältnissmässig  leicht 
zu  behandeln  ist,  ist  der  einer  Franklin'schen  Tafel  mit  kreis- 
förmigen Belegungen.  Diesen  habe  ich  in  eiper  im  Jahre  1852  ver- 
öffentlichten Abhandlung  *)  einer  näheren  Betrachtung  unterwor- 
fen, von  deren  Resultaten  hier  einige  mitgetheilt  werden  mögen« 
Wenn  a  den  Radius  der  kreisförmigen  Belegungen  und  c  ihren  gegen- 
seitigen Abstand  bedeutet,  so  lauten  die  betreffenden  Gleichungen: 


(27) 


M+  N=  —  (F-j-  G). 

7t 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  86,  S.  161. 

2)  In  neuester  Zeit  ist  eine  schöne  Abhandlung  „zur  Theorie  des  Con- 
densators^  von  Kirchhoff  erschienen  (Monatsberichte  der  Berliner  Aca- 

4* 
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Indem  wir  diese  Gleichungen  zu  einander  addiren  und  von  ein- 
ander subtrahiren,  und  zugleich  für  den  Flächeninhalt  einer  der 
Belegungen,  also  für  die  Grösse  ;ra^,  das  Zeichen  s  einführen,  er- 
halten wir: 


(28) 


Ebenso  kann  man  auch  F  und  G  durch  M  und  N  oder  überhaupt 
irgend  zwei  der  vier  Grössen  J!f,  N^  F,  O  durch  die  beiden  ande- 
ren ausdrücken. 

Für  den  Fall ,  dass  eine  der  Belegungen ,  welche  wir  als  die 
zweite  annehmen  wollen,  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung 
steht,  und  demgemäss  O  den  Werth  Null  hat,  braucht  man  von 
den  drei  übrigen  Grössen  M,  N  und  l^nur  Eine  zu  kennen,  um 
die  beiden  anderen  zu  bestimmen.    So  erhält  man  z.  B. : 


§.  5.    Allgemeine  Gleichungen  für  zwei  beliebige 

Körper. 

Um  die  betreffenden  Ausdrücke  für  die  beiden  Belegungen 
einer  beliebig  gestalteten  Leidener  Flasche  bilden  zu  können,  wol- 
len wir  zunächst  die  Sache  noch  allgemeiner  betrachten,  und  statt 
der  Belegung4sn  irgend  zwei  leitende  Körper  Ä  und  B  als  gegeben 


demie,  März  1877),  in  welcher  für  denselben  Fall  folgende  Gleichung  ge- 
geben ist: 

worin  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.    Diese  Gleichang 
stimmt,  wie  man  sieht,  der  Form  nach  mit  der  meinigen  überein,  und  auch 

der  constante  Factor  — -  ist  von  der  Zahl  17-68,  welche  ich  durch  eine 

Reihenentwickelung  als  Nähernngswerth  berechnet  habe,  nur  wenig  ver- 
schieden. * 


Gleichungen  für  Leidener  Flaschen.  53 

annehmen,  in  deren  Nähe  sich  noch  beliebige  andere  leitende  Kör- 
per befinden  dürfen,  von  denen  wir  aber  voraussetzen  wollen,  dass 
sie  entweder  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehen ,  oder, 
falls  sie  isolirt  sind ,  keine  Electricität  mitgetheilt  erhalten.  Für 
diese  Körper  Ä  und  B  wollen  wir  gewisse  allgemeine  Gleichungen 
ableiten,  welche  sich  auf  ihre  gegenseitige  Influenz  beziehen,  und 
welche  wir  dann  auf  die  beiden  Belegungen  der  Leidener  Flasche 
anwenden  können. 

Zunächst  möge  der  Körper  Ä  mit  der  Erde  in  leitende  Ver- 
bindung gesetzt  und  B  isolirt  werden,  und  unter  diesen  Umstän- 
den lade  man  B  bis  zum  Potentialniveau  —  K  mit  Electricität 
Auf  dem  Körper  Äy  dessen  Potentialniveau  wegen  seiner  Verbin- 
dung mit  der  Erde  Null  bleiben  muss ,  wird  dann  durch  Influenz 
eine  gewisse  Electricitätsmenge  angesammelt,  welche  jedenfalls  der 
Grösse  K  proportional  ist,  und  welche  wir  daher  jetzt  mit  aK  be- 
zeichnen wollen.  Die  gleichzeitig  auf  B  befindliche  Electricitäts- 
menge, welche  auch  der  Grösse  K  proportional  und  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  sein  muss,  wollen  wir  durch  —  bK  darstel- 
len. Die  in  diesen  beiden  Ausdrücken  vorkommenden  Factoren  a 
und  b  sind  zwei  positive  Constante,  welche  von  der  Grösse  und 
Gestalt  der  Körper  A  und  B  und  von  ihrer  Lage  zu  einander  und 
zu  den  übrigen  im  Bereiche  der  Influenz  befindlichen  leitenden 
Körpern  abhängen. 

Nachdem  diese  Ladung  geschehen  ist,  denke  man  sich  die 
leitende  Verbindung  zwischen  dem  Körper  A  und  der  Erde  unter- 
brochen ,  so  dass  nun  beide  Körper  A  und  B  isolirt  sind.  Unter 
diesen  Umständen  theile  man  beiden  Körpern  soviel  gleichartige 
Electricität  mit,  dass  sich  auf  beiden  das  Potentialniveau  um  den 
Betrag  K*  ändere«  Die  dazu  nöthigen  Electricitätsmengen  sind 
dieselben,  wie  die,  welche  man  anwenden  müsste,  wenn  die  beiden 
isoUrten  Körper  anfangs  unelectrisch  wären,  und  man  sie  dann 
auf  das  gleiche  Potentialniveau  K*  bringen  wollte.  Da  diese  Elec- 
tricitätsmengen dem  Potentialniveau  K'  proportional  sein  müssen, 
so  wollen  wir  sie  mit  aK  und  ßK'  bezeichnen,  worin  a  und  ß 
wieder  zwei  positive  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  der  Körper 
abhängige  Constante  sind. 

Die  durch  diese  beiden  auf  einander  folgenden  Operationen 
entstandenen  Zustände  der  beiden  Körper  lassen  sich  folgender« 
maassen  ausdrücken; 
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«...  s  (  Potentialniveau:  K' 

^         \  Electricitätsmenge:  aK  -^  aS^ 

^..         j.  i  Potentialniveau:  —  K  -^  K' 

^         \  Electricitätsmenge:  —  bK -^  ßK' 

Nehmen  wir  nun  als  speciellen  Fall  an,  es  sei: 

-  K+K'  ^0 

und  somit: 

K'  =  K, 

so  sind  die  Zustände ,  welche  die  Körper  nach  den  beiden  Opera- 
tionen haben ,  dieselben ,  wie  die ,  welche  sie  angenommen  haben 
würden,  wenn  einfach  der  Körper  B  mit  der  Erde  in  leitende  Ver- 
bindung gesetzt  und  dadurch  auf  dem  Potentialniveau  Null  erhal- 
ten wäre,  während  man  den  Körper  A  isolirt  und  bis  zum  Poten- 
tialniveau K  mit  Electricität  geladen  hätte.  Die  unter  diesen  Um- 
ständen auf  B  durch  Influenz  angesanmielte  Electricitätsmenge 
muss  nach  Gleichung  (38)  des  vorigen  Abschnittes,  welche  sich 
auf  zwei  Ladungen  bis  zum  Potentialniveau  JT  bezieht,  der  mit  aK 
bezeichneten  Electricitätsmenge,  welche  der  Körper  Ä  aufnimmt, 
wenn  er  mit  der  Erde  verbunden  ist ,  während  B  bis  zum  Poten- 
tialniveau —  K  geladen  wird,  gleich  und  entgegengesetzt  sein. 
Wir  können  also,  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  der  auf  jB  befind- 
lichen Electricitätsmenge  die  Grösse  K'  durch  K  ersetzen,  fol- 
gende Gleichung  bilden: 

woraus  folgt: 

b  =  a-}-  ß. 

Hierdurch  ist  eine  der  vier  oben  eingeführten  Constanten  be- 
stimmt, und  wir  können  nun  wieder  zu  dem  allgemeineren  Falle, 
wo  Jf'  nicht  gleich  K  zu  sein  braucht ,  zurückkehren,  und  in  den 
Ausdrücken,  welche  die  Zustände  der  beiden  Körper  darstellen,  für 
b  den  gefundenen  Werth  einsetzen.   Dadurch  erhalten  wir: 

^..  .  f  Potentialniveau:  iT' 

l  Electricitätsmenge:  aK -{-  aK' 

^..         ^  f  Potentialniveau :  —  JK"  -f-  JE"' 

is^orper  Ji  |  Electricitätsmenge:  —  aiT-f  ß(—K+K'}. 

Das  in  diesen  Ausdrücken  enthaltene  Ergebniss  der  vorste- 
henden Betrachtung  wollen  wir  nun  noch  in  etwas  bequemere 
Form  bringen.    Anstatt  die  auf  die  beiden  einzelnen  Operationen 
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bezüglichen  Potentialniveaux  in  den  Formeln  zu  behalten,  wollen 
wir  die  schliesslich  stattfindenden  Potentialniveaux  der  beiden  Kör- 
per durch  einfache  Buchstaben  darstellen.  Das  schliessliche  Po- 
tentialniveau  des  Körpers  A  möge  mit  JF,  und  dasjenige  des  Kör- 
pers B  mit  6r  bezeichnet  werden.    Dann  haben  wir  zu  setzen: 

E'  =  F 

-^  K  -^K'  =  G 

und  somit: 

K  =F  —  G. 

Femer  wollen  wir  die  schliesslich  auf  den  beiden  Körpern  befind- 
lichen Electricitätsmengen  mit  M  und  N  bezeichnen.  Dann  kön- 
nen wir  dem  Vorigen  nach  folgende  zwei  Gleichungen  bilden,  welche 
für  jede  zwei  unter  gegenseitiger  Influenz  stehende  leitende  Kör- 
per gelten,  wenn  alle  anderen  im  Bereiche  der  Influenz  befind- 
lichen leitenden  Körper  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  ste- 
hen, oder,  falls  sie  isolirt  sind,  keine  Electricität  raitgetheilt  er- 
halten : 

f  Jlf=a(F-  G)  +  aF 

N  =a{G  —  F)  +  ßG. 


(30) 


§.  6.   Bestimmung  des  Coefficienten  a  für  Leidener 

Flaschen. 

Wenn  wir  diese  Gleichungen  auf  die  beiden  Belegungen  einer 
Leidener  Flasche  anwenden,  so  können  wir  die  Grössen  a,  a  und 
ß  näher  bestimmen.  Wir  wollen  dabei  die  innere  Belegung  der 
Flasche  als  den  Körper  Ä  und  die  äussere  Belegung  als  den  Kör- 
per B  betrachten. 

Zunächst  möge  angenommen  werden ,  dass  die  äussere  Bele- 
gung bis  zum  Potentialniveau  G  geladen  sei,  während  die  innere 
Belegung  mit  der  Erde  in  Verbindurg  stehe.  Die  unter  diesen 
Umständen  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge 
kann  man  durch  die  erste  der  Gleichungen  (30)  ausdrücken,  wenn 
man  darin  F  =  0  setzt,  also : 

(31)  M='-aG. 

Ausserdem  kann  man  in  diesem  Falle  die  Electricitätsmenge  M 
auch  durch  directe  Betrachtungen  bis  auf  einen  gewissen  Gracl 
von  Genauigkeit  bestimmen. 
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Da  sich  nämlich  auf  der  inneren  Belegung ,  welche  mit  der 
Erde  leitend  verbunden  ist,  nur  so  viel  Electricität  befindet,  wie 
durch  die  Anziehung  derjenigen  Electricität,  mit  welcher  die 
äussere  Belegung  geladen  ist,  festgehalten  wird,  so  kann  man 
schliessen,  dass  die  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electri- 
cität ganz  auf  dei;  der  äusseren  Belegung  zugewandten  Fläche  der 
inneren  Belegung  gelagert  ist.  Zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit 
der  Electricität  auf  dieser  Fläche  kann  man  die  erste  der  Glei- 
chungen (10)  anwenden ,  wenn  man  darin  F2  =  ff  und  Fj  =  0 
setzt.   Diese  Gleichung  lautet  dann : 

».=-i!.['+K±i±^)]- 

Es  sei  nun  d  o  ein  Element  der  nach  Aussen  gewandten  Fläche 
der  inneren  Belegung  oder,  wie  man  kürzer  zu  sagen  pflegt,  ein 
Flächenelement  der  inneren  Belegung,  indem  man  die  nach  Aussen 
gewandte  Fläche  und  die  nach  Innen  gewandte  Fläche  einer 
und  derselben  Belegung  als  gleich  gross  betrachtet.  Mit  diesem 
Flächenelemente  multiplicire  man  die  vorige  Gleichung  an  beiden 
Seiten  und  integrire  die  dadurch  entstehenden  Differentialaus- 
drücke über  die  ganze  Fläche  der  inneren  Belegung,  wodurch  fol- 
gende Gleichung  entsteht: 


(32) 


/M»  =  -ÄL/'T  +  l/(±i±l)H 


Von  den  an  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  in  der  ecki- 
gen Klammer  stehenden  Integralen  kann  man  das  erste  für  den 
Fall,  dass  die  Glasdicke  c  constant  ist,  sofort  ausführen.  Sei  näm- 
lich mit  s  die  Fläche  der  inneren  Belegung  bezeichnet,  so  ist: 

(33)  fi^  =  l. 

Je  c 

Sollte  die  Glasdicke  c  nicht  constant  sein,  so  wollen  wir  einen 

mittleren  Werth  Cm  einfuhren ,  welcher  durch  folgQnde  Gleichung 

bestimmt  sein  soll: 

(34)  *  f^^J-. 

Je  Cm 

Durch  Einsetzung  dieses  Bruches  für  das  betreffende  Integral  geht 
die  Gleichung  (32)  über  in: 

/M»=-Ä[i+|/(±i±l)H 

oder  anders  geschrieben: 
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(35)   /ä,.^«  =  _  G  ^  [l  +  |l/(±  ^  ±  ^)  ä.] 

Dieses  so  ausgedrückte  Integral  f  hido  ist  nun  zwar  nicht 

vollkommen  identisch  mit  der  ganzen  unter  den  genannten  Um- 
ständen auf  der  inneren  Belegung  befindlichen  Electricitätsmenge 
Jlf,  sondern  weicht  ein  Wenig  von  derselben  ab,  weil  in  der  Nähe 
des  Randes  die  electrische  Dichtigkeit  grösser  ist ,  als  der  obige 
Ausdruck  von  hi  angiebt«  Die  Abweichung  kann  aber  nach  dem, 
was  in  §.  S  gesagt  ist ,  niu:  eine  solche  Grösse  sein,  die,  wenn  man 
sie  als  Bruchtheil  des  ganzen  Integralwerthes  ausdrückt,  mit  ab- 
nehmender Glasdicke  in  der  Weise  abnimmt,  dass  sie  mit  unend- 
lich klein  werdender  Glasdicke  (vorausgesetzt  dass  das  Glas  ohne 
Beeinträchtigung  seines  Isolationsvermögens  unendUch  dünn  ge- 
macht werden  könnte)  ebenfalls  unendlich  klein  wird.  Da  nun 
in  der  eckigen  Klammer  der  vorigen  Gleichung  sich  schon  ein  Glied 
befindet,  welches  mit  dem  Factor  Cm  behaftet  ist,  und  daher  die 
Eigenschaft  hat,  mit  der  Glasdicke  zugleich  abzunehmen  und  un- 
endlich klein  zu  werden,  so  können  wir  die  vorgenannte  Abwei- 
chung mit  diesem  Gliede  zusammenfassen,  und  wir  wollen  die  da- 
durch entstehende  Grösse,  welche  innerhalb  der  Klammer  zu  1 
addirt  werden  muss,  mit  S  bezeichnen.  Dann  können  wir  schreiben: 

Da  nun  nach  Gleichung  (31)  für  M  der  Ausdruck  —  a  G  ge- 
setzt werden  kann,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

und  wenn  wir  hieraus  noch  die  Grösse  —  O  fortheben ,  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung: 

(^')  «=4¥^(l  +  *)- 

Hierdurch  ist  der  Coefficient  a  soweit  bestimmt,  dass  nur  noch  die 
im  Verhältnisse  zu  1  kleine  Grösse  S  unbestimmt  gelassen  ist. 
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§.  7.   Bedeutung  der  Coefficienten  a  und  ß  für 

Leidener  Flaschen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  beiden  Coefficienten  «  und  ß^  um 
zu  sehen,  in  wie  weit  sich  diese  bestimmen  lassen. 

Gemäss  dem,  was  oben  über  diese  beiden  Coefficienten  gesagt 
ist,  können  wir  sie  für  eine  Leidener  Flasche  folgendermaassen 
definiren:  Wenn  beide  Belegungen  der  Flasche  so  geladen  werden 
sdUen^  dass  die  Potentialfundion  auf  ihnen  den  gemeinsamen  Werth 
1  hat^  so  sind  die  daeu  nöthigen  Eledricitätämengen  a  und  ß. 

Denken  wir  uns,  nachdem  diese  Ladung  beider  Belegungen 
zu  einem  gemeinsamen  Potentialniveau  stattgefunden  hat,  zwischen 
beiden  Belegungen  eine  leitende  Verbindung  hergestellt,  z.  B.  mit- 
telst eines  durch  die  isolirende  Schicht  hindurchgehenden  sehr 
dünnen  Drahtes,  so  wird  dadurch  in  der  Vertheilung  der  Electri- 
cität  und  im  Potentialniyeau  keine  Aenderung  veranlasst  werden. 
Denken  wir  uns  femer,  dass  die  Metallplatten,  welche  die  Bele- 
gungen bilden,  einander  mehr  und  mehr  genähert  werden,  so  dass 
sie  endlich  zur  Berührung  kommen,  und  zusammen  als  eine  ein- 
fache Metallplatte  von  der  Form  einer  der  Belegungen  zu  betrach- 
ten sind,  so  wird  auch  dadurch  das  gemeinsame  Potentialniveau 

sich  nur  um  eine  Grösse  ändern  können,  welche  im  Verhältnisse 

c 
zum  ursprünglichen  Werthe  1  von  der  Ordnung  -7=  ist,  d.  h  von 

der  Ordnung  des  Verhältnisses,  in  welchem  der  Abstand  der  Plat- 
ten von  einander  zu  ihren  Dimensionen  steht.  Sollte  das  Poten- 
tialniveau bei  der  Annäherung  bis  zur  Berührung  ungeändert 
gleich  1  erhalten  werden,  so  würde  dazu  eine  kleine  Aenderung 
der  gesammten  Electricitätsmenge  a  +  /5  erforderlich  sein,  welche 
Aenderung  aber  im  Verhältnisse  zum  ursprünglichen  Werthe  eben- 

falls  nur  von  der  Ordnung  —7=  sein  würde.    Da  nun  aber  die 

y  s 

Grösse  a  '\-  ß  selbst  schon  gegen  die  Grösse  a  klein  ist,  indem 
ihr  Ausdruck  nicht,  wie  derjenige  von  a,  den  Abstand  c  im  Nen- 
ner hat,  so  wollen  wir  eine  Aenderung,  die  im  Verhältnisse  zum 

ganzen  Werthe  von  a  -\-  ß  von  der  Ordnung  ■r-y=  ist,  veruach- 

y  s 

lässigen,  und  uns  mit  dem  folgenden  angenäherten  Satze  begnügen: 
Denkt  man  sich ,  dass  nur  Eine  der  beiden  Bdegungefi  vorhanden 
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toärcy  so  ist  a  -^  ß  angenähert  gleich  der  Eledricitätsmenge^  welche 
man  dieser  einen  Belegung  mittheüen  müsste^  wn  sie  bis  zum  Po- 
ientiälniveau  1  isu  laden. 

Hierdurch  ist  die  Summe  der  beiden  Goefficienten  a  und  /}, 
wenn  auch  nicht  wirklich  bestimmt,  so  doch  auf  einen  einfache- 
ren Fall  zurückgeführt,  aus  dem  man  selbst  dann,  wenn  man  die 
weitere  Rechnung  nicht  ausfuhrt ,  schon  eine  Vorstellung  von  der 
Art  der  Grösse,  um  die  es  sich  handelt,  gewinnen  kann. 

Was  nun  noch  das  Yerhaltniss  der  beiden  einzelnen  Goeffi- 
cienten a  und  ß  zu  einander  anbetrifit,  so  hängt  dieses  vorzugs- 
weise davon  ab ,  wie  die  Belegungen  gekrümmt  sind.  Smd  beide 
Belegungen  eben,  wie  bei  einer  Franklin'schen  Tafel,  und  neh- 
men wir  dazu  noch  an,  dass  sie  vollkommen  gleich  gross  sind,  und 
dass  die  beiden  Ränder  sich  überall  senkrecht  gegenüberstehen, 
so  sind  die  beiden  Goefficienten  a  und  ß  unter  einander  gleich. 
Für  den  noch  specielleren  Fall,  dass  die  Belegungen  kreisförmig 
sind,  haben  a  und  /3,  wie  man  aus  (28)  ersieht,  den  gemeinsamen 

Werth  — ,  worin  a  den  Radius  des  Kreises  bedeutet.  Sind  die  Be- 

legungen  so  gekrümmt,  dass  die  eine  die  andere  ganz  umschliesst, 
so  ist  der  auf  die  innere  Belegung  bezügliche  Coefficient  a  gleich 
Null,  und  der  auf  die  äussere  Belegung  bezügliche  Coefficient  ß 
hat  den  ganzen  Werth,  welcher  vorher  für  die  Summe  beider  be- 
stimmt wurde.  Für  die  in  §.  4  behandelte  Kugelflasche  hat  /3,  wie 
man  aus  den  Gleichungen  (25)  ersieht,  den  Werth  a  +  c  -|-  y? 
worin  a  den  Radius  der  inneren  Grenzfläche  der  Glaskugel ,  c  die 
Dicke  des  Glases  und  y  die  Dicke  der  äusseren  Belegung  bedeu- 
tet. Wenn  endlich,  wie  es  bei  gewöhnlichen  Leidener  Flaschen  der 
Fall  ist,  eine  Belegung  die  andere  zwar  theilweise,  aber  nicht  voll- 
ständig umschliesst,  so  ist  aus  der  Vergleichung  mit  den  beiden 
vorigen  Fällen  leicht  ersichtlich,  dass  der  auf  die  innere  Belegung 
bezügliche  Goefficient  a  kleiner  sein  muss,  als  der  auf  die  äussere 
Belegung  bezügliche  Goefficient  ß. 


§.  8.    Bequeme  Form  der  Gleichungen. 

Wir  kehren  nun  zu  den  Gleichungen  (30)  zurück.  Für  den 
Goefficienten  a  setzen  wir  den  in  (37)  gegebenen  Ausdruck,  worin 
wir  aber  statt  Cm  einfach  c  schreiben  wollen ,  indem  wir  im  Fol- 


X 
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genden  unter  c  die  durch  Gleichung  (34)  bestimmte  mittlere  Glas- 
dicke verstehen.  Die  beiden  anderen  Goefficienten  a  und  ß  behal- 
ten wir  unverändert  bei.  Dann  lauten  die  für  eine  geladene  Lei- 
dener Flasche  geltenden  Gleichungen: 


(38) 


s 


(39) 


Zur  Abkürzung  wollen  wir  noch  setzen : 

4:XC 


X 


1  + 


woraus  sich  ergiebt,  dass  die  neu  eingeführte  Grösse  x  vorzugs- 
weise von  der  Glasdicke  abhängt ,  und  angenähert  gleich  4  ^  c  ist. 
Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  folgende  etwas  einfachere  Ge- 
stalt an: 


(40) 


lM=±iF- 


G)  +  aF 


N  =  ^(G-F)-\-ßG. 


Bei  der  Anwendung  der  Leidener  Flaschen  ist  der  gewöhn- 
lichste Fall  der,  wo  die  äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leiten- 
der Verbindung  steht.  In  diesem  Falle  ist  ö  =  0  zu  setzen,  und 
die  Gleichungen  gehen  dadurch  über  in : 


(41) 


M={±  +  a)F 


iV  =  -  -  F. 

X 


Da  es  in  dem  zuletzt  genannten  Falle  bequem  ist ,  wenn  man 
die  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge  M 
mit  dem  auf  derselben  Belegung  stattfindenden  Werthe  F  der 
Potentialfunction  in  möglichst  einfacher  Weise  vergleichen  kann, 
so  wollen  wir  neben  dem  griechischen  Buchstaben  x  noch  den  la- 
teinischen Buchstaben  k  einfuhren,  dessen  Bedeutung  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt  wird : 
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(42) 

s         s    , 

T-X+«' 

woraus  folgt: 

(43)                 h  — 

X                        4nc 

l-j-a—        1  —  a  —  a  

'       s                             s 

Dadurch  gehen  die  allgemeinen  Gleichungen  (40)  über  in: 


(44) 


und  die  speciellen  Gleichungen  (41),  welche  sich  auf  den  Fall  be- 
ziehen, wo  die  äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leitender  Ver- 
bindung steht,  gehen  über  in: 


(45) 


M 


i^ 


.y  =  _(|.-.)F. 


Mit  Hülfe  der  unter  (40)  und  in  veränderter  Form  unter  (43) 
angeführten  Gleichungen  kann  man,  wenn  von  den  vier  Grössen 
Jf,  JV,  F  und  O  irgend  zwei  gegeben  sind,  die  beiden  anderen 
bestimmen.  Ebenso  kann  man  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die 
äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  steht,  mit 
Hülfe  der  unter  (41)  und  in  veränderter  Form  unter  (45)  ange- 
führten Gleichungen  aus  jeder  der  drei  Grössen  üf ,  N  und  F  die 
beiden  anderen  berechnen. 
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Behandlung  dieleotrisoher  Medien. 
§.  1.    Verhalten  der  isolirenden  Zwischenschicht. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  die  Zwischenschicht,  welche  die  bei- 
den Platten  eines  Condensators  oder  die  beiden  Belegungen  einer 
Franklin 'sehen  Tafel  oder  Leidener  Flasche  von  einander 
trennt,  einfach  als  vollkommener  Isolator  betrachtet,  dessen  elec- 
trischer  Zustand  sich  durch  die  Einwirkung  der  auf  den  Platten 
oder  Belegungen  befindlichen  Electricität  nicht  ändert,  und  der 
daher  auch  keine  electrische  Gegenwirkung  ausüben  kann.  So  ein- 
fach ist  die  Sache  aber  in  der  Wirklichkeit  nicht.  Schon  Faraday 
und  nach  ihm  Wern.  Siemens  haben  beobachtet,  dass  das  elec- 
trische Verhalten  eines  Condensators  bei  gleichem  Abstände  der 
Platten  noch  wesentlich  von  der  Natur  des  zwischen  den  Platten 
befindlichen  Isolators  abhängt  Faraday  hat  sich  daraus  sogar 
die  Ansicht  gebildet,  dass  die  mit  Electricität  geladenen  Platten 
überhaupt  nicht  direct  aus  der  Entfernung  auf  einander  wirken, 
sondern  dass  die  Wirkung  nur  durch  Vermittelung  des  dazwischen 
befindlichen  Stoffes  stattfinden  könne,  und  er  hat  einen  solchen 
Stoff,  welcher,  ohne  die  Electricität  zu  leiten,  die  von  der  Electri- 
cität in  die  Entfernung  ausgeübte  Wirkung  vermittelt,  ein  Diele c- 
tricum  genannt  Diesen  Namen  kann  man  auch  dann  beibehal- 
ten, wenn  man  sich  der  Faraday 'sehen  Ansicht  nicht  ganz  an- 
schliesst,  sondern  annimmt,  dass  zwar  eine  directe  Wirkung  der 
Electricität  in  die  Entfernung  stattfinde,  dass  diese  Wirkung  aber 
durch  den  dazwischen  befindlichen  Stoff  modificirt  werde. 

In  neuerer  Zeit  haben  Boltzmann^),  Wüllner»)  u.  A.  die 
Eenntniss  des  Verhaltens  der  isolirenden  Stoffe  zur  Electricität 


^)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Academie  1873  und  1874. 
2)  Wiedemann'^  Ann.  Bd.  1,  S.  247  (1877). 
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durch  ausgezeichnete  experimentelle  Untersuchungen  gefördert, 
und  es  kann  nach  den  Resultaten  dieser  Untersuchungen  kein 
Zweifel  darüber  bestehen,  dass  die  Wirkung  der  Electricität 
durch  verschiedene  isolirende  Stoffe  hindurch  mit  sehr  verschiede- 
ner Stärke  stattfindet. 

Mit  der  Zustandsänderung,  welche  das  bei  einer  Leidener 
Flasche  als  isoUrende  Zwischenschicht  angewandte  Glas  unter  dem 
Einflüsse  der  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitäten  erlei- 
det, und  wodurch  es  umgekehrt  auch  wieder  auf  diese  Electricitä- 
ten wirkt,  hängt  auch  der  Rückstand  zusammen,  welchen  man  nach 
der  Entladung  einer  Leidener  Flasche  beobachtet,  und  diese  Rück- 
standbüdung,  über  welche  besonders  von  R.  Kohlrausch  wertb- 
volle  messende  Untersuchungen  angestellt  sind  i),  hat  schon  mehr- 
fach zur  Besprechung  des  Verhaltens  der  isolirenden  Stoffe  Ver- 
anlassung gegeben. 

Alle  Untersuchungen  über  dieses  Verhalten  werden  erheblich 
dadurch  erschwert,  dass  das  Glas  und  die  sonst  zur  Isolation  an- 
gewandten Stoffe  keine  vollkommenen  Isolatoren  sind.  Manche 
Glassorten  leiten  so  stark,  dass  sie  dadurch  zur  Verwendung  für 
Leidener  Flaschen  ganz  unbrauchbar  werden ,  indem  die  Electri- 
cität von  den  Belegungen  so  schnell  in  das  Glas  eindringt  und 
sich  dort  ausgleicht,  dass  die  Ladung  sich  in  kurzer  Zeit  fast 
vollständig  verliert.  Andere  Glassorten  leiten  zwar  viel  weniger, 
aber  ganz  frei  von  Leitung  sind  auch  sie  nicht  Diese,  wenn  auch 
schwache  Leitung  und  das  dadurch  ermöglichte  Eindringen  von 
Electricität  in  den  betreffenden  Stoff  hat  Wirkungen  zur  Folge, 
welche  mit  jenen  anderen,  dem  Stoffe  als  Dielectricum  eigenthüm- 
lichen  Wirkungen  gleichzeitig  stattfinden,  und  natürlich  die  davon 
abhängigen  Erscheinungen  complicirter  machen,  so  dass  es  sehr 
schwer  ist,  zu  unterscheiden,  in  wie  weit  die  Erscheinungen  von 
der  eiuen  oder  von  der  anderen  Wirkung  verursacht  werden. 

In  der  That  sind  dadurch  auch  sehr  verschiedene  Urtheile 
über  die  betreffenden  Erscheinungen  veranlasst.  Die  Rückstand- 
bildung haben  manche  Autoren  ganz  aus  dem  Eindringen  der 
Electricität  in  das  Glas  erklären  wollen;  besonders  von  Bezold, 
welcher  werthvolle  Untersuchungen  über  die  Abnahme  der  dispo- 
niblen Ladung  bei  Leidener  Flaschen  und  Franklin' sehen  Ta- 


1)  Pogg.  Ann.,  Bd.  91. 
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fein  angestellt  hat  i).  Ich  glaube  aber  nicht ,  dass  es  möglich  ist, 
aus  diesem  Umstände  die  ßückstandbildung  genügend  zu  erklä- 
ren, wenn  man  nicht  etwa,  wie  es  Riemann  gethan  hat^),  eine 
besondere  zwischen  dem  Glase  und  der  Electricität  stattfindende 
Kraft  zu  Hülfe  nehmen  will.  Riemann  macht  in  dieser  Bezie- 
hung die  Annahme,  dass  die  ponderablen  Körper  „nicht  dem 
electrisch  Werden  oder  der  Annahme  von  Spannungselectricität, 
sondern  dem  electrisch  Sein  oder  dem  Enthalten  von  Spannungs- 
electricität widerstreben."  Eine  solche  Annahme  scheint  mir  aber 
zu  fremdartig,  um  mich  ihr  anschliessen  zu  können. 

Wir  wollen  daher  im  Folgenden  das  unvollkommene  Isola- 
tionsvermögen als  einen  Nebenumstand  betrachten,  welcher  gleich- 
zeitig mit  den  eigentlichen  dielectrischen  Wirkungen  stattfinden 
kann,  um  dessen  Bestimmung  es  sich  aber  gegenwärtig  nicht  han- 
delt Wir  wollen  also  von  den  auf  diesem  Umstände  beruhen- 
den Verlusten  von  Electricität  ganz  absehen ,  und  nur  die  dielec- 
trischen Wirkungen  der  Isolatoren  ins  Auge  fassen. 


§.  2.   Mögliche  Annahmen  über  die  innere  Polarisa- 
tion der  Isolatoren. 

Um  die  dielectrischen  Wirkungen  der  Isolatoren  und  speciell 
der  zwischen  den  beiden  Belegungen  befindlichen  Zwischenschicht 
zu  erklären,  scheint  es  nöthig,  anzunehmen,  dass  durch  die  Kräfte, 
welche  die  auf  den  Belegungen  befindUchen  Electricitäten  auf  das 
Innere  der  Zwischenschicht  ausüben,  in  dieser  ein  polarer  Zustand 
hervorgerufen  wird,  der  dann  wieder  auf  die  Belegungen  zurück- 
wirken kann.  Die  Entstehung  dieser  Polarität  kann  man  sich  aber 
noch  in  verschiedenen  Weisen  vorstellen. 

Erstens  kann  man  sich  denken,  dass  das  Glas,  während  es  im 
Ganzen  ein  Nichtleiter  sei,  doch  kleine  Körperchen  enthalte,  welche 
etwas  leitend  seien.  In  diesen  Körperchen  trete  durch  Influenz 
eine  Scheidung  der  Electricitäten  ein,  wodurch  die  Körperchen 
nach  der  Seite  der  positiv  geladenen  Belegung  negativ  electrisch, 
und  nach  der  Seite  der  negativ  geladenen  Belegung  positiv  elec- 
trisch werden.    Bei  der  Bestimmung  des  electrischen  Zustandes, 


1)  Pogg.  Ann.,  Bd.  114,  125  und  187. 

>)  Amtlicher  Bericht  über  die  81.  deutsche  Naturforscherversammlung 


i  im  Jahre  1854  und  nachgelassene  Werke,  S.  48  und  845. 
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welchen  ein  solches  leitendes  Körpertheilchen  annehmen  würde, 
muss  man  natürlich  nicht  bloss  die  unmittelbare  Wirkung  der  auf 
den  Belegungen  befindlichen  Electricität  in  Betracht  ziehen,  son- 
dern auch  die  Wirkung,  welche  die  übrigen,  gleichfalls  electrisch 
polar  gewordenen  Körpertheilchen  auf  das  betrachtete  Körper- 
theilchen ausüben. 

Zweitens  kann  man  sich  Torstellen,  die  betreffenden  Körper- 
theilchen seien  schon  im  natürUchen  Zustande  des  Glases ,  bevor 
es  noch  von  Aussen  her  eine  electrische  Einwirkung  erleidet,  elec- 
trisch polar,  aber  die  Lagerung  der  Theilchen  sei  ganz  unregel- 
mässig, so  dass  die  positiven  und  negativen  Pole  in  gleicher  Weise 
nach  allen  Seiten  gerichtet  seien,  und  daher  eine  gemeinsame  Wir- 
kung der  Theüchen  in  einem  bestimmten  Sinne  unmögUch  sei. 
Wenn  aber  das  Glas  irgend  einer  electrischen  Kraft  unterworfen 
werde,  so  werden  dadurch  die  Theilchen  einigermaassen  gerichtet, 
so  dass  die  positiven  Pole  vorwiegend  nach  der  einen  und  die 
negativen  Pole  nach  der  anderen  Seite  gekehrt  seien,  wodurch  na- 
türlich eine  gemeinsame  Wirkung  ermögUcht  wird.  Diese  gleich- 
massige  Richtung  der  Theilchen  trete  um  so  vollständiger  und  all- 
gemeiner ein,  je  stärker  die  einwirkende  electrische  Kraft  sei. 

Ueber  die  Kräfte,  welche  bei  dem  zuletzt  erwähnten  Vor- 
gange, nämhch  bei  der  Richtung  der  vorher  unregelmässig  gela- 
gerten electrisch  polaren  Theilchen  ins  Spiel  kommen,  kann  man 
wiederum  zwei  verschiedene  Annahmen  machen.  Man  kann  anneh- 
men, dass  die  Theilchen  durch  die  Cohäsion  in  solcher  Weise  in 
ihrer  ursprünglichen  Lage  festgehalten  werden,  dass  durch  eine 
Drehung  eines  Theilchens  eine  elastische  Gegenkraft  entstehe, 
welche  das  Theilchen  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück- 
zubringen suche,  und  dass  diese  Gegenkraft,  wie  andere  elastische 
Kräfte,  mit  der  Grösse  der  Drehung  wachse.  Oder  man  kann  an- 
nehmen, der  Widerstand,  den  die  Cohäsion  der  Drehung  der  Theil- 
chen entgegensetzt,  sei  nur  ein  passiver  Widerstand  von  der  Art 
einer  starken  Reibung,  so  dass  daraus  keine  Kraft  hervorgehe, 
welche  die  Theilchen  wieder  in  ihre  frühere  Lage  zurückzubringen 
suche.  In  diesem  Falle  würde  die  einzige  Kraft,  welche  dieses  zu 
bewirken  suchte,  aus  der  gegenseitigen  electrischen  Einwirkung 
der  gerichteten  electrisch  polaren  Theilchen  entstehen. 

Ausser  diesen  Annahmen  ist  noch  eine  andere  mögUch,  welche 
Maxwell  gemacht  und  zu  sehr  interessanten  Schlüssen  angewandt 
hat,  und  von  welcher  weiter  unten  noch  die  Rede  sein  solL 

Cl»uaiaB|  mech.  Wftnnetheorie.  n.  5 
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§.  3.     Auswahl  einer  Hypothese  zur  mathematischen 

Behandlung. 

Zu  einer  ganz  sicheren  Theorie  dessen,  was  im  Inneren  der 
Zwischenschicht  unter  dem  Einflüsse  der  von  Aussen  wirkenden 
electrischen  Kräfte  vor  sich  geht,  scheinen  mir  die  bisher  vorhan- 
denen Beobachtungsdata  noch  nicht  den  nöthigen  Grad  von  Voll- 
ständigkeit und  Zuverlässigkeit  zu  besitzen.  Indessen  habe  ich  es 
bei  der  Bearbeitung  der  ersten  Auflage  dieses  Buches  für  nützlich 
gehalten,  unter  Voraussetzung  einer  gewissen  Hypothese  eine 
Rechnung  anzustellen,  um  aber  die  äusseren  Wirkimgen  einer  sol- 
chen Polarität  eine  Vorstellung  zu  gewinnen.  Dazu  habe  ich  die  Hy- 
pothese gewählt,  dass  sich  im  Inneren  der  Zwischenschicht  Eörper- 
chen  befinden,  welche  etwas  leitend  sind,  welche  aber  von  einan- 
der durch  nichtleitende  Zwischenräume  getrennt  werden,  so  dass 
die  Electricität  sich  nur  innerhalb  der  einzelnen  Eörperchen  be- 
wegen, nicht  aber  vom  einen  zum  anderen  übergehen  kann. 

Wenn  man  bei  der  anderen  oben  erwähnten  Hypothese,  dass  die 
Eörpertheilchen  schon  im  Voraus  electrisch  polar  sind,  und  durch 
die  auf  sie  wirkende  Kraft  nur  gerichtet  werden,  die  Nebenannahme 
macht,  dass  bei  der  Ablenkung  der  Theilchen  aus  ihren  ursprüng- 
lichen unregelmässigen  Lagen  eine  elastische  Gegenkraft  entstehe« 
welche  der  Ablenkimg  proportional  sei,  und  femer  annimmt,  dass 
selbst  bei  den  stärksten  vorkommenden  Kräften  die  entstehenden 
Ablenkungen  im  Verhaltniss  zu  denen,  welche  stattfinden  müssten, 
wenn  die  Theilchen  ganz  gleichmässig  gerichtet  werden  sollten, 
immer  nur  s^r  klein  bleiben ,  so  kann  man  die  Ergebnisse  der 
ersten  Hypothese  auch  für  die  zweite  Hypothese  als  gültig  ansehen. 
Wenn  man  dagegen  bei  dieser  zweiten  Hypothese  annehmen  woHte, 
dass  der  Widerstand,  welchen  die  Gohäsion  der  Drehung  der  Theil- 
chen darbietet,  nur  von  der  Art  einer  starken  Reibung  sei,  so  dass 
aus  ihm  keine  zurückdrehende  Kraft  erwachsen  könne,  und  dass 
demnach  die  einzige  Kraft,  welche  die  Theilchen  wieder  in  die  nn- 
regelmässigen  Lagen  zu  bringen  suche,  diejenige  sei,  welche  durch 
die  gegenseitige  electrische  Einwirkung  der  electrisch  polaren 
Theilchen  bedingt  ist,  so  müsste  man  die  mathematische  Behand- 
lung in  etwas  anderer  Weise  ausführen. 

Die  vorher  genannte,  von  mir  zur  mathematischen  Behand- 
lung ausgewählte  Hypothese  ist  dieselbe,  wie  die,  welche  Poisson 
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und  Green  für  die  mathematische  Behandlung  des  Magnetismus 
ausgewählt  haben,  und  wir  können  daher,  wenn  wir  alles,  was 
dort  von  nord-  und  südmagnetischem  Fluidum  gesagt  ist,  auf 
positive  und  negative  Electricität  anwenden,  die  von  jenen  Mathe- 
matikern schon  entwickelten  Fundamentalgleichungen  auch  für 
unsere  Bestimmungen  benutzen«  Aus  diesem  Grunde  wird  es 
zweckmässig  sein,  das  Wesentlichste  jener  Entwickelungen  hier 
erst  kurz  mitzutheilen. 


§.  4.    Ableitung  der  Poisson'schen  Fundamental- 
gleichungen. 

Wenn  die  im  Inneren  des  Dielectricums  als  vorhanden  ange- 
nommenen und  als  sehr  klein  vorausgesetzten  leitenden  Körper- 
chen durch  Influenz  electrisch  geworden  und  somit  an  ihrer  Ober- 
fläche mit  einer  theils  positiven,  theils  negativen  electrischen 
Schicht  bedeckt  sind,  so  kann  man  die  äussere  Potentialfunction 
eines  solchen  Rörperchens  folgendermaassen  bestimmen. 

Im  Inneren  des  Eörperchens  sei  ein  Punct  p  mit  den  Coordi- 
naten  x^  y,  0  angenommen ,  z.  B.  der  Schwerpunct  des  von  dem 
Körperchen  eingenommenen  Baumes ,  und  die  Coordinaten  eines 
Oberflächenpunctes  seien  dann  mit  ii?  +  |,  y  +  17,  ^  +  5  bezeich- 
net Betrachten  wir  dann  einen  ausserhalb  des  Körperchens  he- 
genden Punct  p'  mit  den  Coordinaten  xf^  \f^  /  und  bezeichnen  sei- 
nen Abstand  vom  Puncto  p  mit  r  und  seinen  Abstand  von  jenem 
Oberflächenpuncte  mit  ri,  so  können  wir  unter  Vernachlässigung 
der  Gheder  höherer  Ordnungen  setzen: 

,       ,      al       gl       8i 

Sei  nun  bei  jenem  Oberflächenpuncte  ein  Flächenelement  do  ge- 
nonmien  und  die  darauf  befindhche  Electricitätsmenge  mit  %do 
bezeichnet,  imd  sei  für  die  Potentialfunction  des  Körperchens  der 
Buchstabe  ii  gewählt  und  ihr  Werth  im  Puncto  p*  mit  v!  bezeich- 
net, so  ist  zu  setzen : 


»■=/ 


worin  die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  des  kleinen  Kör- 

6* 


n 
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1 

perchens  auszuführen  ist.    Substituiren  wir  hierin  für  —  den  obi- 
gen Ausdruck,  so  kommt: 

«'  =  -J  hd«,  +  ^J  ihda>  +  ^J  nhda> 


al 


+  ä7/^* 


d(o. 


Das  erste  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Integral  ist  Null, 
weil  die  durch  Influenz  über  die  Oberfläche  des  Körperchens  ver- 
theilte  Electricität  in  der  Weise  aus  positiyen  und  negativen  Men- 
gen bestehen  muss,  dass  die  Summe  den  Werth  Null  hat.  Für  die 
drei  anderen  Integrale,  welche  die  electrischen  Momente  des 
\  Eörperchens  darstellen,  mögen  besondere  Zeichen  eingeführt  wer- 

den, nämlich: 

(1)         a=   I  ^hdco;    b  =  f  ijhda]    c  =  f  thda^ 

dann  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

ai       ai       ei 

Denken  wir  uns  nun  an  der  Stelle,  wo  das  betrachtete  Kör- 
perchen sich  befindet,  ein  Baumelement  dt  des  Dielectricums  ge- 
nommen, so  können  wir  dessen  Potentialfunction  folgendermaassen 
ausdrücken.  Die  Anzahl  der  in  dr  enthaltenen  leitenden  Körper- 
chen werde  durch  Ndt  dargestellt  Wenn  diese  Körperchen  in 
Bezug  auf  Grösse,  Gestalt  und  Orientirung  ihrer  Hauptdimensio- 
nen unter  einander  verschieden  sind,  und  daher  die  Grössen  o,  b 
und  c  bei  ihnen  ungleiche  Werthe  haben ,  so  sollen  unter  Ox ,  bi 
und  Ci  die  Mittelwerthe  verstanden  werden.  Dann  ist  die  Poten- 
tialfunction des  Baumelementes : 


Ö-  8- 

und  wenn  man  zur  Vereinfachung  setzt: 

(3)  a  =  Nai;    ß  =  Nbr,    y  =  Nc 

so  kommt: 
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( 


4        al        al 


dx        '     dy  '^    '     da 

Diesen  Ausdruck  hat  man  über  den  vom  Dielectricum  eingenom- 
menen Raum  zu  integriren ,  um  die  Potentialfunction  des  ganzen, 
im  polaren  Zustande  befindlichen  Dielectricums  zu  erhalten.  Zur 
Bezeichnung  dieser  Potentialfunction  möge  der  Buchstabe  U  ge- 
wählt und  ihr  Werth  beim  Puncto  p'  mit  den  Coordinaten  a/,  y\  s/ 
mit  W  bezeichnet  werden,  dann  lautet  die  betreffende  Gleichung : 


8-  8- 


r/8l        al 


Es  kommt  nun  weiter  darauf  an,  die  Grössen  a^  ß^  y  zu  be- 
stimmen, wozu  wir  zunächst  die  Grössen  a,  &,  c,  welche  die  electri- 
schen  Momente  eines  einzelnen  Körperchens  darstellen,  betrachten 
müssen.  Da  diese  Momente  von  ^er  Kraft ,  unter  der  das  Körper- 
chen steht,  heryorgerufen  werden,  so  müssen  sie  zu  den  Compo- 
nenten  dieser  Kraft,  welche  wir  mit  X,  F,  Z  bezeichnen  wollen, 
in  bestimmter  Beziehung  stehen.  Da  diese  Beziehung  von  der 
Grösse,  Gestalt  und  Orientirung  des  Körperchens  abhängt,  so 
braucht  sie  nicht  ganz  einfach  zu  sein,  indessen  ist  so  viel  leicht 
zu  erkennen,  da^s,  wenn  die  Kraftcomponenten  alle  drei  in  glei- 
chem Verhältnisse  wachsen  würden,  dann  auch  die  Grössen  a,  i,  c 
in  demselben  Verhältnisse  wachsen  müssten,  woraus  folgt,  dass 
jede  dieser  drei  Grössen  eine  homogene  Function  ersten  Grades 
von  X,  F,  Z  sein  muss,  und  dass  somit  für  die  erste  derselben 
folgende  Gleichung  gebildet  werden  kann : 

a  =  eX+fT+gZ, 

worin  die  Goefficienten  e^  f^  g  von  der  Kraft  unabhängig  sind. 
Hieraus  kann  man,  gemäss  den  Gleichungen  (3),  sofort  auch  fol- 
gende Gleichung  bilden: 

a  =  N(e^X+f,T-\-giZ), 

worin  6i,/i,  //i,  die  auf  die  yerschiedenen  nahe  bei  einander  liegen- 
den Körperchen  bezüglichen  Mittelwerthe  von  e,  /,  g  bedeuten. 

Nun  muss  man  aber  für  einen  isotropen  Stoff  annehmen,  dass 
die  Körperchen,  wenn  sie  nicht  selbst  schon  eine  nach  allen  Rich- 
tungen gleiche  Form,  also  die  Kugelform,  haben,  so  verschieden 
orientirt  sind,  dass  für  jedes  Körperchen  jede  Richtung  gleich 
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wahrscheinlich  ist  Daraus  folgt ,  dass  die  auf  die  a;-Bichtung  be- 
züglichen Momente,  welche  eine  nach  der  y-Richtung  wirkende 
Kraft  in  den  verschiedenen  Körpern  hervorrufen  kann,  den  Mittel- 
werth  Null  haben  muss,  da  positive  und  negative  Momente  gleich 
wahrscheinlich  sind,  und  es  ist  daher  zu  setzen  :fi  =  0.  Dasselbe 
gilt  von  einer  nach  der  jef-Richtung  wirkenden  Kraft ,  woraus  folgt 
ffi  =  0.  Es  bleibt  also  in  der  vorigen  Gleichung  in  der  Klam- 
mer nur  das  erste  Glied  übrig,  und  wenn  wir  noch  für  das 
Product  Nei  das  einfachere  Zeichen  tj  einführen,  so  lautet  die 
Gleichung : 

(6)  a  =  ij  X 

In  ganz  entsprechender  Weise  ist  für  einen  isotropen  Stoff  auch 
zu  setzen: 

(5a)  ß  =  fiTi    Y  =  nZ. 

Was  nun  die  Krafk  anbetrifft,  durch  welche  die  Körperchen 
electrisch  polar  gemacht  werden  ,«und  deren  Gomponenten  wir  mit 
X,  F,  Z  bezeichnet  haben,  so  wird  diese  zum  Theil  von  solcher 
Electridtät,  die  nicht  zum  Dielectricum  gehört,  und  sich  irgendwo 
befinden  kann,  zum  Theil  vom  Dielectricum  selbst  ausgeübt. 

Die  Gomponenten  des  ersten  Thelles  der  Kraft  lassen  sich, 
wenn  V  die  Potentialfanction  der  nicht  zum  Dielectricum  gehören- 
den Electricität  bedeutet,  einfach  durch 

_dr    _dr    _dr 

dx'  dy^  da 

darstellen. 

Um  femer  die  Gomponenten  des  zweiten  Theiles  der  Kraft, 
also  die  Gomponenten  der  von  dem  umgebenden  Dielectricum  selbst 
auf  das  Körperchen  ausgeübten  Kraft  auszudrücken,  müssen  wir 
unser  Augenmerk  wieder  auf  die  oben  betrachtete  Potentialfanc- 
tion des  Dielectricums  richten.  Da  es  siöh  hierbei  um  denjenigen 
Werth  handelt,  welchen  die  Potentialfunction  im  Puncto  {x^  y,  s) 
hat,  so  wollen  wir  in  der  Gleichung  (4) ,  welche  die  PotentialAmc- 
tion  des  Dielectricums  im  Puncto  (d/,  y',  xfQ  bestinmit,  die  accen- 
tuirten  und  unaccentuirten  Goordinaten  unter  einander  vertau- 
schen, indem  wir  dem  Raumelemente  dt  die  Goordinaten  a/,  y',  s/ 
zuschreiben  und  die  Goordinaten  des  Punctes,  für  welchen  die 
Potentialfunction  bestimmt  wird,  mit  x,  y,  g  bezeichnen.  Dem  ent- 
sprechend müssen  wir  dann  auch  für  die  Potentialfunction  das 
Zeichen  U  statt  TT  und  für  die  an  der  rechten  Seite  stehenden 
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GoefQcieBten,  welche  zum  Baumelemente  dz  gehören,  die  Zeichen 
^'j  ß\  y'  statt  Oy  ß^y  anwenden.   Die  Gleichung  lautet  dann : 


(6) 


lieber  die  Art,  wie  aus  dieser  Potentialfunction  die  betreffen- 
den Kraftcomponenten  abzuleiten  sind,  ist  aber  noch  eine  beson- 
dere Bemerkung  zu  machen.  Man  darf  dieselben  nicht  einfach 
durch 

_dU     _dU     _dU 
dx'  dy'  da 

darstellen.   Wenn  nämlich  von  der  Kraft  die  Rede  ist,  welche  ein 
leitendes  Eörperchen  erleidet,  und  durch  welche  eine  ungleiche 
Vertheilung  seiner  Electricität  verursacht  wird,  so  ist  darin   die 
Yon  der  Electricität  des  Eörperchens  selbst  ausgeübte  Kraft  nicht 
mit  einbegriffen.    Man  muss  daher  auch  von  der  Potentialfunction 
des  Dielectricums  den  Theil,  welcher  von  der  Electricität  des  be- 
trachteten Körperchens  herrührt,  in  Abzug  bringen.  Da  der  obige 
Ausdruck  von  U  ein  Integral  nach  dem  Baume  ist,  so  können  wir 
folgende  Betrachtung  anstellen.    Der  Baum,  welchen  das  Dielec- 
tricum  einnimmt,  wird  von  den  leitenden  Körperchen,  unserer  Vor- 
aussetzung nach,  nur  theilweise  ausgefüllt,  und  der  übrige  Theil 
besteht  aus  nichtleitenden  Zwischenräumen.    Aber  man  kann  sich 
den  ganzen  Baum  in  kleine  Bäume  zerlegt  denken,  deren  jeder 
ein  leitendes  Körperchen  enthält  und  als  derjenige  Theil  des  gan- 
zen Baumes  gelten  kann ,  welcher  diesem  Körperchen  entspricht. 
Stellt  man  sich  nun  yor,  das  Körperchen,  für  welches  die  Kraft 
bestimmt  werden  soll,  sei  fortgenommen,  so  bildet  der  ihm  ent- 
sprechende kleine  Baum  einen  Hohlraum  in  dem  Dielectricum  und 
die  in  diesem  Hohlräume  herrschende  Kraft  ist  die  zu  bestim- 
mende Kraft.     Um  die  Componenten  dieser  Kraft  auszudrücken 
müssen  wir  für  die  Potentialfunction,  statt  des  in  (6)  gegebenen 
Integrals,  ein  Integral  anwenden,  welches  den  kleinen  Hohlraum 
nicht  mit  umfasst 

Was  die  Gestalt  des  Hohlraumes  anbetrifft,  so  kann  man  sich 
denken ,  dass  in  den  den  yerschiedenen  -leitenden  Körperchen  ent- 
sprechenden Bäumen  zufällige  Verschiedenheiten ,  sei  es  in  Bezug 
auf  die  Oestalt  selbst,  sei  es  in  Bezug  auf  die  Orientirung  ihrer 
Ebtuptdimensionen  yorkommen.   Verschiedenheiten  dieser  Art  wür- 
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den  für  unseren  Hohlraum  auch  Unterschiede  der  Kraft  zur  Folge 
haben.  Von  solchen  zufälligen  Unterschieden  müssen  wir  aber  bei 
unserer  Bestimmung,  welche  sich  auf  die  durchschnittlich 
wirkende  Kraft  bezieht,  absehen,  was  am  einfachsten  dadurch  ge- 
schehen kann ,  dass  wir  den  Hohlraum  als  kugelförmig  annehmen. 
Wir  denken  uns  also  in  dem  Dielectricum  einen  kleinen  kugel- 
förmigen Raum  abgegrenzt,  und  bilden  die  Potentialfiinction  des 
ausserhalb  dieses  Baumes  befindlichen  Dielectricums  für  irgend 
einen  innerhalb  des  Raumes  liegenden  Punct  (a?,  y,  0).  hidem  wir, 
wie  bisher,  die  Potentialfunction  des  ganzen  Dielectricums  U  nen- 
nen, wollen  wir  die  Potentialfanction  des  ausserhalb  der  kleinen 
Kugel  befindlichen  Dielectricums  mit  Ui  bezeichnen«  Dann  wer* 
den  die  Gomponenten  der  in  Rede    stehenden  Kraft  dargestellt 

durch : 

dUi  düi  dUi 

dx'  8y  '  de  ^ 

Um  nun  die  Beziehung  zwischen  Ui  und  U  angeben  zu  können, 
wollen  wir  noch  fiir  die  Potentialfunction  des  in  der  kleinen  Kugel 
befindlichen  Dielectricums ,  zu  deren  Bestimmung  wir  das  in  (6) 
angedeutete  Integral  über  den  kleinen  kugelförmigen  Raimi  aus- 
zuführen haben,  das  Zeichen  Uo  anwenden.  Dann  können" wir 
setzen : 

(7)  ü'i=I7-I7o, 

und  es  kommt  nun  nur  noch  darauf  an,  die  zur  Bestimmung  von 
Uq  nöthige  Rechnung  wirklich  auszuführen. 

Wenn  das  in  (6)  angedeutete  Litegral  sich  nur  auf  den  als 
sehr  klein  vorausgesetzten  kugelförmigen  Raum  erstrecken  soll,  so 
können  wir  dabei  die  Grössen  «',  /J',  /  als  constant  betrachten 
und  ihnen  die  bei  dem  ebenfalls  innerhalb  der  Kugel  gelegenen 
Punct  (ic,  y,  g)  stattfindenden  Werthe  zuschreiben ,  welche  wir  mit 
a,  /J,  y  bezeichnen.  In  Folge  dessen  können  wir  diese  Grössen  aus 
dem  Integralzeichen  herausnehmen  und  die  Gleichung  so  schreiben: 

(8)  ^o  =  aJ   l^dr-^ßj   '^dr+yj  '^är. 
Nun  ist  aber,  gemäss  der  Gleichung 

zu  setzen : 
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r  r 

und  wenn  dieser  Werth  in  das  erste  Integral  eingeführt  ist,  so 
kann  man  die  Differentiation  nach  x  (welche  Grösse  von  der  Lage 
des  Elementes  dt  unabhängig  ist),  auch  ausserhalb  des  Integral- 
^  Zeichens  andeuten,  und  somit  setzen: 


=-±  r 

dxj 


dt 
r 


f 


Enisprechende  Gleichungen  gelten  für  die  beiden  anderen  Coordi- 
natenrichtnngen,  und  dadurch  geht  die  Gleichung  (8)  über  in: 

ra\  TT  d    rät        ^   d    fdt  d    fdr 

Das  hierin  noch  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  aus- 
führen und  kann  sogar  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  indem 
es  nichts  weiter  ist,  als  die  Potentialfunction  einer  homogenen  Ku- 
gel mit  der  Dichtigkeit  1  für  einen  innerhalb  der  Kugel  gelegenen 
Punct.  Bezeichnen  wir  die  Goordinaten  des  Mittelpunctes  der  Ku- 
gel mit  i,  ^, )  und  ihren  Badius  mit  r,  so  erhalten  wir  ^): 

'^  =  2 « { t»  -  H  (a;  -  ö'  +  (y  -  9)'  +  (^  -  j)']  }• 

Hieraus  folgt  weiter: 

d    rät  4«  ,         ,8    rät  4«  ,       ^. 

de 
und  die  Gleichung  (9)  geht  daher  über  in : 

(10)  Do  =  ^  [«  (a;- j)  4-  /J  (y-l,)  +  y  (^et-j)], 
und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  (7)  erhält  man : 

(11)  Ur=ü-^  [«(a;-s)  +  ßiH-ti)  +  y(;er-j)]. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  der  Badius  t  nicht  vorkommt,  so  folgt 


fdz  4« ,        . 


1)  Siehe  mein  Buch  über  die  Potentialfanctioii  §.  12,  Gleichung  (34), 
worin  A  durch  t  ersetzt  und  a  =  0  gesetzt  werden  muss. 
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daraus,  dass  es  zur  Bestimmung  von  Ut  nicht  nöthig  ist,  die  Grösse 
des  Raumes,  welcher  einem  einzelnen  leitenden  Körperchen  ent- 
spricht, zu  kennen. 

Durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  erhalten  vir: 

dx 


(12) 


dx 
de 


ix 
=-  « 


3 


dU      4«  -, 


m 

de 


ix 

— -5-y- 


Kehren  vir  nun  zu  den  Gleichungen  zurück,  welche  die  Gom- 
ponenten  der  ganzen  auf  das  leitende  Körperchen  wirkenden  Kraft 
bestimmen,  nämlich: 

dx        dx'  dy        8y '  dg        dz' 

und  setzen  wir  hierin  für  den  letzten  Differentialcoefficienten  jedes 
Ausdruckes  den  in  (12)  gegebenen  Werth,  so  kommt: 


(13) 


^_     d(y+u)  ,  ix  ^ 

dy        "'"  3   '^ 
;._       8(F+?7)   ■   ix 


Diese  Ausdrücke  der  Kraftcomponenten  haben  wir  auf  die 
Gleichungen  (5)  und  (5  a)  anzuwenden.  Die  Gleichung  (5)  geht 
dadurch  über  in: 

8(F4-  TJ) 


«  =  ^  (— 


dx 


+  T«)' 


woraus  folgt: 
(14) 


«   =    


4» 


dx 


Hierin  wollen  wir  noch  ein  vereinfachendes  Zeichen  einfuhren, 
indem  wir  setzen: 


(15) 


E  = 


^         4ä 
1--3-1J 
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Bilden  wir  dann  zugleich  auch  die  entsprechenden  Gleichungen 
für  die  beiden  anderen  Goordinatenrichtungen,  so  erhalten  wir: 

dx 


(16) 


8(F+I7) 

'  de 


Nachdem  wir  so  die  Grössen  o^  ß^y  bestimmt  haben,  können 
wir  ihre  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  einsetzen  und  erhalten  da- 
durch : 


w  =  -fE  (' 


dx         dx    '  dy         dy 


3(F+r7) 


er/ 


de         de 

Wenden  wir  hierin  zur  Abkürzung  das  in  Abschnitt  L,  §.  11  ein- 
geführte Summenzeichen  an,  so  können  wir  schreiben: 

Dieses  ist  die  zur  Bestimmung  der  Potentialfunction  U  des  Dielec- 
triciuns  dienende  Gleichung,  wie  sie  aus  den  Poisson'schen  und 
den  damit  übereinstimmenden  Green'schen  Untersuchungen  über 
Magnetismus  hervorgeht. 

Was  die  hierin  vorkommende  Grösse  E  anbetrifft,  so  kann  ihr 
Werth,  je  nach  der  Natur  des  Dielectricums,  zwischen  0  und  oo 
varüren.  Der  Werth  0  gilt  für  Stoffe,  die  durch  und  durch  nicht- 
leitend sind,  und  daher  durch  Influenz  keine  electrische  Polarität 
annehmen  können,  und  der  Werth  oo  für  solche,  die  durch  und 
durch  leitend  sind.  Bei  solchen  Stoffen,  die,  wie  wir  für  ein  Dielec- 
tricum  angenommen  haben ,  zum  Theil  aus  leitenden  Eörperchen, 
zum  Theil  aus  nichtleitenden  Zwischenräumen  bestehen,  lässt  sich, 
wenigstens  für  den  Fall,  wo  die  Eörperchen  als  kugelförmig  vor- 
ausgesetzt werden,  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  mit  i} 
und  E  bezeichneten  Grössen  und  dem  von  den  leitenden  Körper- 
chen erfüllten  Baume  ableiten.    Wird  nämlich  dieser  Baum  als 
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Bnichtheil   des   ganzen  von    dem  Dielectricum   eingenommenen 
Raumes  mit  g  bezeichnet,  so  gUt  für  i;  die  Gleichung : 

(18)  ''  =  Ä«''. 

und  daraus  ergiebt  sich  nach  (15)  für  E  die  Gleichung: 


(19)  E 


4ä(1-(7) 


§.  5.    Veränderte  Formen  der  gewonnenen 

Gleichung. 

Man^  kann  die  im  vorigen  Paragraphen  gewonnene  Gleichung 
(17)  in  yerschiedenen  Weisen  umformen. 

Betrachtet  man  von  den  in  der  Klammer  stehenden  Gliedern 
zunächst  nur  das  erste,  so  kann  man  setzen: 

r2Q^  £»(^+^0    r  _  8  (Ed{V+TJ)\      1  8  /    8(F+f7)\ 
^^  dx       dx~dx\r       dx      J      rdx\         dx       / 

Dieser  Ausdruck  muss  mit  dv  multiplicirt  und  über  den  ganzen 
vom  Dielectricum  eingenommenen  Raum  integrirt  werden.  Ersetzt 
man  dabei  dt  durch  dx  dy  dz^  so  lässt  sich  beim  ersten  an  der 
rechten  Seite  stehenden  GÜede  die  Integration  nach  x  ausfuhren, 
nämlich : 

worin  die  Indices  1  und  2  andeuten  sollen,  dass  von  dem  in  der 
Klammer  stehenden  Ausdrucke  die  Werthe  zu  nehmen  sind,  welche 
an  den  Stellen  stattfinden,  wo  eine  der  a;-Axe  parallele  Gerade, 
deren  andere  Goordinaten  y  und  z  sind,  die  Oberfläche  des  Dielec- 
tricums  schneidet  Sollte  diese  Gerade  die  Oberfläche  mehr  als 
zweimal  schneiden,  was  dann  jedenfalls  eine  gerade  Anzahl  von 
Malen  stattfinden  müsste,  so  wären  an  der  rechten  Seite  dem  ent- 
sprechend mehr  Glieder  zu  setzen. 

Es  möge  nun  an  der  durch  den  Index  1  angedeuteten  Stelle 
das  Flächenelement,  welches  ein  längs  jener  Geraden  gedachtes 
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unendlich  schmales  Prisma  mit  dem  Querschnitte  dy  dz  aus  der 
Oberfläche  des  Dielectricums  ausschneidet,  mit  dtoi  bezeichnet 
werden,  dann  hat  man: 

dy  de  =  cos  Aäcii, 

worin  X  den  Winkel  der  auf  d  (Oi  nach  Innen  zu  errichteten  Nor- 
male mit  der  a;-Axe  bedeutet  Nun  kann  man  aber,  wenn  man 
die  Normale  mit  ni  bezeichnet,  schreiben: 

dx 

cos  A  =  5 , 

oni 
wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in: 

Für  die  durch  den  Index  2  angedeutete  Stelle,  an  welcher  die 
positive  :i;- Richtung  von  der  Fläche  aus  nicht  nach  Innen,  son- 
dern nach  Aussen  geht,  lautet  die  entsprechende  Gleichung: 

dydz=^-^dm,. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  (21)  über  in: 

worin  an  der  rechten  Seite  die  Integration  über  die  ganze  Ober- 
fläche des  Dielectricums  auszuführen  ist 

Kehren  wir  nun  zur  Gleichung  (20)  zurück,  welche  mit  dt 
zu  multiplidren  und  dann  zu  integriren  ist,  so  erhalten  wir  daraus 
durch  Einsetzung  des  vorstehenden  Perthes  die  folgende  Glei- 
chung: 

8(r+t7)^7  rEz(r-^ü)dx 

dx        dx  J  r        dx        dn 


-n  U'^'-^^i^y- 


Eben  solche  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und  ;e;- Richtung« 
Wenn  man  von  diesen  drei  Gleichungen  die  Summe  bildet,  und  in 
der  dadurch  entstehenden  Gleichung  die  Vorzeichen  umkehrt,  so 
ist  die  linke  Seite  gemäss  (17)  gleich  U'.  An  der  rechten  Seite 
können  wir  unter  dem  ersten  Litegralzeichen  setzen: 
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dx        8n   '  8y        8n  "^        85        8n  8n       ' 

und  unter  dem  zweiten  Integralzeichen  können  wir  die  betref- 
fende Summe  durch  Anwendung  des  Summenzeichens  andeuten, 
und  erhalten  dadurch : 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  man  die  Potential- 
function  des  Dielectricums  betrachten  kann  als  die  Potential- 
function  einer  Electricitätsmenge ,  die  sich  theils  auf  der  Ober- 
fläche des  Dielectricums  befindet,  theils  durch  den  von  dem  Dielec- 
tricum  erfüllten  Raum  stetig  verbreitet  ist,  und  welche  dort  die 
Oberflächendichtigkeit 

^ U ' 

hier  die  Raumdichtigkeit 

^dx  \        dx      ) 

hat. 

Da  sich  nun  andererseits  für  die  in  jener  Weise  angeordnete 
Electricität,  von  welcher  17  als  die  Potentialfunction  zu  betrachten 
ist,  die  Oberflächendichtigkeit  durch 

~4liLW  +  o""W-oJ 
und  die  Raumdichtigkeit  durch 

darstellen  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

Wenn  das  Dielectricum  homogen  und  somit  E  constant  ist,  so 
vereinfacht  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

(25)  JV=-  4«g  ^  ^'^^+  ^  =  -  inEd  (r+  t7). 

welcher  Gleichung  man  auch  folgende  Form  geben  kann: 
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Wenn  femer  noch  vorausgesetzt  wird,  dass  die  nicht  zum 
Dielectricnm  gehörende  Electricität,  von  welcher  Fdie  Potential- 
fanction  ist,  sich  ganz  ausserhalb  des  Dielectricums  befinde,  so  ist 
im  Dielectricnm  überall  ^  F  =  0  und  somit  auch  ^  CT  =  0.  un- 
ter diesen  Voraussetzungen  nimmt  die  Gleichung  (22)  folgende 
einfache  Form  an: 

(26)  ü'  =  £/"i!(^t^d». 

J   r         dn 

Eine  andere  Umformung  der  Gleichung  (17)  kann  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  man  setzt: 


^'-'^i = ä[-(^+ ^ä]-(''+^4(4). 


Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  ebenso  verfahrt,  wie  oben  mit 
der  Gleichung  (20),  so  erhält  man : 


oder  anders  geschrieben: 

(27)    U'=   I    E(r-}-U)-^d(o-{-  I    E{V -\- XJ)  d  ^  dx 


ld«,+J    ' 


Hierin  lässt  sich  das  Integral 


5:^ 


f 


E(r+  U)Jjdt 


sofort  naher  bestimmen.  Wenn  der  Punct  (a/,  y',  /),  von  welchem 
aus  der  Abstand  r  gemessen  wird,  und  för  welchen  der  Werth 
von  U  mit  V  bezeichnet  ist,  sich  ausserhalb  des  Dielectricuma  be- 
findet, so  ist  ^f  —  =  0,.und  dadurch  wird  auch  das  Integral  Null 

f 

Wenn  dagegen  jener  Punct  sich  innerhalb  des  Dielectriciims  be* 
findet,  so  ist 

fsiV-j-  U)J^dt  =  --  AnE'ir  +  TT) 
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worin  E'{V''{-  ü')  den  Werth  Yon  E(r-^IJ)  am  Puncto  (a/,/,  z') 
bedeuten  soll  ^).  Demnach  lautet  die  Gleichung  (27)  für*  einen 
ausserhalb  des  Dielectricums  liegenden  Punct: 

r  al 

(28)  U'=J    E(r-{-ü)-^dm 


2- 

jL^   dx 


(F+Z7)    X.^l§dr, 
und  für  einen  innerhalb  des  Dielectricums  liegenden  Punct: 

(28a)    0'  =  — 43tB'(F'-|-  ü')  +   /    E(y+U)-^d(o 


jL^  dx 


iV+U)   X-^l§är. 

Wenn  das  Dielectricum  homogen  und  somit  E  constant  ist ,  so 
erhält  man  für  einen  ausserhalb  desselben  liegenden  Punct: 

ai 

(29)  w  =  E   J    (V -{-  U)  j^  da 


IJ'  =  E  j    { 


und  für  einen  innerhalb  desselben  liegenden  Punct: 

r      '- 

(  29a)    ü'  =  -4«£(F'+ J7')  +  £    /    {V  ^  U)  ^  dm. 


§.6.  Anwendung  der  gewonnenen  Gleichungen  aufFrank- 
lin^sche  Tafeln  und  Leidener  Flaschen. 

Die  Gleichung  (29)  habe  ich  in  meinem  1867  veröffentliehten 
Artikel ')  angewandt,  um  die  Beziehung  zwischen  den  auf  den  Be- 
legungen einer  Fr  an  kl  in 'sehen  Tafel  öder  Leidener  Flasche 
befindlichen  Electricitätsmengen  und  der  dadurch  entstehenden 


^)  Siehe  mein  Buch:  „Die  Potentialfanction  und  das  Potential"  §.  41, 
Gleichung  (149). 

')  Meine  Abhandlungenaammlung  Bd.  II,  Zusatz  zu  Abhandlung  X. 
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Potentiahnveaudifferenz  zu  bestimmen,  und  ich  will  diese  Rech- 
nungen hier  ebenfalls  mittheilen. 

Der  Einfachheit  wegen  möge  zunächst  eine  Franklin 'sehe 
Tafel  mit  kreisförmigen  Belegungen  angenommen  werden. 
Die  planparallele  Glasplatte,  welche  die  beiden  Belegimgen  von 
einander  trennt,  ist  der  zu  betrachtende, Körper;  wir  brauchen 
aber  nicht  die  ganze  Glasplatte  zu  betrachten ,  sondern  können 
die  Betrachtung  auf  das  kreisförmige  Stück  derselben,  welches  ge- 
rade zwischen  den  Belegungen  hegt,  beschränken,  indem  der  über 
die  Belegungen  hinausragende  Theil,  welcher  den  &eien  Band  bil- 
det, durch  die  Ladung  4er  Belegungen  jedenfalls  nur  eine  sehr 
geringe  Aenderung  seines  inneren  Zustandes  erleiden,  und  daher 
auch  nur  sehr  wenig  dazu  beitragen  kann,  den  Werth  der  Poten- 
tialfimction  TJ  zu  ändern.  Der  Körper,  über  dessen  Oberfläche 
die  Integration  ausgeführt  werden  muss ,  ist  also  ein  sehr  flacher 
Cylinder  mit  kreisförmigen  Grundflächen. 

Den  Punct  jp',  für  welchen  der  mit  TJ*  bezeichnete  Werth  von 
U  zunächst  bestimmt  werden  soll,  wollen  wir  folgendermaassen 
wählen.  Auf  der  einen  Kreisfläche,  auf  welcher  die  Belegung  A 
sich  befindet,  denken  wir  uns  im  Mittelpuncte  eine  nach  Aussen 
gehende  Normale  errichtet.  In  dieser  Normale  soll  p'  hegen ,  und 
zwar  so  nahe  an  der  Kreisfläche ,  dass  der  Abstand  von  derselben 
gegen  die  Dimensionen  der  Platte  als  verschwindend  klein  anzu- 
sehen ist.  Wir  woUen  den  so  bestimmten  Punct  jp'  kurz  die  Mitte 
der  Belegung  A  nennen. 

Um  nun  die  in  der  Gleichung  (29)  vorgeschriebene ,  auf  die 
Oberfläche  des  flachen  Glascylinders  bezüghche  Integration  aus- 
zufuhren, können  wir  die  Oberfläche  in  drei  Theile  theilen,  1)  die 
Kreisfläche,  welche  mit  der  Belegung  A  bedeckt  ist,  2)  die  gegen- 
überhegende Kreisfläche,  welche  mit  der  Belegung  B  bedeckt  ist, 
3)  die  Cylinderfläche,  welche  die  Umfange  der  beiden  Kreisflächen 
verbindet. 

Für  die  beiden  Kreisflächen  ist  die  Integration  sehr  leicht 
ausführbar,  weil  auf  jeder  der  Belegungen  die  durch  die  Sunmie 
V  -{'  ü  dargestellte  gesammte  Potentialfunction  einen  constanten 
Werth  haben  muss. 

Um  für  die  erste,  mit  der  Belegung  A  bedeckte  Kreisfläche 
die  Rechnung  anzustellen,  wollen  wir  uns  vorläufig  den  Punct  p' 
nicht  in  unmittelbarer  Nähe  der  Fläche  denken  ,^  sondern  wollen 
annehmen,  er  liege  in  der  im  Mittelpuncte  nach  Aussen  hin  errich- 

Claosius,  mech.  Wftrmetheorie.  U.  ß 
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teten  Normale  um  eine  beliebige  Strecke  l  von  der  Fläche  ent- 
fernt Nun  denken  wir  uns  an  irgend  einem  anderen  Puncte  der 
Kreisfläche,  welcher  um  die  Strecke  g  vom  Mittelpuncte  entfernt 
ist,  auf  der  Fläche  eine  in  das  Glas  hineingehende  Normale  von 
der  Länge  n  errichtet.  Wenn  dann  r  die  Entfernung  des  End- 
punctes  dieser  Normale  vom  Puncte  p'  bedeutet,  so  hat  man: 

Hieraus  ergiebt  sich: 


(^) 


?  +  n. 


Setzt  man  hierin,  wie  es  sein  muss,  wenn  der  Differentialcoefficient 
sich  auf  die  Oberfläche  des  Glases  beziehen  soll,  n  =  0,  so  kommt : 


(t) 


a,    .  j 


dn     ~       (9«  +  ?«)% 

Bezeichnen  wir  nun  noch  den  constanten  Werth,  welchen  die 
Summe  V  -^  U  auf  dieser  Kreisfläche  hat,  mit  K^  und  nennen 
den  Radius  des  Kreises  a,  so  ist  der  auf  diese  Kreisfläche  bezüg- 
liche Theil  des  Integrales,  welcher  von  dem  ganzen  Integrale  da- 
durch unterschieden  werden  soll,  dass  das  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Flächenelement  d  o  mit  dem  Index  1  versehen 
wird: 


(1)  r_i^ 


+  IT* 

=  -  2nK(\  —  r7=i =V 

Nehmen  wir  nun  endlich  dem  Obigen  entsprechend  an,  der  Punct 
p\  welchen  wir  uns  vorläufig  in  einer  beliebigen  Entfernung  l  von 
der  Fläche  gelegen  dachten ,  liege  so  nahe  an  der  Fläche ,  dass  l 
gegen  die  Dimensionen  der  Platte  als  verschwindend  klein  anzu- 
sehen sei,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 


(7) 


(30)  /     {V-\-  U)  -j^dai  =  —  2icK. 


Behandlung  dielectrischer  Medien.  83 

Wir  wollen  nun  in  entsprechender  Weise  den  Theil  des  Inte- 
grales, welcher  sich  auf  die  gegenüberliegende  mit  der  Belegung 
B  bedeckte  Kreisfläche  bezieht,  bilden,  wobei  wir  den  Punct  p'  von 
vornherein  als  dicht  an  der  ersten  Kreisfläche  hegend  annehmen 
wollen.  Denken  wir  uns  in  einem  Puncte  der  zweiten  Kreisfläche, 
welcher  von  ihrem  Mittelpuncte  um  die  Strecke  q  entfernt  ist,  auf 
der  Fläche  eine  Normale  von  der  Länge  n  in  das  Glas  hinein  er- 
richtet, so  erhalten  wir,  wenn  r  die  Entfernung  des  Endpunctes 
der  Normale  vom  Puncte  jp'  bedeutet,  und  der  Abstand  der  beiden 
Kreisflächen  von  einander  mit  c  bezeichnet  wird,  die  Gleichung : 

woraus  folgt: 


(7) 


c  —  w 


oder,  wenn  wir  in  diesem  Ausdrucke ,  um  ihn  auf  die  Kreisfläche 
selbst  zu  beziehen,  n  =  0  setzen : 


(7) 


8n  (^2  +  c>)% 

Der  constante  Werth,  welchen  die  Summe  F+  tTauf  dieser 
Kreisfläche  hat,  sei  mit  K^  bezeichnet,  dann  erhält  man  für  den 
zweiten  Theil  des  Integrales,  welcher  dadurch  von  dem  ganzen 
Integrale  unterschieden  werden  soll,  dass  äo  mit  dem  Index  2  ver- 
sehen ivird,  den  Ausdruck: 


V^/  j3  n     TT     I         CQdg 

dn  V     (9'  +  <^\ 


(F+ü)     ..     ^^.- .     ,.,^^,). 


=  2nKAl  —  r7=^ ^V 


Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  —  entwickelt 

a 

und  vernachlässigt  die  Glieder  von  höherer  als  erster  Ordnung,  so 

kommt: 

(31)       J    iVJr  V)  -^  d<.,  =  2nK,  (1  -  ^)- 

6* 
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Nun  muss  endlich  noch  die  Cylinderfläche,  welche  die  Kreis- 
umfänge  verbindet,  betracht.et  werden.  An  irgend  einer  Stelle 
dieser  Cylinderfläche,  welche  vom  Umfange  des  ersten  Kreises  um 
die  Strecke  a  entfernt  ist,  denke  man  sich  eine  nach  innen  ge- 
hende Normale  von  der  Länge  n  errichtet,  dann  ist  die  Entfernung 
r  des  Endpunctes  dieser  Normale  von  unserem  Puncte  p'  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 


und  daraus  folgt; 


r  =  V  (a  —  n)3  +  z\ 


d 


(7) 


a  —  w 


dn  [(a  —  n)2  +  a^]^t 

oder,  wenn  wir  hierin  wieder  n  =  0  setzen: 


(7) 


a 


dn  (a2  +  ^«)*/i 

Der  Werth  der  Summe  V  -\-  ?7  ist  auf  der  Cylinderfläche 
nicht  überall  gleich,  sondern  ändert  sich  in  der  vom  einen  Kreis- 
umfange zum  anderen  gehenden  Richtung.  Wenn  der  Abstand  c 
der  beiden  Kreise  gegen  ihren  Radius  a  klein  ist,  so  kann  man 
mit  grosser  Annäherung  annehmen,  dass  der  Werth  der  Summe 
V  -\-  U  sich ,  wenn  man  in  einer  die  beiden  Kreisumfange  verbin- 
denden Seite  des  Cylinders  fortschreitet,  gleichmässig  ändert,  und 
man  kann  daher  für  einen  Punct,  welcher  von  dem  ersten  Kreis- 
umfange um  die  Strecke  z  entfernt  ist,  setzen: 

'  c 

Demnach  erhält  man  für  den  auf  die  Cylinderfläche  bezüglichen 
Theil  des  Integrales,  in  welchem  d(a  mit  dem  Index  3  versehen 
werden  soll: 

c 
0 

Vo»-|-c»L      a  ^^    '  ^  c  J 

Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  wieder  nach  Potenzen  von  —  ent- 

a 
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wickelt,  und  vernachlässigt  die  GHeder  von  höherer  als  erster  Ord- 
nung, so  kommt: 


(32)  J     (F+Z7)-^da,,  =  «(ür+2ri)|. 

Vereinigen  wir  nun  die  drei  unter  (30),  (31)  und  (32)  gegebe- 
nen Theile  des  Integrales,  so  erhalten  wir : 

oder  anders  geordnet: 

(33)  /    {r+  I])-^i^  =  i,(K,-K){l-\^y 

Diesen  Werth  des  Integrales  haben  wir  auf  die  Gleichung  (29) 
anzuwenden,  wodurch  entsteht: 

(34)  F'  =  2äE(JS:i  -  Ü0(l  —  i~)- 

Hierin  wollen  wir  noch  die  Bezeichnung  ein  Wenig  ändern.  Da 
wir  von  jetzt  an  die  Potentialfunctionen  V  und  IJ  nur  in  den  Mit- 
ten der  beiden  Belegungen  zu  betrachten  haben,  so  wollen  wir  die 
Werthe,  welche  die  Potentialfunctionen  in  der  Mitte  der  Belegung 
A  haben,  einfach  mit  V  und  ?7,  und  die  Werthe,  welche  sie  in  der 
Mitte  der  Belegung  B  haben,  mit  Vi  und  Vi  bezeichnen.  Dann 
ist  zu  setzen: 

K  =  V  '\-  V 

K,=  Vi+üi, 

und  zugleich  ist ,  da  der  Punct  p'  sich  in  der  Mitte  der  Belegung 
Ä  befinden  soll,  zu  setzen: 

U*=  U. 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (34)  über  in : 

(35)  U=2^E(ri+  U,-^  V-  U)(\  -!-)• 

um  die  entsprechende  Gleichung  für  den  Fall,  wo  der  Punct 
p'  sich  in  der  Mitte  der  Belegung  B  befindet,  zu  bilden,  braucht 
man  in  der  vorigen  Gleichung  nur  die  Buchstaben  mit  und  ohne 
Index  zu  vertauschen,  also: 
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(36)        U,  =  2nE(V+  U-  Fi-  U^)(l--\^y 

Subtrahirt  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander,  so 
kommt:  / 

ü-U,  =  -i«E(V-{-U-  Fi-üi)(l-i|), 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  gesuchte  zur  Bestimmung  der  Poten- 
tialniveaudifiFerenz  U^Ui  dienende  Gleichung,  welche,  unter  Ver- 
nachlässigung der  höheren  Glieder,  in  folgender  Form  geschrie- 
ben werden  kann: 

(^^)  U-U.  =  -  ^4^  (l  -  ,(,  _^,„^^  •  {)(V-  F.). 

Von  dieser  Gleichung  wollen  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen. 

Zu  dem  Zwecke  ist  noch  eine  Bemerkung  nöthig.  Die  in  die- 
ser Gleichung  vorkommende  Dijfferenz  V  —  Vi  hat  bei  einer  ge- 
ladenen Franklin'schen  Tafel  nicht  ganz  genau  denselben  Werth, 
welchen  man  in  dem  Falle  erhalten  würde,  wenn  die  beiden  Bele- 
gungen mit  eben  so  grossen  Electricitätsmengen  geladen  wären, 
aber  das  Glas  keinen  polaren  Zustand  angenommen  hätte.  Durch 
diesen  Zustand  des  Glases  wird  nämlich  bewirkt,  dass  die  Electri- 
cität  auf  den  Belegungen  eine  etwas  andere  Anordnung  annimmt, 
als  die,  welche  sie  ohne  denselben  annehmen  würde.  Der  Unter- 
schied in  der  Anordnung  der  Electricität  kann  aber  nur  ein  sehr 
geringer  sein. 

Die  Electricität  auf  den  Belegungen  würde  sich  nämlich  schon 
in  dem  Falle ,  wenn  das  Glas  nur  einfach  als  Isolator  wirkte,  so 
nahe  gleichmässig  über  die  ganzen  Flächen  verbreiten,  dass,  mit 
Ausnahme  der  Stellen  in  unmittelbarer  Nähe  des  Bandes,  die  an 
irgend  einer  Stelle  stattfindende  Dichtigkeit  von  der  mittleren 
Dichtigkeit  nur  um  eine  Grösse  abweichen  würde,  die  im  Verhält- 

niss  zur  ganzen  Dichtigkeit  von  der  Ordnung  —  wäre.    Da  nun 

der  im  Glase  eintretende  polare  Zustand  nur  bewirken  kann,  dass 
die  Electricität  auf  den  Belegungen  sich  noch  gleichmässiger  ver- 
breitet, als  es  ohne  diesen  Zustand  geschehen  würde,  so  können 
die  dadurch  eintretenden  Aenderungen  in  der  Dichtigkeit  jeden- 

falls  auch  nur  Grössen  von  der  Ordnung  —  sein.   Die  durch  diese 

kleinen  Aenderungen  der  Electricitätsvertheilung  bewirkte  Aende- 
rung  der  Potentialniveaudiflferenz  F  —  Fi  kann  natürlich  auch 
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nur  eine  Grösse  sein,  welche  im  Verhältniss  zu  ihrem  ganzen  Werthe 
von  derselben  Ordnung,  also  von  der  Ordnung  —  ist. 

In  den  vorstehenden  Rechnungen  haben  wir  bei  den  Reihen- 
entwickelungen  nach  —  die  Glieder  erster  Ordnung  noch  berück- 
sichtigt, dagegen  die  Glieder  von  höheren  Ordnungen  vernach- 
lässigt. Wenn  wir  uns  aber  mit  einem  geringeren  Grade  von  Ge- 
nauigkeit begnügen,  und  auch  die  Glieder  erster  Ordnung  ver- 
nachlässigen wollen,  so  können  wir  den  in  der  so  vereinfachten 
Gleichung  vorkommenden  Werth  von  V  —  Vi  ohne  Weiteres  als 
gleichbedeutend  betrachten  mit  demjenigen  Werthe,  welchen  man 
bei  denselben  Electricitätsmengen  ohne  den  polaren  Zustand  des 
Glases  erhalten  würde. 

Von  der  so  vereinfachten  Gleichung  lässt  sich  femer  sagen, 
dass  sie  nicht  bloss  für  Franklin 'sehe  Tafeln  mit  kreisförmigen 
Belegungen,  sondern  auch  für  Franklin'sche  Tafeln  mit  anders 
gestalteten  Belegungen  und  auch  für  Leidener  Flaschen  gilt.  Es 
zeigt  sich  nämlich  in  den  vorstehenden  Rechnungen,  dass  die  auf 
den  Umfang  bezüglichen  Glieder,  welche  allein  von  der  angenom- 

menen  Kreisgestalt  abhängen ,  von  der  Ordnung  —  sind ,  und  all- 

a 

gemein  kann  man  sagen,  dass  die  von  der  Gestalt  der  Belegungen 

abhängigen  Glieder  von  der  Ordnung  -7»»  sind,  wenn  s  der  Flä- 

V  8 

cheninhalt  der  Belegungen  ist.  Was  femer  die  von  der  Krüm- 
mung der  Flächen  abhängigen  Glieder  anbetrifiPt,  so  können  diese, 
wenn  die  Krümmungen  nicht  so  stark  sind,  dass  die  Krümmungs- 
radien gegen  Y  8  klein  sind,  auch  nur  von  der  Ordnung  1-7=  sein. 

V  s 

iSs  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  durch  Vernachlässigung  der 
Glieder  von  der  Ordnung     .       eine  Gleichung  erhält,  welche  von 

y  s 

der  Gestalt  und  Krümmung  der  Belegungen  unabhängig  ist. 
In  der  so  vereinfachten  Form  lautet  die  Gleichung  (37) : 

(38)   -  U-U,  =  -:^^^(V-VO. 

An  diese  Gleichung  können  wir  sofort  auch  diejenige  an- 
schliessen,  welche  die  ganze  wirklich  stattfindende  Potentialniveau- 
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differenz  der  beiden  Belegungen  ausdrückt.  Die  gesammte  Poten- 
tialfimction  aller  getrennten  Electricitätsmengen  (sowohl  der  auf 
den  Belegungen,  als  auch  der  auf  den  polaren  Glastheilchen  be- 
findlichen) ist  innerhalb  der  einen  Belegung  V  -{-  U  und  inner- 
halb der  anderen  Belegung  Fi  -|-  üi  und  die  zwischen  den  Bele- 
gungen im  Ganzen  stattfindende  Potentialniveaudifferenz  ist  somit 
F-f-  ü* —  Vi  —  Ui,  Diese  Grösse  erhalten  wir,  wenn  wir  an 
beiden  Seiten  der  vorigen  Gleichung  V  —  Vi  hinzuaddiren.  Da- 
durch kommt: 

(39)  F+0^-Fi-üx  =  iq:^(F-  F,). 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Potentialniveaudifferenz,  welche 
bei  der  Ladung  einer  Franklin'schen  Tafel  oder  Leidener  Flasche 
mit  gewissen  Electricitätsmengen  wirklich  eintritt,  im  Verhältnisse 

von  •= — p--j — =, :  1  kleiner  ist,  als  diejenige  Potentialniveaudifferenz, 

1  -j-  ^TCJb 

welche  bei  Anwendung  derselben  Electricitätsmengen  eintt^ten 
würde,  wenn  das  Glas  keinen  polaren  Zustand  annähme,  sondern 
einfach  als  Isolator  wirkte. 

Die  beiden  vorigen  Gleichungen  kann  man  noch  in  der  Weise 
abändern,  dass  man  an  der  rechten  Seite  statt  der  Grösse  V —  Vi 
eine  der  betreffenden  Electricitätsmengen  einfuhrt.  Die  auf  den 
beiden  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  können  bei 
dem  jetzt  von  uns  als  genügend  betrachteten  Grade  von  Genauig- 
keit als  den  absoluten  Werthen  nach  unter  einander  gleich  ange- 
sehen und  daher  durch  Q  und  —  Q  bezeichnet  werden.  Zur  Be- 
stimmung der  Grösse  Q  dient  folgende  Gleichung,  welche  der  er- 
sten der  unter  (38)  im  vorigen  Abschnitt  stehenden  Gleichungen 
entspricht,  wenn  *man  darin  8  gegen  1  vernachlässigt  und  das 
Glied,  welches  nicht  c  im  Nenner  hat,  fortlässt: 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  beiden  vorigen  um- 
formen in : 

(41)  U-U,  =  -^^        ^'^      - 


l  +  4»£ 


(42)        r+cr-F.-?7,  =  i^.^:^ö. 
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§.  7.    Vollständige  Gleichungen  für  die  beiden  Belegun- 
gen einer  Leidener  Flasche. 

Nachdem  im  vorigen  Paragraphen  die  Beziehung  zwischen 
der  Potentialniveaudifferenz  V  -^  U  —  Fi  —  t/i  und  den  auf  den 
Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  so  weit  bestimmt  ist, 
dass  die  zwischen  den  absoluten  Werthen  dieser  beiden  Electrici- 
tätsmengen bestehende  kleine  Differenz  vernachlässigt  ist ,  können 
wir  auch  die  vollständigen  Ausdrücke  der  Electricitätsmengen  bil- 
den, worin  dann  freilich  einige  Gonstante  unbestimmt  bleiben,  ganz 
den  Ausdrücken  entsprechend,  welche  am  Schlüsse  des  vorigen  Ab- 
schnittes für  den  Fall  aufgestellt  wurden ,  wo  die  die  Belegungen 
trennende  Zwischenschicht  nur  als  einfacher  Isolator  angenom- 
men ist. 

Bezeichnen  wir  wieder,  wie  es  dort  geschsdi,  die  Werthe  der 
gesammten  Potentialfunction  auf  der  inneren  und  äusseren  Bele- 
gung mit  F  und  G,  indem  wir  setzen : 

(43)  r+  ü  =  FxmäVi+  Ui  =  G, 

und  bezeichnen  wir  ferner  die  auf  den  beiden  Belegungen  befind- 
lichen Electricitätsmengen  mit  M  und  JV,  so  müssen  zwischen  den 
Grössen  Fy  G,  Jf  und  ^jedenfalls  die  im  vorigen  Abschnitte  un- 
ter (30)  angeführten  Gleichungen 

lM=a(F  -  (?)  4-aJ^' 

N  =  a(G'-F)  +  ßa 

bestehen.  Diese  Gleichungen  gelten  nämlich  für  jede  zwei  lei- 
tende Körper,  in  deren  Nähe  sich  noch  beliebige  andere  leitende 
Körper  befinden  dürfen,  welche  entweder  mit  der  Erde  in  leiten- 
der Verbindung  stehen,  oder,  falls  sie  isolirt  sind,  keine .Electrici- 
tät  mitgetheilt  erhalten.  Die  letztere  Bedingung,  keine  Electrici- 
tät  mitgetheilt  zu  erhalten,  ist  nun  für  die  im  Inneren  des  Glases 
befindlichen  leitenden  Körpertheilchen  erfüllt,  und  das  Vorhanden- 
sein dieser  Körpertheilchen  kann  daher  die  Gültigkeit  der  Glei- 
chungen nicht  aufheben. 

Was  nun  die  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Constanten 
anbetrifft,  so  wurde  die  Grösse  a  für  eine  Leidener  Flasche ,  zwi- 
schen deren  Belegungen  sich  nur  ein  einfacher  Isolator  befindet, 
im  vorigen  Abschnitte  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt: 


(44) 
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worin  d  eine  Grösse  ist,  deren  Werth  nicht  für  alle  Flaschen 
gleich,  aber  jedenfalls  immer  gegen  die  Einheit  klein  ist.  Diesen 
Ausdruck  müssen  wir  nun  für  den  Fall,  wo  sich  zwischen  den  Be- 
legungen ein  Dielectricum  befindet,  etwas  abändern,  und  zwar 
müssen  wir,  wie  sich  ohne  Weiteres  aus  der  im  vorigen  Paragra- 

phen  gegebenen   Gleichung  (42)  ersehen  lässt,  die  Grösse 

durch  7^ —  (1  +  ^7cE)  ersetzen,  während  man  d  einfach  als  eine 
43rc  ^      '  '^ 

unbestimmte,  aber  gegen  die  Einheit  kleine  Grösse  beibehalten 
kann.  Der  Ausdruck  von  a  nimmt  also  die  nachstehende  Form  an: 

Demnach  erhalten  wir  für  eine  Leidener  Flasche  statt  der  im  vori- 
gen Abschnitte  unter  (38)  gegebenen  Gleichungen  die  folgenden : 


(46) 


M=^il  +  ^nE){l+S)(F-G)  +  aF 


2^  =  ^  (1  +  4.7CE)  (i^8)(0-F)-j-ßG. 

Ueber  die  Bedeutung  der  Constanten  a  und  ß  gilt  hier  das- 
selbe, was  in  §.  7  des  vorigen  Abschnittes  gesagt  ist.  Sie  stellen 
nämlich  die  Eleotricitätsmengen  dar,  welche  man  den  beiden  Be- 
legungen der  Flasche  mittheilen  müsste,  wenn  man  sie  beide 
bis  zu  dem  gemeinsamen  Potentialniveau  1  laden 
wollte. 

Um  die  vorstehenden  Gleichungen  für  die  Anwendung  beque- 
mer zu  machen,  wollen  wir  wieder,  wie  in  §.  8  des  vorigen  Ab- 
schnittes ,  ein  vereinfachtes  Zeichen  einlühren.  Wir  wollen  näm- 
lich setzen: 

4t  7C  c 

^^'^^  '^  =  (1+4ä^)(1+«)' 

dann  lauten  die  Gleichungen  ebenso,  wie  die  dort  unter  (40)  an- 
geführten, nämlich: 


(48) 


M=-(F-  a)-\-aF 
N  =  ±(a-F)-\-ßG. 

X 
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Ferner  wollen  wir  auch  hier  für  die  Behandlung  des  speciel- 
len,  aber  besonders  oft  vorkommenden  Falles,  wo  die  äussere  Be- 
legung mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  steht,  und  somit 
0=ö  ist,  neben  dem  griechischen  Buchstaben  x  noch  den  lateini- 
schen Buchstaben  Jo  einführen,  dessen  Bedeutung  durch  die  Glei- 
chung 

(49)  1  =  7 +  « 
bestimmt  wird,  woraus  sich  ergiebt: 

(50)  fc=_iL_= Ül£ 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (48)  wieder  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte und  (44)  gegebene  Form  an,  nämlich: 


(51) 


M=-^(F—  G)  +  aG 


und  gehen  für  den  vorher  erwähnten  Fall,  wo  G  =  0  ist,  über  in : 


(52) 


^=1^ 


l^=-a-«)^- 


Man  sieht  also,  dass  die  Gleichungen,  welche  die  Beziehun- 
gen zwischen  den  Grössen  F,  6r,  Jf  und  JV^  ausdrücken,  für  eine 
Leidener  Flasche,  bei  der  sich  ein  Dielectricum  zwischen  den  Be- 
legungen befindet,  dieselben  Formen  haben,  wie  für  eine  splche 
Leidener  Flasche,  bei  der  sich  ein  einfacher  Isolator  zwischen  den 
Belegungen  befindet,  und  dass  der  Unterschied  nur  in  den  ver- 
schiedenen Werthen  der  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Con- 
stanten liegt. 


§.  8.   Behandlung  der  Dielectrica  von  Helmholtz  und 

Maxwell. 

Obwohl  für  unsere  im  folgenden  Abschnitte,  zu  gebenden  An- 
wendungen die  vorstehenden  Entwickelungen  schon  ausreichend 
sind,  so  wird  es  doch  nicht  ohne  Interesse  sein,  wenn  ich  im  An-< 
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schlösse  an  dieselben  auch  die  von  Helmholtz  und  Maxwell  ge- 
gebenen Erweiterungen  der  auf  Dielectricä  bezüglichen  Gleichun- 
gen mittheile. 

Helmholtz  in  seiner  bekannten  schönen  Abhandlung  über 
die  Bewegung  der  Electricität  in  ruhenden  Leitern  ^)  hat  auf  die 
Dielectrica  ebenfalls  die  Behandlungsweise  angewandt,  durch 
weiche  Poisson  das  Verhalten  magnetischer  Körper  unter  dem 
Einflüsse  magnetischer  Kräfte  abzuleiten  gesucht  hat. 

Maxwell  hat  eine  ganz  neue,  nicht  bloss  auf  das  Verhalten 
dielectrischer  Körper,  sondern  auf  das  ganze  Wesen  der  Electri- 
cität bezügliche  Ansicht  aufgestellt ,  deren  Hauptpuncte  er  schon 
in  einer  1865  erschienenen  Abhandlung  ^)  mitgetheilt  und  deren 
vollständige  Entwickelung  er  dann  in  seinem  1873  erschienenen 
wichtigen  Werke  „A  Treatise  of  Eledricity  and  Magnetism^  gege- 
ben hat. 

Maxwell  betrachtet  die  Electricität  als  ein  incompressibles 
Fluidum,  welches  allen  Raum  erfüllt.  Denkt  man  sich  nun  einen 
Körper  mit  einer  ihm  noch  besonders  mitgetheilten  Electricitäts- 
menge  geladen ,  so  wird  dadurch  die  Electricität  des  umgebenden 
Mediums  nach  Aussen  geschoben,  so  dass  in  jedem  Baumtheile 
doch  nur  eben  so  viel  Electricität  vorhanden  ist,  wie  vorher,  als 
der  Körper  noch  unelectrisch  war.  Aber  durch  die  Verschiebung 
der  Electricität  des  Mediums  ist  eine  elastische  Gegenkraft  ent- 
standen ,  welche  die  verschobenen  Electricitätstheilchen  wieder  in 
ihre  ursprünglichen  Lagen  zurückzubringen  sucht.  Aus  dieser 
I  electrischen  Elasticität  des  Mediums  erklärt  Maxwell  die  Kräfte, 

I  welche  electrische  Körper  auf  einander  ausüben.    Die  verschiede- 

I  nen  dielectrischen  Medien  unterscheiden  sich  nun  nach  Maxwell 

I  dadurch  von  einander,  dass  ihre  electrischen  Elasticitäts- 

coefficienten  verschieden  sind. 

Trotz  dieser  Verschiedenheit  der  Grundvorstellung  sind  doch 
!  die  Gleichungen,  zu  welchen  Maxwell  gelangt,  ganz  überein- 

stimmend mit  den  sonst  gebräuchlichen,  und  dieses  gilt  auch  spe- 
ciell  von  den  auf  Dielectrica  bezüglichen  Gleichungen ;  nur  muss 
man  den  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  die  der 
Maxweir  sehen  Vorstellung  entsprechenden  Bedeutungen  bei- 
legen. 


1)  Borchardt's  Journal.  Bd.  72,   1870. 

3)  Philosophical  Transactians  for  1866  p.  469. 
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Eine  Hauptgrösse,  welche  er  nach  Faraday  tA^  Specific  In- 
dudive  Capacüy  of  the  dieledric  medium  nennt  und  mit  K  bezeich- 
net, definirt  er  als  das  Verhältniss  der  Capacität  eines  Ansamm- 
lers,  welcher  als  isolirende  Zwischenschicht  das  betreffende  Dielec- 
tricum  hat,  zu  der  Capacität  eines  Ansammlers  von  derselben 
Form  und  Grösse,  welcher  aber  als  isolirende  Zwischenschicht  Luft 
hat.  Hierbei  ninunt  Maxwell  an,  dass  die  Dichtigkeit  der  Luft 
auf  die  Capacität  des  Ansammlers  keinen  merklichen  Einfluss 
habe.  Will  man  diese  Annahme,  welche  nur  angenähert  richtig 
ist,  nicht  machen,  sondern  die  kleinen  Unterschiede,  welche  durch 
verschiedene  Dichtigkeiten  der  Luft  veranlasst  werden  können, 
auch  noch  berücksichtigen,  so  thut  man  besser,  sich  in  dem  zur 
Vergleichung  gewählten  Ansammler  den  Zwischenraum  nicht  mit 
Luft  gefüllt,  sondern  von  aller  ponderablen  Masse  frei  und  somit 
nur  mit  Aether  gefüllt  zu  denken.  Diese  Grösse  K  steht  zu  sei- 
nem electrischen  Elasticitätscoefficienten,  welcher  mit  p  bezeich- 
net werden  möge,  in  folgender  Beziehung: 

Um  die  Beziehung  dieser  Grösse  K  zu  der  im  vorigen  Para- 
graphen angewandten  Grösse  E  abzuleiten ,  brauchen  wir  nur  die 
Resultate  der  dort  angestellten  Rechnungen  mit  der  von  Maxwell 
gegebenen  Definition  zu  vergleichen.  Für  eine  Franklin'sche 
Tafel  oder  Leidener  Flasche  haben  wir  gemäss  (40)  und  (42)  zu 
setzen: 

Hierin  stellt  V  —  Fi  die  Potentialniveaudifferenz  dar,  welche  zwi- 
schen den  mit  den  Electricitätsmengen  Q  und  —  Q  geladenen  Be- 
legungen stattfinden  würde,  wenn  die  Zwischenschicht  keinen  pon- 
derablen Stoff  enthielte,  und  F+  C^—  Fi  —  üi  die  Potential- 
niveaudifferenz, welche  unter  Mitwirkung  des  in  der  Zwischen- 
schicht enthaltenen  ponderablen  Stoffes  entsteht  Die  vor  den 
Klammem  stehenden  Factoren  bedeuten  also  die  den  beiden  Fal- 
len entsprechenden  Capacitäten  des  Ansammlers ,  und  indem  wir 
das  Verhältniss  dieser  Factoren  gleich  K  setzen,  erhalten  wir: 

(53)  K=l-\-4nE. 
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Setzen  wir  hierin  noch  für  E  den  unter  gewissen  Voraussetzungen 
abzuleitenden,  in  §.  4  unter  (19)  gegebenen  Ausdruck,  so  kommt: 

(54)  K  =  l±^. 

Man  kann  bei  der  Au&tellung  der  auf  dielectrische  Medien 
bezüglichen  Gleichungen  auch  den  von  ponderabler  Masse  freien 
und  nur  Aether  enthaltenden  Baum  als  ein  Dielectricum  behan- 
deln, für  welchen  die  Maxwell' sehe  specifische  inductive  Gapa- 
cität  K  den  speciellen  Werth  1  hat,  und  die  Grössen  E  und  g  den 
speciellen  Werth  0  haben. 

Für  den  Fall,  wo  mehrere  aneinander  grenzende  Dielectrica 
verschiedener  Art  gegeben  sind,  lassen  sich  die  Gleichungen  eben- 
falls aus  den  yorigen  ableiten,  und  es  mögen  die  Formen,  welche 
Helmholtz  und  Maxwell  den  Gleichungen  für  diesen  allgemei- 
neren Fall  gegeben  haben,  hier  auch  noch  mitgetheilt  werden. 

Es  seien  zunächst  zwei  an  einander  grenzende  dielectrische 
Media  gegeben ,  für  welche  E  die  Werthe  Ei  und  E^  habe ,  und 
welche  beide  unter  dem  Einflüsse  von  gegebenen  Electricitäten 
und  zugleich  imter  ihrem  gegenseitigen  Einflüsse  electrisch  polar 
geworden  sind,  und  es  handle  sich  darum,  unter  diesen  Umstän- 
den die  Potentialfunctionen  J7i  und  U^  der  beiden  Media  zu  be- 
stimmen. Dazu  können  wir  die  Gleichung  (22)  anwenden,  müssen 
aber  dabei  den  Umstand  berücksichtigen,  dass  anf  jedes  der  Me- 
dien ausser  den  gegebenen  Electricitäten ,  deren  Potentialfunction 
V  ist,  auch  noch  das  andere  Medium  einwirkt  Wir  haben  also 
bei  Behandlung  des  ersten  Mediums  F  -f  üj  und  bei  Behandlung 
des  zweiten  Mediums  F-f-  üi  an  die  Stelle  von  F  zu  setzen.  Dem- 
nach erhalten  wir  die  beiden  Gleichimgen : 

worin  sich  die  Integrale  nach  Oi  und  rj  auf  die  Oberfläche  und 
das  Volumen  des  ersten  Mediums  und  die  Integrale  nach  a^  und 
Tj  auf  die  Oberfläche  und  das  Volumen  des  zweiten  Mediums  be- 
ziehen. Wenn  wir  diese  Gleichungen  addiren,  und  dabei  die  Po- 
tentialfunction beider  Medien  zusammen,  also  die  Summe  Ui  -f-  U^ 
mit  f/^  bezeichnen,  erhalten  wir: 
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In  Bezug  auf  die  Volumenintegrale  folgt  aus  dieser  Gleichung 
nichts  Anderes,  als  was  sich  schon  aus  der  in  §.  5  gegebenen,  auf 
ein  einzelnes  Medium  bezüglichen  Gleichung  (22)  ergiebt  Man 
kann  nämlich  die  beiden  Integrale,  welche  dxi  imd  dt^  enthalten, 
und  welche  sich  auf  die  von  den  beiden  Medien  erfüllten  Räume 
erstrecken  sollen,  in  das  Eine  Integral 


n^hi-'-^'^y 


zusammenfassen,  welches  sich  auf  den  ganzen  von  beiden  Medien 
zusammen  erfüllten  Raum  erstrecken  soll,  und  worin  E  für  beide 
Medien  gilt,  indem  es  in  dem  einen  gleich  E^  und  in  dem  anderen 
gleich  EI2  ist.  Aus  dieser  Form  des  Integrals  folgt  dann,  dass  die 
in  §.  5  unter  (24)  gegebene  Gleichung  sich  auch  auf  zwei  Medien, 
und,  wie  gleich  hinzugefügt  werden  kann,  auf  beliebig  viele  Me- 
dien beziehen  lässt.  In  dieser  verallgemeinerten  Bedeutung  möge 
die  Gleichung  hier  noch  einmal  angeführt  werden: 

In  Bezug  auf  die  in  (55)  vorkommenden  Oberflächenintegrale 
tritt  für  die  Trennungsfläche  der  beiden  Medien  ein  bisher  noch 
nicht  besprochenes  Verhalten  ein.  Da  diese  Fläche  nämlich  Ober- 
fläche beider  Medien  ist,  so  beziehen  sich  auf  sie  beide  Oberflächen- 
integrale. Wollen  wir  also  für  diese  Fläche  die  Gleichung  bilden, 
welche  der  in  §.  5  gegebenen  Gleichung  (23)  entspricht,  so  haben 
wir  dabei  an  der  rechten  Seite  zwei  Glieder  zu  setzen,  nämlich: 

Hierin  kann  man  die  Form  der  linken  Seite  noch  etwas  mehr  der- 
jenigen der  rechten  Seite  anpassen.  Die  Zeichen  ni  und  n^  bedeu- 
ten nämlich  die  auf  einem  und  demselben  Flächenelemente  nach 
beiden  Medien  hin  errichteten  Normalen.  Betrachten  wir  nun  die 
nach  dem  ersten  Medium  hin  gehende  Normalrichtung  als  die  po- 
sitive, so  können  wir  schreiben: 
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\9n/+o      8«i '    \9n/_o 


8«,' 
wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in: 

Diese  Gleichung  ist  zunächst  nur  für  die  Trennungsfläche 
zweier  Dielectrica  abgeleitet.  Man  kann  ihr  aber  auch  eine  allge- 
meinere Bedeutung  geben.  Man  kann  nämlich,  wie  schon  oben 
gesagt ,  auch  den  von  ponderabler  Masse  freien  und  nur  Aether 
enthaltenden  Baum  als  ein  Dielectricum  behandeln,  in  welchem 
E  den  Werth  Null  hat.  Femer  kann  man  einen  die  Electricität 
leitenden  Körper  als  ein  Dielectricum  behandeln,  in  welchem  E 
unendlich  gross  ist.  Auf  diese  Weise  kann  man  die  vorige  Glei- 
chung auf  alle  vorkommenden  Grenzflächen  anwenden. 

Die  Gleichungen  (56)  und  (57)  drücken  Beziehungen  der 
Grösse  U  zu  der  Summe  V  '\-  U  aus.  Man  kann  aus  ihnen  aber 
auch  leicht  Gleichungen  gewinnen,  welche  Beziehungen  der  Grösse 
V  zu  der  Summe  F  +  ?7  ausdrücken. 

In  der  Gleichung  (56)  möge  zu  dem  Zwecke  an  der  linken 
Seite  J  V  addirt  und  subtrahirt  werden,  wodurch  entsteht: 

welche  Gleichung  sich  folgendermaassen  umformen  lässt: 

wofür  man  einfacher  schreiben  kann : 

Führen  wir  hierin  noch  für  1  -}-  inE  das  MaxwelTsche  Zei- 
chen K  ein,  so  kommt: 


Behandlung  dielectrischer  Medien.  97 

In  der  Gleichung  (57)  addiren  und  subtrahiren  wir  an  der 

linken  Seite  r \-  - —  und  verfahren  dann  ähnlich,  wie  vorher, 

dfii    '    dfh 

wodurch  wir  erhalten: 

In  diese  Gleichungen  können  wir  noch  die  Grössen  einführen, 
welche  ausdrücken,  welche  Dichtigkeit  diejenige  Electricität,  von 
welcher  V  die  Potentialfunction  ist,  an  den  betreffenden  Stellen 
hat.  Bezeichnen  wir,  wie  früher  die  Raumdichtigkeit  mit  k  und 
die  Flächendichtigkeit  auf  der  betrachteten  Grenzfläche  mit  ä,  so 
ist  zu  setzen : 

JV=  —  4n:k 

und  dadurch  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in: 

Dieses  sind  die  von  Helmholtz  und  Maxwell  aufgestellten 
Gleichungen.  Maxwell  schreibt  darin  statt  V -\-  U  einfach  F, 
indem  er  die  ganze  Function,  deren  negative  Differentialcoefficien- 
ten  die  Componenten  der  in  dem  Dielectricum  wirkenden  electri- 
schen  Gesammtkraft  darstellen,  mit  V  bezeichnet 


Olauiiue,  mech.  Wftnnetheorie.   U. 


ABSCHNITT  IV, 


Das  meclianische  Aequivalent  einer  electrischen 

Entladung. 

§.  1.    Gesammtwirkung  einer  Entladung. 

Nachdem  in  den  vorigen  Abschnitten  von  den  unter  verschie- 
denen Umständen  stattfindenden  electrischen  Ladungen  und  von 
dem  darauf  bezüglichen  Verhalten  der  Potentialfunction  die  Rede 
gewesen  ist,  müssen  wir  nun  die  Entladung  und  die  durch  sie 
entstehenden  Wirkungen  betrachten,  wobei  wir  unter  electri- 
scher  Entladung  jede  Aenderung  in  der  Anordnung  der  Elec- 
tricität  verstehen,  durch  welche  der  electrische  Zustand  der  ver- 
schiedenen Theile  eines  Systemes  von  leitenden  Körpern,  zu  denen 
auch  die  Erde  gehören  kann,  sich  ganz  oder  theilweise  ausgleicht. 

Während  der  in  der  Anordnung  der  Electricität  stattfinden- 
den Aenderung  und  der  damit  verbundenen  Bewegung  der  Elec- 
tricitätstheilchen  wird  von  den  electrischen  Kräften  Arbeit  gelei- 
stet. Diese  von  Kräften,  welche  dem  Quadrate  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  sind,  geleistete  Arbeit  lässt  sich  auf  sehr 
einfache  Art  bestimmen  i).  Sie  ist  von  der  Art,  wie  die  Bewegun- 
gen der  Electricitätstheilchen  stattfinden,  ganz  unabhängig  und 
hängt  nur  von  den  Anfangs-  und  Endlagen  derselben  ab,  und  zwar 
wird  sie  dargestellt  durch  die  bei  der  Entladimg  eingetretene  Ab- 


*)  Siehe  darüber  mein  Buch  „Die  Potentialfunction  und  das  Potential", 
dritte  Auflage,  §.  65. 
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nähme  des  Potentials  der  gesammten  Electricität  auf 
sich  selbst. 

Durch  diese  von  den  electrischen  Kräften  gethane  Arbeit  kön- 
nen nun  zunächst  gewisse  Wirkungen  hervorgebracht  werden,  bei 
welchen  andere  Kräfte  zu  überwinden  sind ,  und  von  denen  einige 
der  gewöhnlichsten  folgende  sind.  Es  springen  an  einer  oder  meh- 
reren Stellen  electrische  Funken  über,  wobei  eine  Luftschicht  oder 
ein  anderer  nichtleitender  Körper  von  der  Electricität  durchbro- 
chen wird.  —  Wenn  der  electrische  Strom  an  einer  Stelle  durch 
einen  sehr  dünnen  Draht  geht,  so  erleidet  dieser  mechanische  Ver- 
änderungen, welche  von  kleinen,  kaum  merkbaren  Einknickungen 
bis  zum  vollständigen  Zerstäuben  variiren  können.  —  Wenn  der 
Strom  durch  electrolytische  Körper  geht,  so  treten  chemische  Zer- 
setzungen ein.  —  In  Körpern,  welche  sich  in  der  Nähe  der  durch- 
strömten Leiter  befinden,  können  Inductionsströme  oder  magne- 
tische Wirkungen  hervorgerufen  werden  —  etc. 

Zu  diesen  verschiedenen  Wirkungen  wird  ein  Theil  der  gan- 
zen von  den  electrischen  Kräften  geleisteten  Arbeit  verbraucht 
Der  übrige  Theil  der  Arbeit  verwandelt  sich  in  den  Leitern  in 
Wärme. 

Wenn  wir  die  Wärme  nach  mechanischem  Maasse,  d.  h.  nach 
der  ihr  entsprechenden  mechanischen  Arbeit  messen,  und  auch  die 
anderen  vorher  genannten  Wirkungen  durch  die  zu  ihnen  ver- 
brauchten Arbeitsgrössen  ausdrücken,  so  können  wir  sie  sämmt- 
lich  in  eine  algebraische  Summe  vereinigen  und  diese  kurz  die 
Siunme. aller  durch  die  electrische  Entladung  hervorgebrachten 
Wirkungen  nennen«  In  Bezug  auf  diese  gilt  dann  dem  Obigen 
nach  folgender  einfacher  Satz,  welchen  wir  als  Hauptsatz  den 
nachstehenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legen: 

Die  Summe  aller  durch  eine  electrische  Entladung 
hervorgebrachten  Wirkungen  ist  gleich  der  da- 
bei eingetretenen  Abnahme  des  Potentials  der  ge- 
sammten Electricität  auf  sich  selbst. 

§.  2.    Potential  einer  geladenen  Leidener  Flasche 

oder  Batterie. 

Indem  wir  nun  als  Beispiel  eines  Köi-persystemes,  welches  mit 
Electricität  geladen  und  wieder  entladen  werden  kann,  die  Leide- 
ner Flasche  wählen,  handelt  es  sich  darum,  bei  einer  geladenen 

7* 
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Leidener  Flasche  das  Pptential  der  gesammten  Electricität  auf 
sich  selbst  zu  bestimmen,  wobei  unter  der  gesammten  Electricität 
nicht  bloss  die  auf  den  beiden  Belegungen  befindlichen  Electrici- 
tätsmengen  zu  verstehen  sind,  sondern  auch  die  sämmtlichen  klei- 
nen Electricitätsmengen ,  welche  sich  im  Inneren  des  Glases  auf 
den  electrisch  polaren  Partikelchen  befinden. 

Seien  dq  und  dq'  irgend  zwei  Electricitätselemente  und  r  ihr 
gegenseitiger  Abstand,  so  wird  das  Potential  der  gesammten  Elec- 
tricität auf  sich  selbst,  welches  wir  mit  W  bezeichnen  wollen, 
durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

(1)  ^=^//^' 

worin  die  beiden  angedeuteten  Integrationen  über  alle  gegebenen, 
theils  positiven,  theils  negativen  Electricitätsmengen  auszufuhren 
sind.  Da  nun  andererseits,  wenn  die  Potentialfunction  aller  gege- 
benen Electricitätsmengen  an  dem  Puncte  (a:,  y,  z)^  wo  das  Ele- 
ment dq  sich  befindet,  mit  F  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

(2)  V=fT 

gilt,  so  können  wir  die  vorige  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(3)  W  =  \Jvdq. 

In  unserem  gegenwärtigen  Falle  ist  es  aber  zweckmässig,  die- 
ser letzteren  Gleichung  noch  eine  etwas  andere  Form  zu  geben, 
nämlich  die  Potentialfunction  der  Electricitätsmengen,  welche  sich 
auf  den  Belegungen  der  Flasche  befinden  von  der  Potentialfunction 
derjenigen  Electricitätsmengen,  welche  sich  im  Inneren  des  Gla- 
ses auf  den  polaren  Partikelchen  befinden ,  zu  trennen ,  und  beide 
durch  besondere  Zeichen  darzustellen.  Die  erstere  möge  mit  V 
und  die  letztere  mit  V  bezeichnet  werden,  so  dass  die  Potential- 
function aller  in  Betracht  kommenden  Electricitäten  durch  die 
Summe  F  +  f/'  dargestellt  wird.  Dann  nimmt  die  vorige  Glei- 
chung folgende  Gestalt  an : 

(4)  W=\f{V-^U)dq, 

worin  die  Integration  über  alle  auf  den  Belegungen  und  auf  den 
polaren  Glaspartikelchen  befindlichen  Electricitätsmengen  auszu- 
führen ist. 
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Was  zunächst  die  auf  den  polaren  Glaspartikelchen  befind- 
lichen Electricitätsmengen  anbetrifft,  so  lässt  sich  für  diese  die 
Integration  sehr  kurz  abmachen.  Wenn  ein  leitendes  Glastheil- 
chen  durch  Influenz  bis  zum  Gleichgewichtszustande  electrisch  po- 
lar geworden  ist,  so  ist  das  Potentialniveau  in  Thm  constant.  Da 
ferner  die  auf  ihm  befindlichen  getrennten  Electricitäten  aus  glei- 
chen Mengen  positiver  und  negativer  Electricität  bestehen,  so  ist 
der  Theil  des  Integrales,  welcher  sich  auf  diese  beiden  Electricitäts- 
mengen  bezieht,  Null.  Dasselbe  gilt  von  allen  leitenden  Glastheil- 
chen  in  gleicher  Weise,  und  man  kann  daher  den  ganzen  Theil 
des  Integrales,  welcher  sich  auf  die  auf  den  leitenden  Glastheil- 
chen  befindlichen  getrennten  Electricitäten  bezieht,  ohne  Weiteres 
gleich  Null  setzen. 

Was  ferner  die  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitäts- 
mengen anbetrifft,  so  findet  auch  bei  ihnen  eine  Vereinfachung 
statt,  indem  auf  jeder  Belegung  das  Potentialniveau  constant  ist. 
Wir  wollen,  wie  in  §.  7  des  vorigen  Abschnittes,  den  Werth  des 
Potentialniveaus  auf  der  inneren  Belegung  mit  F  und  auf  der 
äusseren  Belegung  mit  G  bezeichnen.  Nennen  wir  dann  noch,, wie 
dort,  die  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge 
Jf  und  die  auf  der  äusseren  Belegung  befindliche  N^  so  geht  die 
Gleichung  (4)  über  in : 

(5)  W=\FM+\ON. 

Substituirt  man  hierin  für  M  und  N  die  in  den  Gleichungen 
(48)  oder  (51)  des  vorigen  Abschnittes  gegebenen  Werthe,  so  er- 
hält man  W  durch  F  und  G  ausgedrückt.  Ebenso  kann  man  W 
durch  M  und  N  oder  durch  irgend  zwei  der  vier  Grössen  F^  6r, 
M  und  N  ausdrücken. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  äussere  Belegung  der  Flasche  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehe,  so  hat  man  (?  =  0  zu 
setzen.    Dadurch  vereinfacht  sich  (5)  in : 

(6)  ■  W=\  FM. 

Hieraus  kann  man,  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Abschnitte  unter  (52) 
gegebenen  Gleichung 

(7)  M=^F, 

entweder  M  oder  F  eliminiren  und  erhält  dadurch : 
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(8)  w=h'^ 

(9)  ^=^f- 

Wenn  statt  einer  einzelnen  Flasche  eine  Batterie  von  n  glei- 
chen Flaschen  gegeben  ist,  so  kann  man  die  auf  diese  bezüglichen 
Gleichungen  leicht  aus  den  vorigen  ableiten.  Wenn  man,  nach- 
dem die  nFlaschen  einzeln  gleich  stark  geladen  sind,  alle  inneren 
und  alle  äusseren  Belegungen  unter  sich  verbindet,  so  wird  da- 
durch (sofern  man  von  dem  kleinen  Einflüsse  der  auf  den  Verbin- 
dungsstücken befindlichen  Electricität  absieht)  keine  Aenderung 
in  den  Werthen  der  Potentialfunction  auf  den  Belegungen  eintre- 
ten. Die  Electricitätsmengen  dagegen ,  welche  sich  auf  der  inne- 
ren und  äusseren  Belegung  der  ganzen  Batterie  befinden,  sind  na- 
türlich nmal  so  gross,  als  die  auf  den  Belegungen  einer  einzelnen 
Flasche  befindlichen.  Dieses  letztere  kann  man  in  der  unter  (7) 
gegebenen  Gleichung,  welche  sich  auf  den  Fall  bezieht,  wo  die 
äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  steht,  ein- 
fach dadurch  ausdrücken,  dass  man  die  mit  s  bezeichnete  Fläche 
der  inneren  Belegung  Einer  Flasche  durch  die  Gesammtfläche  der 
inneren  Belegung  der  ganzen  Batterie,  welche  S  heissen  möge,  er- 
setzt und  somit  schreibt: 

(10)  ^  =  T  ^- 

Wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  aus  der  Gleichung  (6) 
M  oder  F  eliminirt,  so  erhält  man: 

(11)  W=l-SF' 

(12)  W=^^. 


§.  3.    Abnahme  des  Potentials  bei  der  Entladung 

und  Bückstand. 

Betrachten  wir  hiemach  das  Potential  einer  geladenen  Leide- 
ner Flasche  oder  Batterie  als  bekannt ,  so  lässt  sich  daraus  auch 
leicht  die  bei  der  Entladung  stattfindende  Abnahme  des  Potentials 
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bestimmen.  Wird  die  Batterie  vollständig  entladen,  so  dass  der 
Endwerth  des  Potentials  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Abnahme  des 
Potentials  einfach  gleich  W,  Findet  aber  nur  eine  tbeilweise  Ent- 
ladung statt,  so  dass  nach  der  Entladung  noch  ein  Potential  TT' 
besteht,  so  hat  man  die  Differenz  W  —  W'  zu  bilden. 

Bewirkt  man  bei  einer  Batterie ,  deren  äussere  Belegung  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  steht,  die  Entladung  dadurch, 
dass  man  die  äussere  Belegung  mit  der  inneren  in  leitende  Ver- 
bindung setzt  und  diese  Verbindung  längere  Zeit  bestehen  lässt, 
so  findet  eine  vollständige  Entladung  statt.  Wenn  man  dagegen 
die  Verbindung  nur  momentan  herstellt  und  dann  sofort  wieder 
aufhebt,  so  findet  bekanntlich  die  Entladung  nicht  ganz  vollstän- 
dig statt,  sondern  es  bleibt  noch  ein  Rückstand,  welcher  nach 
einiger  Zeit  eine  zweite  schwächere  Entladung  ermöglicht,  bei  der 
wiederum  ein  Rückstand  von  geringerer  Grösse  bleibt,  der  dann 
eine  dritte  Entladung  geben  kann,  u.  s.  f. 

Die  Entstehung  des  Rückstandes  ist  wohl  unzweifelhaft  dar- 
aus zu  erklären,  dass  das  Glas  seinen  electrisch  polaren  Zustand, 
welchen  es  unter  dem  Einflüsse  der  auf  den  Belegungen  befind- 
lichen Electricitätsmengen  angenommen  hat,  im  Momente  der  Ent- 
ladung nicht  gleich  vollständig  verliert,  sondern  dass  ein  Theil  die- 
ser inneren  Polarität  zunächst  noch  fortbesteht,  und  dass  dadurch 
ein  Theil  der  Electricität  auf  den  Belegungen  zurückgehalten  wird. 
Diese  unmittelbar  nach  der  Entladung  noch  vorhandene  innere 
Polarität  verliert  sich  dann  in  einiger  Zeit  soweit,  dass  nur  noch 
eine  Polarität  von  solcher  Stärke  übrig  bleibt,  wie  sie  den  jetzt i 
noch  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  ent- 
spricht, und  von  diesen  aufrecht  erhalten  werden  kann.  Diese  ge- 
ringere Polarität  ist  natürlich,  wenn  zwischen  den  Belegungen  wie- 
der eine  leitende  Verbindung  hergestellt  wird,  nicht  ausreichend, 
die  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitäten  festzuhalten, 
und  es  tritt  daher  von  Neuem  eine  Entladung  ein,  bei  der  dann 
abermals  ein  Theil  der  zuletzt  vorhandenen  Polarität  bestehen 
bleibt  und  daher  ein  gewisser  viel  kleinerer  Rest  von  Electricität 
auf  den  Belegungen  festgehalten  wird,  u.  s.  f. 

Woher  es  kommt,  dass  die  innere  Polarität  zum  Theil  wäh- 
rend der  Entladung  selbst,  also  gleichzeitig  mit  der  Kraft, 
welche  sie  erzeugt  hat ,  in  fast  unmessbar  kurzer  Zeit  verschwin- 
det, zum  Theil  dagegen  sich  erst  nachträglich  allmälig  verliert, 
ist  noch  nicht  festgestellt  Boltzmann  hat  die  nachträglich  ein- 
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tretende  Veränderung  des  inneren  electrischen  Zustandes  mit  der 
elastische  nNachwirkung  verghchen  i),  welche  Vergleichung 
viel  für  sich  hat,  wenn  auch  der  eigentliche  Grund  der  Erschei- 
nung dabei  noch  in  verschiedenen  Weisen  gedeutet  werden  kann. 
Um  über  den  Zustand  der  Batterie  unmittelbar  nach  der  Ent- 
ladung und  die  darauf  bezüglichen  Grössen  ein  bestimmteres  ür- 
theil  zu  gewinnen,  wird  es  zweckmässig  sein,  noch  einige  beson- 
dere Betrachtungen  anzustellen. 


§.  4.  Untersuchung  des  Falles,  wo  die  Potential- 
niveaux  der  beiden  Belegungen  gleich  sind, 
während  noch  eine  innere  Polarität  besteht. 

Wenn  die  Belegungen  einer  Batterie  für  eine  sehr  kurze  Zeit 
unter  einander  leitend  verbunden  werden,  so  strömt  so  viel  Elec- 
tricität  von  der  einen  zur  anderen,  dass  sie  beide  gleiches  Poten- 
tialniveau haben ,  welches  wir  unter  Vernachlässigung  einer  klei- 
nen, möglicher  Weise  bestehenden  Abweichung  einfach  gleich  Null 
setzen  können.  Es  fragt  sich  nun ,  wie  viel  Electricität  bei  dieser 
Ausgleichung  der  Potentialniveaux  noch  auf  den  Belegungen  blei- 
ben muss,  wenn  die  innere  Polarität  des  Glases  zum  Theil  noch 
fortbesteht. 

Bezeichnen  wir  die  Potentialniveaux,  welche  die  Belegungen  nur 
wegen  der  noch  bestehenden  inneren  Polarität  des  Glases  haben 
würden,  mit  u  und  Ui ,  so  müssen  die  Electricitätsmengen  so  gross 
sein,  dass  sie  für  sich  allein  die  Belegungen  zu  den  Potentialniveaux 
—  u  und  —  Ui  bringen  würden.  Zur  Bestimmung  der  dazu  nöthi- 
gen  Electricitätsmengen  können  wir  die  Gleichungen  (38)  des  Ab- 
schnittes II.  anwenden ,  in  welchen  wir  dann  F  und  Cr  durch  —  u 
und  —  Ui  und  ausserdem,  wenn  wir  nicht  bloss  Eine  Flasche,  son- 
dern eine  Batterie  von  beliebig  vielen  Flaschen  betrachten,  s  durch 
8  zu  ersetzen  haben.  Vernachlässigen  wir  auch  hier  verhältniss- 
mässig  kleine  Abweichungen  und  lassen  daher  die  Grösse  d  und 
die  mit  den  Coefificienten  a  und  ß  behafteten  Glieder  fort,  so  er- 
halten wir  für  beide  Belegungen  gleiche  und  entgegengesetzte 
Electricitätsmengen,  welche  mit  m  und  —  m  bezeichnet  werden 
können,  wobei  m  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  wird: 


1)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Academie,  Bd.  68^  Juli  1873. 
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Um  nun  ferner  zur  Bestimmung  des  auf  diesen  Zustand  der 
Batterie  bezüglichen  Potentials  unsere  früheren  auf  den  Gleich- 
gewichtszustand bezüglichen  Gleichungen  anwenden  zu  können, 
wollen  wir  neben  der  Grösse  m  noch  die  Grösse  n  einfuhren  mit 
der  Bedeutung,  dass  fi  und  —  ^  diejenigen  Electricitätsmengen 
sind,  welche  sich  auf  den  beiden  Belegungen  befinden  müssten, 
um  die  vorher  besprochene  innere  Polarität,  welche  unmittelbar 
nach  der  Entladung  noch  vorhanden  ist,  hervorzurufen  und  auf- 
recht zu  erhalten.  Diese  Grösse  ft  steht  dann  zu  der  Differenz 
u  —  1*1  in  derselben  Beziehung,  welche  in  der  Gleichung  (41)  des 
vorigen  Abschnittes  zwischen  Q  und  ü  —  üi  ausgedrückt  ist,  und 
wir  können  daher  schreiben: 

Wenn  auf  den  beiden  Belegungen  der  Batterie  nach  der  Ent- 
ladung ,  statt  der  Electricitätsmengen  m  und  —  w ,  die  Electrici- 
tätsmengen II  und  —  fi  befindlich  wären,  so  hätten  wir  einen 
Gleichgewichtszustand  von  derselben  Art,  wie  der,  auf  welchen  die 
Gleichungen  (46)  des  vorigen  Abschnittes  sich  beziehen.  Nennen 
wir  die  ganzen  Potentialniveaux,  welche  unter  diesen  Umständen 
auf  den  Belegungen  stattfinden  würden,  /  und  ^,  so  erhalten  wir 
gemäss  jenen  Gleichungen,  unter  Vernachlässigung  der  Grösse  ö 
und  der  mit  den  Coefficien  a  und  ß  behafteten  Glieder : 

^^^^  f»=4^(l+4«ß)(/-^). 

und  wenn  wir  hierin  für  fi  den  in  (14)  gegebenen  Ausdruck  setzen, 
so  ergiebt  sich: 

Das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst,  welches 
unter  diesen  Umständen  bestehen  würde,  und  welches  i^iit  Sl  be- 
zeichnet werden  möge,  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (5),  wenn 
man  darin  F  und  Q  durch  /  und  g  und  M  und  N  durch  ^  und 
—  fi  ersetzt,  nämlich: 

(17)  Si  =  it^(f-9)- 
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Setzt  man  hierin  für  fi  und/  —  y  die  in  (14)  und  (16)  gegebenen 
Ausdrücke,  so  kommt: 

Um  von  diesem  Potential  zu  dem  von  uns  gesuchten  zu  ge- 
langen ,  wollen  wir  uns  die  Grösse  ft  in  die  Theile  ii  —  m  und  m 
getheilt  denken,  und  dann  die  sämmtlichen  vorher  betrachteten 
Electricitäten ,  deren  Potential  ü  ist,  in  zwei  Systeme  zerlegen. 
Das  erste  System  Si  soll  nur  aus  den  beiden  Electricitätsmengen 
fi  —  m  und  —  (fi  —  m)  bestehen.  Das  zweite  System  S'  dagegen 
soll  die  Mengen  m  und  —  m  und  ausserdem  alle  auf  den  polaren 
Glastheilchen  befindlichen  Electricitätsmengen  (also  gerade  diejeni- 
gen Electricitätsmengen,  welche  unmittelbar  nach  der  Entladung 
vorhanden  sind),  umfassen.  Dann  zerfällt  das  Potential  Ä  in  fol- 
gende drei  Bestandtheile : 

1.  das  Potential  des  Systemes  S^  auf  sich  selbst,  welches  Wi 
heissen  möge ; 

2.  das  Potential  des  Systemes  S*  auf  sich  selbst,  welches  W* 
heissen  möge; 

3.  das  Potential  des  Systemes  Si  auf  das  System  iS',  welches 
W\  heissen  möge. 

Hiernach  kann  man  setzen : 

Ä  =  TTi  +  TF'  +  TPx'. 

Das  letzte  an  der  rechten  Seite  stehende  Potential  Wi  lässt 
sich  sofort  seinem  Werthe  nach  angeben.  Wir  erhalten  es  näm- 
lich, wenn  wir  jedes  zu  dem  einen  Systeme  gehörige  Electricitäts- 
element  mit  der  auf  den  betreffenden  Punct  bezüglichen  Potential- 
function  des  anderen  Systemes  multipliciren ,  und  dann  die  Inte- 
gration ausführen.  Nun  befinden  sich  alle  zum  ersten  Systeme 
gehörenden  Electricitätselemente  auf  den  Belegungen,  und  die 
Potentialfunction  des  zweiten  Systemes  ist  auf  den  Belegungen 
gerade  Null,  folglich  muss  auch  die  Integration  den  Werth  Null 
geben,  und  wir  erhalten : 

TT/  =  0. 

Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

5i  =  TTi  -f  W\ 

welche  Gleichung  wir  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 

(19)  W'  =  Sl^  W,. 
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Von  den  beiden  hierin  an  der  rechten  Seite  stehenden  Grössen 
ist  die  erste  Ä  durch  die  Gleichung  (18)  bestimmt,  um  die  an- 
dere Grösse  Wi  zu  bestimmen ,  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Electri- 
citätsmengen  ft  —  m  und  — ((i  —  w»),  wenn  sie  für  sich  allein  vor- 
handen wären ,  auf  den  Belegungen  die  Potentialniveaux  /  und  g 
hervorbringen  würden,  da  alle  übrigen  Electricitätsmengen  auf  den 
Belegungen  die  Potentialniveaux  Null  geben.   Daraus  folgt: 

Fl  =  i  0»  -  m)  (/  -  </). 
Hierin  kann  man  nach  (13)  und  (14)  setzen: 

S         «i   —  M 


fi  —  m  = 


^Tcc       inE 


und  für/  —  g  kann  man  den  in  (16)  gegebenen  Werth  anwenden, 
wodurch  man  erhält: 

Durch  Anwendung  dieser  Werthe  geht  (19)  über  in: 

wofür  man  auch  gemäss  (13)  schreiben  kann: 
(22)  W=    ^       ^^ 


2E     S 


Durch  diese  Gleichungen  ist  das  gesuchte,  unmittelbar  nach  der 
Entladung  stattfindende  Potential  der  gesammten  Electricität  auf 
sich  selbst  bestimmt. 

Wenn  nach  der  Entladung  eine  gewisse  Zeit  verflossen  ist, 
und  die  innere  Polarität  bis  zu  dem  Reste  abgenommen  hat,  wel- 
cher durch  die  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmen- 
gen m  und  —  m  aufrecht  erhalten  werden  kann ,  so  ist  wieder  ein 
Gleichgewichtszustand  von  der  Art,  wie  der,  auf  welchen  die  Glei- 
chungen von  (5)  bis  (12)  sich  beziehen,  erreicht.  Das  diesem  Zu- 
stande entsprechende  Potential  der  gesammten  Electricität  auf 
sich  selbst,  welches  TT"  heissen  möge,  erhält  man,  wenn  man  in 
der  Gleichung  (12)  einfach  m  an  die  Stelle  von  M  setzt,  wobei 
man  wieder  für  den  Grad  von  Genauigkeit,  welcher  beim  Rück- 
stande ausreichend  ist,  h  durch  :; — ; — ; — =  ersetzen  kann: 

1  -f-  AtcE 
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(23)  w"  _  _i££_ .  2^ . 

Substituirt  man  hierin  für  m  seinen  Werth  aus  (13),  so  kommt: 
(24)  W^  =       ^^^^-^^)'      . 


§.  5.     Arbeit  der  electrischen  Kräfte  während  der  Ent- 
ladung und  nach  derselben. 

Nachdem  in  den  vorigen  Paragraphen  das  Potential  der  ge- 
sammten  Electricität  auf  sich  selbst  für  die  verschiedenen  in  Be- 
tracht kommenden  Zustände  bestimmt  ist,  lässt  sich  auch  die  Ar- 
beit, welche  die  electrischen  Kräfte  während  der  Entladung  und 
nach  derselben  leisten,  leicht  ausdrücken. 

Wir  wollen  uns  die  Entladung  zuerst  dadurch  bewirkt  den- 
ken ,  dass  ein  von  der  äusseren  Belegung  ausgehender  Leiter  mit 
seinem  anderen  Ende  einer  mit  der  inneren  Belegung  in  leitender 
Verbindung  stehenden  Stelle  genähert  und  für  eine  ganz  kurze 
Zeit  damit  in  Berührung  gebracht  wird.  Dann  haben  wir  vor  der 
Entladung  den  Zustand ,  bei  welchem  das  Potential  gleich  W  ist, 
und  unmittelbar  nach  der  Entladung  den  Zustand,  bei  welchem 
das  Potential  gleich  W  ist.  Während  der  Entladung  wird  also 
die  Arbeit 

geleistet. 

Wenn  nach  der  Entladung  einige  Zeit  verstrichen  ist,  so  ist 

der  Zustand  eingetreten,  bei  welchem  das  Potential  gleich  W"  ist, 

und  es  wird  also  nach  der  Entladung  bis  zum  Eintreten  dieses  Zu- 

standes  noch  die  Arbeit 

W  —  W" 

von  den  electrischen  Kräften  geleistet. 

Lässt  man  jetzt  abermals  eine  Entladung  eintreten,  so  erhält 
man  dieselben  beiden  Vorgänge  im  verkleinerten  Maassstabe  u.  s.  f. 

Um  die  Arbeitsgrössen  in  ihrer  Beziehung  zum  ganzen  ur- 
sprünglich bestehenden  Potential  W  näher  angeben  zu  können, 
muss  man  wissen,  wie  sich  W  und  W'  zu  W  verhalten,  und  dazu 
wiederum  muss  bekannt  sein,  wie  sich  die  Differenz  Ui  —  u  zur 
Differenz  F  —  O  verhält.    Ein  Grenzwerth  für  Wi  --  w,  welcher 
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sicherlich  nicht  überschritten  werden  kann,  ergiebt  sich  sofort 
daraus,  dass  die  Polarität  des  Glases  nach  der  Entladung  nicht 
grösser  sein  kann,  als  sie  während  der  Ladung  war.  Bezeichnen 
wir  daher,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  die  Potentialniveaux,  welche 
die  während  der  Ladung  bestehende  Polarität  des  Glases  für  sich 
allein  auf  den  Belegungen  hervorbringen  würde,  mit  TJ  und  üi, 
so  kann  «i  —  u  keinesfalls  grösser  als  Ui  —  U  sein.  Wieviel  klei- 
ner es  ist,  lässt  sich  nicht  genau  angeben.  Soviel  aber  kann  als 
unzweifelhaft  angenommen  werden,  dass  bei  einer  bestimmten 
Flasche  oder  Batterie  mit  wachsendem  t/j  —  U  auch  Ui  —  u 
wächst,  und  da  es  bei  den  auf  den  Rückstand  bezüglichen  Grössen, 
welche  überhaupt  nicht  bedeutend  sind ,  auf  äusserste  Genauigkeit 
nicht  ankommt,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Differenzen  Ui  —  u 
und  Ui  —  U  als  einander  proportional  zu  betrachten,  und  dem- 
gemäss  zu  setzen: 

(25)  wi  —u=p{üi  —  U), 

worin  p  einen  von  der  Natur  der  die  Batterie  bildenden  Flaschen 
abhängigen  Coefficienten  bedeutet,  dessen  Werth  zwischen  0  und 
1  liegen  muss.  Was  nun  die  Differenz  Ui  —  TJ  anbetrifft,  so  lässt 
sich  aus  der  Gleichung  (39)  des  vorigen  Abschnittes  zunächst  die 
folgende  ableiten: 

Di  -  U=4.nE{V  +  U-  Vi-  üi), 

und  wenn  man  hierin  für  F  -}-  C  und  Vi  +  Di  die  später  ein- 
geführten Zeichen  F  und  O  setzt,  so  kommt: 

(26)  Ui—  ü  =4nE(F''  G), 
wodurch  die  Gleichung  (25)  übergeht  in: 

(27)  wi  —  «=jp.4ÄiB(JF—  G). 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Ab- 
schnitt unter  (46)  und  in  diesem  Abschnitt  unter  (13)  gegebenen 
Gleichungen  auch  noch  die  folgende  ableiten: 

Kehren  wir  nun  zu  den  für  die  Potentiale  W  und  TT"  auf- . 
gestellten  Gleichungen  (22)  und  (23)  zurück  und  setzen  darin  für 
m  den  vorstehenden  Ausdruck,  so  kommt: 
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Das  in  diesen  beiden  Gleichungen  vorkommende Product  2nc  kön- 
nen wir  noch  durch  -^  ersetzen,  da  wir  auch  bisher  bei  der  Be- 
handlung der  auf  den  Bückstand  bezüglichen  Grössen,  welche  an 
sich  nur  klein  sind,  den  zwischen  Je  und  4nc  bestehenden  Unter- 
schied vernachlässigt  haben. 

Diese  Ausdrücke  von  W  und  TP'  können  nun  bei  der  Be- 
stimmung der  Arbeit  angewandt  werden,  wobei  TT  mittelst  der  in 
§.  2  entwickelten  Gleichungen  zu  bestimmen  ist.  Zur  speciellen 
Ausführung  der  Rechnung  wollen  wir  den  Fall  wählen,  wo  die 
äussere  Belegung  der  Batterie  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 
dung steht,  und  wo  für  TT  die  Gleichung  (12)  gilt.  Dann  erhal- 
ten wir: 

Im  Vorstehenden  war  vorausgesetzt,  dass  die  Entladung  in 
der  Weise  stattfinde,  dass  die  Enden  des  Schliessungsbogens  nur 
für  eine  sehr  kurze  Zeit  mit  einander  in  Berührung  gebracht  wer- 
den. VTird  dagegen  die  mit  der  Erde  leitend  verbundene  äussere 
Belegung  dauernd  mit  der  inneren  in  leitende  Verbindung  gesetzt, 
so  tritt  eine  vollständige  Entladung  ein.  Indessen  findet  auch  in 
diesem  Falle  der  Umstand  statt,  dass  nicht  die  ganze  Entladung 
gleich  im  Momente  der  Verbindung  vollendet  ist,  sondern  dass  ein 
Theil  derselben  erst  nachträglich  im  Verlaufe  einiger  Zeit  vor  sich 
geht.  Man  kann  daher  auch  in  der  Arbeit,  welche  im  Ganzen 
durch  W  dargestellt  wird,  zwei  Theile  unterscheiden,'  den  Theil 
W  —  W\  welcher  sofort  beim  Eintritt  der  Verbindung  geleistet 
wird,  und  den  Theil  W\  welcher  während  des  Bestehens  der  Ver- 
bindung erst  allmälig  folgt. 


§.  6.    Wirkungen  der  Entladung. 

Wenn  wir  mm  die  von  der  Entladung  hervorgebrachten  Wir- 
kungen betrachten,  so  können  diese,  wie  schon  oben  in  §.  1  er- 
wähnt, von  sehr  verschiedener  Art  sein.  Zu  den  dort  angeführten 
Wirkungen  ist,  streng  genommen,  noch  eine  schon  vor  der  eigent- 
lichen Entladung  stattfindende  hinzuzufügen.    Während  nämlich 
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das  Ende  des  Yon  der  äusseren  Belegung  ausgehenden  Schliessungs- 
bogens  sich  der  mit  der  inneren  Belegung  leitend  verbundenen 
Stelle  nähert,  findet  schon  eine  kleine  Mitwirkung  der  Electricität 
statt,  indem  die  Enden  des  Schliessungsbogens  vermöge  der  auf 
ihnen  befindlichen  Electricität  einander  anziehen,  und  dadurch  die 
Annäherung  erleichtem.  Diese  Wirkung  ist  aber  in  unserem  Falle, 
wo  der  grösste  Theil  der  Electricität  auf  den  Belegungen  gebunden 
ist,  und  daher  zu  jener  Anziehung  nicht  beitragen  kann,  jedenfalls 
80  gering,  dass  wir  sie  ohne  Bedenken  vernachlässigen  können. 

Femer  wollen  wir  zur  Vereinfachung  die  Erregung  von  In- 
ductionsströmen  oder  Magnetismus  ausserhalb  des  betrachteten 
Körpersystemes  und  alle  bleibenden  Veränderungen  mechani- 
scher, chemischer  oder  magnetischer  Natur  innerhalb  desselben 
für  jetzt  von  der  Untersuchung  ausschliessen  und  annehmen,  dass 
die  Arbeit,  welche  an  den  Stellen  verwandt  wird,  wo  der 
Schliessungsbogen  unterbrochen  ist,  und  wo  ein  Funke 
überspringen  muss,  und  die  in  dem  ganzen  Systeme 
erzeugte  Wärme  die  einzigen  vorkommenden  Wirkungen  seien. 
Dann  muss  dem  Hauptsatze  nach  die  Summe  dieser  beiden 
gleich  der  Abnahme  des  Potentials  sein. 

Dieses  theoretische  Ergebniss  möge  nun  mit  der  Erfahrung 
verglichen  werden.  Dazu  bietet  besonders  die  von  Riess  mit  der 
grössten  Sorgfalt,  Umsicht  und  Consequenz  durchgeführte  Reihe 
von  Untersuchungen  ein  ebenso  reichhaltiges,  als  zuverlässiges 
Material  dar,  und  die  Vergleichung  desselben  mit  der  Theorie  wird 
noch  dadurch  sehr  erleichtert,  dass  Riess  selbst  aus  den  von  ihm 
beobachteten  Thatsachen  ganz  bestimmt  formulirte  Gesetze  abge- 
leitet hat. 

W^ird  zunächst  angenommen ,  dass  bei  einer  Reihe  von  Ver- 
suchen die  Stärke  der  Entladung,  d.  h.  die  Abnahme  des 
Potentials,  dieselbe  bleibe,  aber  der  Schliessungsbogen 
geändert  werde,  so  muss  dabei  die  Summe  der  beiden 
Wirkungen  constant  sein. 

Was  die  Wärmeerzeugung  anbetrifft,  so  besitzen  wir  über 
deren  Abhängigkeit  vom  Schliessungsbogen  folgende  zwei  wich- 
tige Sätze  von  Riess  i). 

1.  Die  durch  eine  und  dieselbe  Entladung  in  zwei 
verschiedenen  im  Schliessungsbogen  befindlichen  conti- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  43  und  45. 
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nuirlichen  Drahtstücken  erzeugten  Wärmemengen  ver- 
halten sich  wie  ihre  reducirten  Längen,  wenn  man  unter 

reäucirte  Länge  die  Grösse  —  x  versteht,  worin  X  die  wirk- 

liehe  Länge,  q  d|r  Radius  und  x  eine  vom  Stoffe  des  Drahtes 
abhängige  Grösse  ist,  welche  Riess  die  Verzögerungskraft  nennt, 
und  welche  der  Leitungsfahigkeit  umgekehrt  proportional  ist 

2.  Wenn. man  unter  sonst  unveränderten  Umständen 
den  Schliessiingsbogen  dadurch  Verlängert,  dass  man 
einen  Draht  von  der  reducirten  Länge  l  einschaltet, 
so  wird  dadurch  die  Erwärmung  eines  anderen  im 
Schliessungsbogen  befindlichen  Drahtes  vermindert, 
und  zwar  nahe  im  Verhältnisse  von  1  -{-  bl  :  1^  worin  b 
eine  durch  den  Versuch  zu  bestimmende  Gonstante  ist. 

Beide  Sätze  lassen  sich  in  folgende  Gleichung  zusammen- 
fassen 1) : 

worin  V  die  reducirte  Länge  des  betrachteten  Drahtstückes  und 
C  die  darin  erzeugte  Wärmemenge  ist,  während  b  und  l  die  vor- 
her erwähnte  Bedeutung  haben,  und  Ä  eine  von  der  Stärke  der 
Entladung  abhängige  Grösse  darstellt,  welche  für  unseren  gegen- 
wärtigen Fall,  wo  wir  es  nur  mit  gleichen  Entladungen  zu  thun 
haben,  constant  ist. 

Diese  Gleichung  enthält  eine  Bestätigung  des  vorher  gezoge- 
nen Schlusses.  Der  eingeschaltete  Draht  l  wird  natürlich  durch 
die  Entladung  ebenfalls  erwärmt  und  zwar  wird  nach  der  vorigen 

Gleichung  die  Wärmemenge  -z — ; — r-r  -^  i^^  ^^^  erzeugt.     Dafür 

1  -f-  öl 

muss,  wenn  die  Gesammtsumme  der  Wirkungen  constant  bleiben 
soll,  eine  Verminderung  der  übrigen  Wirkungen  eintreten,  und 
diese  wird  in  der  That  durch  den  zweiten  Biess' sehen  Satz  und 
durch  die  Gleichung  nachgewiesen.  Mit  dieser  allgemeinen  Ueber- 
einstimmung  müssen  wir  uns  für  jetzt  begnügen.  Eine  genaue 
quantitative  Untersuchung,  ob  die  Abnahme  aller  übrigen  Wirkun- 
gen zusammen  wirklich  gerade  gleich  jener  durch       ,    ,  ^  Ä  aus- 


1)  Pogg.  Ann.   Bd.  45,  S.  23. 
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gedrückten  Wärmemenge  ist,  scheint  mir  bis  jetzt  ohne  neue  Beob- 
achtungsdata nicht  ausfuhrbar  zu  sein. 

Vorsselman  de  He  er  hat  freilich  aus  jener  Gleichung  (33) 
einen  allgemeinen  Satz  abgeleitet,  den  man  vielleicht  auf  den  er- 
sten Blick  für  eine  YoUständige  Bestätigung  unseres  Schlusses  hal- 
ten könnte.  Es  soll  nämlich  die  Gesammtwärme,  welche  durch 
eine  electrische  Entladung  in  dem  ganzen  Schliessungs- 
bogen  erregt  wird,  von  der  Natur  des  Schliessungs- 
bogens  unabhängig  sein  i).  Dieser  Satz  wird  auch  von  Helm- 
hol tz  in  der  That  als  mit  der  Theorie  übereinstimmend  ange- 
führt 2);  indessen  scheint  er  mir  dazu  doch  nicht  geeignet  zu  sein, 
indem  er  mehrere  Ungenauigkeiten  enthält. 

Erstens  beschränkt  Vorsselman  de  Heer  die  Betrachtung 
ausdrücklich  auf  „den  die  beiden  Belege  der  Batterie  verbinden- 
den Bogen  ^  ').  Die  Wärmeerzeugung  erstreckt  sich  aber  auch  auf 
die  übrigen  Körper  des  Systemes,  und  zwar  wird  ein  Theil  inner- 
halb der  Batterie  selbst  erzeugt,  und  ein  anderer,  für  den  Fall, 
dass  die  Batterie  und  der  Schliessungsbogen  nicht  isolirt,  sondern 
mit  der  Erde  verbunden  sind,  innerhalb  des  Ableitungszweiges 
und  der  Erde.  Der  letztere  Theil  wird  im  Allgemeinen  unbedeu- 
tend sein,  da  nur  der  Ueberschuss  der  einen  oder  anderen  Electri- 
cität  nach  der  Erde  strömt,  und  dieser  gegen  die  ganze  Electri- 
citätsmenge  gering  ist,  und  dasselbe  lässt  sich  unter  der  Bedin- 
gung, dass  der  Schliessungsbogen  eine  beträchtliche  reducirte 
Länge  hat,  vielleicht  auch  von  dem  ersten  Theile  annehmen.  Bei 
sehr  kurzem  Schliessungsbogen  dagegen  würde  eine  solche  An- 
nahme unzulässig  sein,  und  jedenfalls  müssen  wir  diesen  Theil  bis 
jetzt  als  unbekannt  bezeichnen. 

Femer  hat  er  die  Stellen,  wo  der  Schliessungsbogen  unter- 
brochen ist  und  wo  ein  Funke  überspringt,  nicht  berücksichtigt. 
An  diesen  Stellen  findet  eine  äusserliche  mechanische  Wirkung 
statt,  welche  man  erst  als  verbrauchte  Arbeit  von  der  Gesammt- 
wirkung  abziehen  muss,  um  den  Theil  zu  erhalten,  welcher  wirk- 
lich innerhalb  des  betrachteten  Körpersystems  in  Wärme  verwan- 
delt wird. 

Was  die  Grösse  dieses  Arbeitsverbrauches  und  seinen  Ein- 
fluss  auf  die  Wärmeentwickelung  anbetrifft,  so  kann  ich  in  dieser 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  48,  S.  298.  ^  >)  lieber  die  Erhaltang  der  Kraft, 
S.  44.  —  8)  Pogg.  Ann.  Bd.  48,  S.  297. 

CUnsius,  meoh.  Wftrmetheorie.  II,  ■   ^  g 
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Beziehung  zunächst  wieder  eine  Bestätigung  der  Theorie  durch 
das  Experiment  anfuhren.  Es  ist  nämUch  im  Voraus  klar,  dass 
der  Arbeitsverbrauch  von  dem  Widerstände,  welchen  die  nicht- 
leitende Schicht  der  Durchbrechung  entgegensetzt,  abhängt,  und 
dass  er  daher  > bedeutender  sein  wird,  wenn  die  Enden  des 
Schhessungsbogens  durch  einen  nichtleitenden  festen  Körper 
getrennt  sind,  als  wenn  sich  bloss  Luft  zwischen  ihnen  befindet. 
Daraus  folgt,  dass  im  ersteren  Falle  ein  an  einer  anderen  Stelle 
des  Schhessungsbogens  befindhches  electrisches  Luftthermometer 
weniger  erwärmt  werden  muss,  als  im  letzteren,  und  so  hat  es  sich 
auch  bei  einer  von  Riess  ausgeführten  Versuchsreihe  i)  in  der 
That  ergeben. 

An  der  Unterbrechungsstelle  standen  sich  entweder  zwei 
kleine  Scheiben,  oder  zwei  Kugeln,  oder  zwei  Spitzen  gegenüber, 
jedesmal  in  einer  Entfernung  von  0,2  Linien.  Zwischen  diesen 
waren  nach  einander  die  in  der  ersten  Columne  der  nachstehenden 
Tabelle  genannten  Körper  eingeschaltet,  und  dabei  wurden  unter 
sonst  gleichen  Umständen  in  dem  Luftthermometer  die  in  den  fol- 
genden Golumnen  angeführten  Erwärmimgen  beobachtet.  Wo 
ßiess  mehrere  Zahlen  giebt,  habe  ich  die  Mittelzahl  genommen. 


•       t 

Erwärmungen  im  Luftthermometer, 
je  nachdem  der  Funke 

Eingeschaltete  Körper. 

zwischen  den 
Scheiben 

zwischen  den 
Kugeln 

zwischen  den 
Spitzen 

übersprang. 

Luftschicht 

15-9 

15-4 

151 

ein  Kartenblatt 

11-7 

120 

ll-ß 

X  X  %ß 

zwei  Kartenblätter  mit  zwischen- 
gelegtem Stanniol ....... 

9-7 

9-3 

— 

zwei  Kartenblätter 

8-0 

8-8 

10-4 

"Glimmerblatt 

6-8 

4-7 

4*8 

*  o 

1)  Pogg.  Ann.   Bd.  43,  S.  82. 
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In  dieser  Tabelle  tritt  der  Einfluss  der  Festigkeit  des  einge- 
schalteten Körpers,  welcher  vom  Funken  durchbrochen  werden 
muss,  sehr  deutlich  hervor.  Nur  der  Fall,  wo  zwei  Eartenblätter 
mit  zwischengelegtem  Stanniol  angewandt  wurden,  könnte  auf  den 
ersten  Blick  eine  Ausnahme  zu  bilden  scheinen ,  indem  diese  drei 
Körper  eine  geringere  Wirkung  ausübten  als  die  beiden  Karten- 
blätter allein.  Hiemach  muss  man  annehmen,  dass  durch  das 
Stanniolblatt,  obwohl  es  mit  durchbrochen  wurde,  doch  der  Ar- 
beitsverbrauch nicht  vermehrt,  sondern  vermindert  wurde,  was 
einen  Widersinn  zu  enthalten  scheint.  Ich  glaube  indessen,  dass 
man  diese  Annahme  nicht  als  widersinnig  zu  betrachten  braucht, 
denn  es  kommt  bei  dem  Arbeitsverbrauch  nicht  bloss  darauf  an, 
welche  Körper  durchbrochen  werden,  sondern  auch,  wie  sie 
durchbrochen  werden,  und  die  Art  der  Durchbrechung  wird  durch 
den  zwischen  den  Kartenblättem  eingeschalteten  leitenden  Körper 
jedenfalls  geändert.  Aus  der  grossen  Verschiedenheit  der  übrigen 
in  der  Tabelle  befindlichen  Zahlen  ersieht  man,  wie  bedeutend  di6 
durch  den  Funken  verbrauchte  Arbeit  unter  erschwerenden  Um- 
ständen werden  kann.  Ein  genaues  Maass  dieser  Arbeit  möchte 
sich  jedoch  hieraus  noch  nicht  ableiten  lassen,  und  ein  solches 
besitzen  wir  meiner  Ansicht  nach  bis  jetzt  überhaupt  noch  nicht, 
selbst  für  den  einfachsten  und  wichtigsten  Fall,  wo  der  Funke 
nur  durch  Luft  überspringt. 

Bei  oberflächlicher  Betrachtung  könnte  man  vielleicht  glauben, 
diese  Arbeit  müsse  bei  gleicher  Dichtigkeit  der  Luft  ein- 
fach der  Dicke  der  durchbrochenen  Luftschicht  propor- 
tional sein.  Wenn  man  jedoch  bei  unverändertem  Abstände  der 
Körper,  zwischen  denen  der  Funke  überspringen  muss,  die  Ladung 
der  Batterie  oder  die  Beschaffenheit  des  Schliessungsbogens  ändert, 
so  treten  in  der  Natur  der  Funken  so  grosse,  schon  äusserlich  an 
der  verschiedenen  Stärke  des  Lichtes  und  Knalles  erkennbare  Unter- 
schiede ein,  dass  man  diese  Funken  in  Bezug  auf  die  von  ihnen 
verbrauchte  Arbeit  unmöglich  als  gleich  betrachten  kann. 

Femer  könnte  man  vielleicht  aus  einigen  von  Biess  mitge- 
theilten  Beobachtungen i)  den  Schluss  ziehen  wollen,  die  von 
einem  durch  die  Luft  überspringenden  Funken  ver- 
brauchte Arbeit  sei  überhaupt  so  gering,  dass  man  sie 
vernachlässigen  könne.    Riess  hat  nämlich  mit  den  vorhei* 


1)  Pogg.  Ann.   Bd.  43,  S.  78, 
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erwähnten  kleinen  Scheiben  und  Kugeln  die  Versuche  auch  so  an- 
gestellt, dass  er  sie  zuerst  in  Berührung  und  dann  in  yerschiedene 
Entfernungen  brachte,  so  dass  die  Electricität  im  ersteren  Falle 
ohne  und  in  den  letzteren  Fällen  mit  Funken  überging,  und  für 
jeden  dieser  Fälle  hat  er  die  in  dem  Schliessungsbogen  unter  sonst 
gleichen  Umständen  erregte  Wärme  beobachtet  Dabei  zeigte  sich 
diese  Wärme  bei  der  Entfernung  im  Allgemeinen  nur  wenig  ge- 
ringer, als  bei  der  Berührung,  und  in  einzelnen  Fällen  sogar  etwas 
grösser.  Ich  glaube  indessen,  dass  diese  Beobachtungen  zu  dem 
obigen  Schlüsse  noch  nicht  berechtigen. 

Wir  müssen  nämlich  ausser  demjenigen  Funken,  welcher 
durch  die  Entfernung  der  Scheiben  oder  Kugeln  willkürlich  her- 
vorgerufen wurde,  auch  jene  anderen  betrachten,  welche  an  sich 
schon  mit  dem  Entladungsverfahren  verbunden  waren.  Riess  be- 
wirkte die  Entladungen,  um  sie  so  regelmässig  wie  möglich  zu 
machen,  durch  einen  eigens  dazu  construirten  Apparat  i),  welcher 
so  eingerichtet  war,  dass  jedesmal  zwei  Funken  übersprangen. 
Nun  ergiebt  sich  aus  anderen  Versuchen  von  Riess^),  dass  durch 
eine  im  Schliessungsbogen  angebrachte  Unterbrechung  die  Schlag- 
weite an  einer  anderen  Stelle  vermindert  wird,  und  folglich  müs- 
sen auch  im  vorliegenden  Falle  zugleich  mit  der  Hervorbringung 
des  einen  neuen  Funkens  zwischen  den  Scheiben  oder  Kugeln  die 
beiden  anderen  Funken  im  Entladungsapparate  verkürzt  sein, 
woraus  man  auf  eine  theilweise  Compensation  des  Arbeitsverbrau- 
ches schliessen  kann.  In  manchen  Fällen  waren  die  beiden  letzte- 
ren Funken  sogar  ganz  verschwunden ,  indem  „die  Entladung  erst 
bei  der  Berührung  der  Kugeln  des  Entladungsapparates  eintrat"  '). 
Es  war  also  Ein  Funke  neu  hinzugekommen,  und  dafür  waren 
zwei  früher  vorhandene  Funken  fortgefallen,  was  eine  Verminde- 
rung des  Arbeitsverbrauches,  und  dem  entsprechend  eine  Vermeh- 
rung der  Wärmeerzeugung  erwarten  lässt;  und  in  der  That  waren 
es  gerade  diese  Fälle,  in  denen  Riess  eine  erhöhte  Wärme 
im  Schliessungsbogen  beobachtete.  Man  sieht  also,  dass  es  zur 
Erklärung  dieser  Erscheinungen  nicht  nothwendig  ist,  die  An- 
nahme -zu  machen,  dass  die  Grösse  des  Arbeitsverbrauches  bei 
einem  Funken  sehr  klein  sei,  und  überhaupt  scheinen  mir  die  Ver- 
suche noch  keinen  sicheren  Schluss  über  diese  Grösse  zu  gestatten. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  40,  S.  839.  —  «)  Pogg.  Ann.  Bd.  Ö3,  S.  11. 
»)  Pogg.  Ann.  Bd.  43,  S.  79. 
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Wenn  es  somit  wegen  der  in  der  Gesammtwirkung  vorkommen- 
den unbekannten  Grössen  unmöglich  ist,  eine  quantitativ  ge- 
naue Uebereinstimmung  der  Gleichung  (33)  mit  dem  Hauptsatze 
nachzuweisen,  so  könnte  man  vielleicht  umgekehrt  versuchen, 
durch  die  Annahme  beider,  und  ihre  Verbindung  mit  einander, 
jene  unbekannten  Grössen,  oder  wenigstens  die  Summe  derselben 
zu  bestimmen,  und  dazu  scheint  die  Form  der  von  Riess  aufge- 
stellten Gleichung  (33)  allerdings  einzuladen.  Dabei  muss  man 
aber  bedenken,  dass  man  dieser  Gleichung  selbst,  als  einer  empiri- 
schen Gleichung,  keine  absolute  Genauigkeit  zuschreiben  darf,  wie 
es  auch  die  von  Biess  angeführten  Zahlen  zeigen.  Er  hat  näm- 
lich in  zwei  Versuchsreihen  in  den  Schliessungsbogen  Drähte  von 
verschiedener  Länge  und  Dicke  eingeschaltet,  wodurch  sich  in  dem 
Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (33)  nur  die  im 
Nenner  befindliche  Grösse  l  änderte,  und  hat  dann  jedesmal  aus 
der  beobachteten  Erwärmung  die  Constante  b  bestimmt.  Die  so  ge- 
fundenen Werthe  weichen  in  der  ersten  Reihe  zwischen  0,01358  und 
0,01101  und  in  der  zweiten  zwischen  0,00000926  und  0,000008401) 
von  einander  ab,  und  wenn  diese  Differenzen  bei  der  grossen  Ver- 
schiedenheit der  eingeschalteten  Drähte  und  bei  der  Schwierigkeit 
der  Versuche  auch  nicht  als  bedeutend  gelten  können,  so  schei- 
nen sie  doch  deshalb  einige  Beachtung  zu  verdienen ,  weil  sich  in 
ihnen  eine  gewisse  Begelmässigkeit  zeigt.  In  beiden  Beihen  wer- 
den nämlich  mit  wachsender  reducirter  Länge  l  des  Drahtes  die 
entsprechenden  Werthe  von  b  im  Allgemeinen  kleiner. 


§.  7.   Vergleichung  unter  Annahme  verschiedener 

Ladungen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  zweiten  Vergleichspuncte  zwi- 
schen der  Theorie  und  der  Erfahrung,  nämlich  zu  dem  Falle, 
wo  der  Schliessungsbogen  derselbe  bleibt,  aber  die 
Grösse  der  Batterie  und  der  darauf  angehäuften  Elec- 
tricitätsmenge  geändert  wird. 

Auch  hier  tritt  uns  der  eben  besprochene  Uebelstand  wieder 
entgegen.    Da  wir  nämlich  einen  Theil  der  Entladungswirkungen 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  43,  S.  68  und  73.  Der  grosse  Unterschied  zwischen 
den  Zahlen  der  ersten  und  zweiten  Beihe  beruht  auf  einer  verschiedenen 
Wahl  der  Einheiten. 
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nicht  kennen,  so  können  wir  auch  nicht  angeben,  wie  derselbe  sich 
mit  der  Grösse  der  Batterie  und  der  Electricitätsmenge  ändert,  und 
können  daher  aus  der  an  Einer  Stelle  des  Schliessungsbogens  beob- 
achteten Wirkung  noch  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Gesammt- 
wirkung  schliessen.  Nur  in  Bezug  auf  die  in  den  continuirlichen 
Theilen  des  Schliessungsbogens  erzeugte  Wärme  können  wir  als 
sicher  voraussetzen,  dass  jede  in  Einem  Theile  beobachtete  Ver- 
änderung auch  in  den  übrigen  Theilen  proportional  stattfindet. 

Wenn  nun  aber  der  Schliessungsbogen  eine  grosse  reducirte 
Länge  hat,  so  darf  man  wohl  annehmen,  dass  der  grösste  Theil 
der  Gesammtwirkung  zu  seiner  Erwärmung  verwendet  wird ,  und 
in  diesem  Falle  werden  also ,  wenn  die  übrigen  Wirkungen  auch 
von  jener  Proportionalität  abweichen  sollten,  die  dadurch  ent- 
stehenden Differenzen  verhältnissmässig  gering  sein,  so  dass  man 
ohne  bedeutende  Ungenauigkeit  die  an  irgend  einer  Stelle  beob- 
achteten Erwärmungen  den  entsprechenden  Gesammtwirkungen 
proportional  setzen  kann. 

Nun  lässt  sich  aber  die  Gesammtwirkung  einer  vollständigen 
Entladung  nach  Gleichung  (12)  durch  den  Ausdruck 

-B-  Const. 

darstellen,  und  dieses  ist  gerade  der  Ausdruck,  welchen  Riess 
für  die  Erwärmung  im  SchUessungsbogen  experimentell  gefunden 
hat,  indem  die  Gleichung  (33)  vollständig  lautet  ^) : 

(33a)  c=__._, 

worin  a  eine  Gonstante  ist  3). 

§.  8.   Unvollständige  Entladung. 

Die  bisher  betrachteten  Fälle  bezogen  sich  auf  die  vollstän- 
dige Entladung.  Wir  wollen  nun  den  Fall  der  unvollständigen 
Entladung  betrachten. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  45,  S.  23. 

3)  Diese  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  wird  auch 
schon  von  Helmholtz  angeführt  (seine  Schrift  S.  43),  doch  ist  mir  die 
Entwicklung  seiner  Formel  nicht  ganz  verständlich,  indem  er  darin  eine 
Grösse  einführt,  welche  er  Ableitungsgrösse  nennt,  und  von  welcher  er 
sagt,  dass  sie  der  Fläche  der  Batteriebelegung  proportional  sei,  ohne  jedoch 
ihre  Bedeutung  oder  den  Grund  dieser  Proportionalität  näher  anzugeben. 
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Auch  in  dieser  Beziehung  besitzen  wir  messende  Versuche 
von  Riess*),  welcher  eine  geladene  Batterie  dadurch  theil weise 
entlud,  dass  er  ihre  beiden  Belegungen  mit  den  entsprechenden 
Belegungen  einer  anderen  ungeladenen  Batterie  in  Verbindung 
setzte,  so  dass  die  vorher  auf  der  jeinen  Batterie  angehäuften  Elec- 
tricitäten  sich  nun'  über  beide  verbreiteten.  Er  änderte  die  Ver- 
suche dadurch  ab,  dass  er  beide  Batterien  von  verschiedener 
Flaschenzahl  nahm,  und  beobachtete  jedesmal  die  Erwärmung  in 
einem  oder  in  beiden  Verbindungsbogen.  Die  Flaschen  jeder 
Batterie  waren  natürlich  unter  sich  gleich,  aber  leider  waren  nicht 
auch  die  Flaschen  der  einen  gleich  denen  der  anderen.  Als  Re- 
sultat giebt  er  an,  dass  die  nachfolgende  „Formel  sich  allen  beob- 
achteten Erwärmungen  an  einer  constanten  Stelle  sowohl  des  in- 
neren als  des  äusseren  Schliessungsbogens  vollkommen  angeschlos- 
sen"?) habe: 

(34)  0=  "^ 


(5  +  7) 


WS 


wobei  ich  nur  zur  leichteren  Vergleichung  mit  meinen  sonstigen 
Formeln  die  Buchstaben  etwas  anders  gewählt  habe,  als  Riess 
Es  bedeutet  nämlich  C  die  beobachtete  Wäripe,  M  die  angewandte 
Electricitätsmenge,  s  den  Flächenraum  der  inneren  Belegung  einer 
Flasche  der  ersten  Batterie  und  n  die  Anzahl  dieser  Flaschen, 
s'  und  w'  dieselben  Grössen,  für  die  andere  Batterie,  und  endlich 
a  eine  Constante,  welche  für  den  inneren  Schliessungsbogen  etwas 
grösser  genommen  werden  musste,  als  für  den  äusseren ,  was  sich 
daraus  erklären  lässt,  dass  sich  auf  der  inneren  Belegung  etwas 
mehr  Electricität  befand,  als  auf  der  äusseren. 

Wir  wollen  nun  diese  Erwärmung  mit  der  Zunahme  des  Po-, 
tentials  vergleichen. 

Aus  der  Gleichung  (12)  ergiebt  sich  für  das  Potential  der 
ersten  Batterie  vor  der  Entladung,  wenn  man  die  Electricitäts- 
menge mit  Jf  bezeichnet,  und  für  den  ganzen  Flächenraum  S  sei- 
nen Werth  ns  setzt,  der  Ausdruck: 

(35)  >r=^.— . 

Um  nun  zu  bestimmen ,  wie  sich  die  ganzö  Electricitätsmenge  M 


1)  Pogg.  Ann.   Bd.  80,  S.  214.  —  »)  A.  a.  0.  S.  217. 
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bei  der  Entladung  über  beide  Batterien  vertheilt,  kennt  man  die 
Bedingung,  dass  auf  den  verbundenen  Belegungen  die  Potential- 
functionen  gleich  sein  müssen.  Seien  nach  der  Entladung  Fi  und 
Fl  die  Potentialfunctionen  auf  den  inneren  Belegungen,  und  Mi 
und  Ml  die  gesuchten,  auf  ihnen  befindlichen  Electricitätsmengen, 
so  hat  man  nach  (10): 

ns 

n  s 

worin  k'  dieselbe  Grösse  für  die  Flaschen  der  zweiten  Batterie  ist, 
wie  k  für  die  der  ersten.  Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  ein- 
ander gleich,  und  bedenkt,  dass: 

Ml  +Mi'  =  M 

sein  muss,  so  erhält  man: 


(36) 


Mi  = 


ns 
T 


ns    ,   ns 
n's' 


rjM 


Ml  = 


Jf 


ns    ,    n'sf 


M 


Hieraus  ergiebt  sich  weiter,  wenn  Wi  das  Gesammtpotential  bei- 
der Batterien  nach  der  Entladung  ist: 


(37) 


Fi  =  i  {Mi  F,  +  M{  Fl').  = 


iM* 


ns    , 
T-r 


n's' 


k     '     h' 
und  somit  erhält  man  als  Abnahme  des  Potentials: 


(38) 


W-  Wi  = 


1  Ä»     s»     -^ 

W  +  F-j)"* 


1   Ä» 


Die  Grösse  -5-  t?  •  —  ist  für  die  ganze  Versuchsreihe  constant,  und 

^    K        S 

man  kann  also  schreiben : 
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A    M^ 
(39)  W—Wi=  "^ 


W  +  F-TJ"* 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  von  Riess  für  die 
Erwärmung  gegebenen  (34),  so  zeigt  sich,  dass  man,  um  beide  ein- 
ander proportional  zu  machen,  nur  anzunehmen  braucht,  dass  in 
den  Flaschen  beider  Batterien,  obwohl  sie  nicht  gleich  waren, 
doch  die  Grössen  Je  und  Id  nahe  denselben  Werth  hatten,  und 
diese  Annahme  wird  noch  insbesondere  dadurch  gerechtfertigt, 
dass  Riess  weiterhin i)  anfuhrt,  er  habe  durch  directe  Messungen 
gefunden,  dass  bei  der  Verbindung  die  Electricität  sich  über 
beide  Batterien  nach  dem  Verhältnisse  der  Oberflächen  vertheilte, 
was  nach  den  Gleichungen  (36)  nur  dann  der  Fall  sein  konnte, 
wenn  h  =  k*  war  ^). 

Riess  änderte  die  Versuche  auch  dadurch  ab,  dass  er  den 
Schliessungsbogen  verlängerte,  und  beobachtete  die  dabei  statt- 
findende Abnahme  der  Wärme  an  einer  bestimmten  Stelle.  Die 
Resultate  dieser  Beobachtungen  stimmen  im  Allgemeinen  mit  den 
schon  oben  besprochenen  überein ,  und  wir  wollen  sie  daher  hier 
übergehen  und  ebenso  einige  andere  in  demselben  Aufsatze  noch 
angeführte  Versuche. 


1)  A.  a.  0.  S.  220. 

^  Da  die  Grössen  k  und  kf  dem  Obigen  nach  von  den  Glasdicken 
beider  Batterien  abhängen,  so  schien  es  mir  von  Interesse  zu  sein,  diese 
Dicken  kennen  zu  lernen,  nnd  ich  habe  daher,  während  der  Aufsatz,  in 
welchem  ich  diese  Entwickelungen  gemacht  hatte,  schon  in  Pogg.  Ann. 
gedruckt  wurde,  noch  Hrn.  Riess  ersucht,  eine  Messung  derselben  anzu- 
stellen, worauf  er  so  gut  gewesen  ist,  mir  folgende  Mittheilung  zu 
machen.  In  den  kleinen  Flaschen  (denen  der  zweiten  Batterie)  variirt  die 
Glasdicke  bedeutend  und  ist  im  Mittel  l^^  pa^'iser  Linien.  Die  grossen 
Flaschen  (die  der  ersten  Batterie)  hat  er  nicht  selbst  messen  können,  da 
sie  oben  geschlossen  sind,  und  er  hat  dafür  zwei  überzählige  Flaschen 
derselben  Art,  die  zur  Vorsicht  mit  den  im  Gebrauch  befindlichen  zu 
gleicher  Zeit  angefertigt  worden  sind,  gemessen;  das  Glas  ist  in  diesen 
nahe  gleich  und  iVg  Linien  dick.  Da  eine  absolute  Gleichheit  der  Glas- 
dicken unter  den  von  Hm.  Riess  angeführten  Umstanden  nicht  zu  erwarten 
war,  und  auch  durch  die  angenommene  Gleichheit  der  Grössen  k  und  k' 
nicht  nothwendig  bedingt  ist,  indem  die  letzteren  ausser  von  der  Glas- 
dicke auch  von  der  Natur  des  Glases  und  in  einem  gewissen,  obwohl  nur 
untergeordneten  Grade  von  der  Gestalt  und  Grösse  der  Flaschen  abhängen, 
so  glaube  ich,  dass  man  die  Uebereinstimmung  der  Zahlen  1^2  und  V/^ 
als  genügend  betrachten  kann. 
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(40) 


§.  9.    Gleichungen  für  die  Cascadenbatterie. 

Es  möge  nun  noch  dieFranklin'sche  sogenannte  Cascaden- 
batterie oder  Flaschensäule  betrachtet  werden.  Sie  besteht 
bekanntlich  aus  einer  Anzahl  einzelner  Flaschen  oder  ganzer  Bat- 
terien, welche  isolirt  und  dann  so  unter  einander  verbunden  sind, 
dass  die  äussere  Belegung  der  ersten  mit  der  inneren  der  zweiten, 
die  äussere  der  zweiten  mit  der  inneren  der  dritten  u.  s.  f.  in  lei- 
tendem Zusammenhange  stehen.  Nur  die  innere  Belegung  der  er- 
sten und  die  äussere  der  letzten  Batterie  sind  frei ,  und  diese  wer- 
den bei  der  Ladung  wie  die  innere  und  äussere  Belegung  einer 
einzelnen  Batterie  behandelt. 

Nachdem  diese  Ladung  stattgefunden  hat,  mögen  die  Electri- 
citätsmengen,  welche  sich  auf  den  beiden  Belegungen  der  einzel- 
nen Batterien  befinden ,  und  die  entsprechenden  Potentialniveaux 
der  Reihe  nach  mit 

Jlfi,  ^i;    itfai  -^2;    -Sfa,  N^  etc. 
Fu  Gl]    F,,  G,]    F,,  G.eUi, 

bezeichnet  werden.  Da  nun,  wenn  der  inneren  Belegung  der  er- 
sten Batterie  von  einem  Conductor  positive  Electricität  zugeführt 
wird,  die  äussere  Belegung  dieser  Batterie  ihre  negative  Electri- 
cität nur  von  der  inneren  der  zweiten  erhalten  kann,  und  diese 
dadurch  positiv  geladen  wird,  so  hat  man: 

und  da  femer  zwei  Körper,  welche  leitend  mit  einander  verbunden 
sind,  gleiche  Potentialniveaux  haben  müssen,  so  hat  man  für  die- 
selben beiden  Belegungen: 

Gl  =  Fj^ 

und  zwei  eben  solche  Gleichungen  gelten  für  jedes  andere  Paar 
verbundener  Belegungen ,  so  dass  folgende  Reihe  von  Gleichungen 
gegeben  ist: 

fJVi=  — Jffa;    2V3=  — JSfa;    N^  =  —  M^  etc. 

G,=F^\  G2  =  F,',  G^==F,eU:. 

Ausserdem  stehen  für  jede  Batterie  die  Grössen  Jüf,  N,  F  und 
G  in  solcher  Beziehung  zu  einander,  dass  durch  je  zwei  derselben 
die  beiden  anderen   bestimmt  sind.     Man  kann  nämlich  gemäss 


(41) 
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den  Gleichungen  (51)  des  vorigen  Abschnittes  für  eine  aus  n  glei- 
chen Flaschen  bestehende  Batterie  setzen: 


(42) 


Mittelst  der  Gleichungssysteme  (41)  und  (42)  kann  man,  so- 
bald zwei  der  Grössen  (40)  gegeben  sind,  die  übrigen  bestimmen, 
und  daraus  dann  weiter  auch  das  Potential  der  gesammten  Elec- 
tricität  auf  sich  selbst  berechnen. 

Zur  Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  besitzen 
wir  messende  Versuche  von  Dove^)  und  Riess^).  Die  von  ihnen 
angestellten  Versuche  bestehen  bei  beiden  aus  zwei  verschiedenen 
Reihen.  Bei  der  ersten  war  die  Flaschenzahl  in  allen  verbunde- 
nen Batterien  gleich,  aber  die  Anzahl  der  angewandten  Batterien 
wurde  geändert;  bei  der  zweiten  dagegen  blieb  die  Anzahl  der 
angewandten  Batterien  dieselbe,  nämlich  immer  nur  zwei,  aber 
in  jeder  dieser  Batterien  wurde  die  Flaschenzahl  geändert. 


§.   10.    Gascadenbatterie  aus  ^wei  ungleichen 

Elementen. 

Wir  wollen  zunächst  die  zweite  der  genannten  Versuchsreihen 
betrachten  und  mit  der  Theorie  vergleichen. 

Die  Anordnung  der  Versuche  war  so  getroffen ,  dass  beide  als 
Elemente  der  Gascadenbatterie  dienende  Batterien  isolirt,  und  die 
innere  Belegung  der  ersten  mit  dem  Conductor  der  Electrisir- 
maschine,  die  äussere  der  zweiten  mit  einer  L  an  e' sehen  Maass- 
flasche verbunden  waren.  Demnach  war  durch  die  Anzahl  der 
Funken  der  Maassflasche  die  Electricitätsmenge  der  zweiten  äusse- 
ren Belegung  gegeben,  und  zugleich  kann  man  das  Potentialniveau 
dieser  Belegung  nach  dem  Ueberspringen  jedes  Funkens  der  Maass- 
flasche gleich  Null  setzen,  wobei  nur  die  Potentialfunction  des  jedes- 
mal in  der  Maassflasche  bleibenden  Rückstandes  vernachlässigt  ist 

Es  sind  also,  wie  oben  gefordert  wurde,  zwei  von  den  Grössen 
(40)  bekannt,  und  um  aus  diesen  die  übrigen  abzuleiten,  kann 


J)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  406.  —  »)  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  8.  349. 
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man  von  der  zweiten  äusseren  Belegung  nach  einander  zur  zwei- 
ten inneren,  zur  ersten  äusseren  und  endlich  zur  ersten  inneren 
fortschreiten.  Man  erhält  auf  diese  Weise,  wenn  man  die  durch 
die  Maassflasche  gemessene  Electricitätsmenge  mit  —  Q  und  die 
Flaschenzahlen  der  beiden  Batterien  mit  ni  und  n^  bezeichnet,  und 
alle  Flaschen  als  gleich  voraussetzt,  unter  Vernachlässigung  von 
Gliedern  höherer  Ordnungen  in  Bezug  auf  h,  folgende  ßeihe  von 
Gleichungen: 

6?,  =  0 

jf,  =  (i  +  «A)e 
^'  =  0  +  4);^« 

^-^4-;^[2«+(«+^)gi)(i+l)^> 

M.  =  {l  +  [2«  +  («  +  /J)^]|}e. 

Bildet  man  nun  zur  Bestimmung  des  Potentials  der  ganzen 
zusammengesetzten  Batterie  die  Gleichung: 

und  setzt  darin  die  vorstehenden  Ausdrücke  ein,  so  erhält  man : 

Will  man  sich  mit  einem  geringeren  Grade  von  Genauigkeit  be- 
gnügen, und  eine  Grösse,  welche  im  Verhältnisse  zum  Ganzen  von 
der  Ordnung  k  ist,  vernachlässigen,  so  kann  man  schreiben : 

Da  nach  der  Entladung  das  Potential  Null  ist ,  so  ist  W  die 
bei  der  Entladung  stattfindende  Abnahme  des  Potentials,  und 
wenn  wir  wieder,  wie  früher,  annehmen,  dass  unter  sonst  glei- 
chen Umständen  die  Erwärmung  an  einer  einzelnen  Stelle  des 
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Schliessungsbogens  der  Gesammtwirkung  proportional  sei,  so  kön- 
nen wir  schreiben: 

<44)  0  =  ^(1  +  1)^, 

^     \  \Wi    '    na/  2s' 

worin  C  die  erzeugte  Wärme  und  A  eine  Gonstante  ist. 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  den  Beobachtungsresulta- 
ten, so  finden  vrir  zunächst  die  Proportionalität  der  erzeugten 
Wärme  mit  dem  Quadrate  der  angewandten  Electricitätsmenge 
auch  hier,  wie  in  allen  anderen  Fällen,  bestätigt.  Was  aber  die 
Abhängigkeit  der  Wärme  von  den  Flaschenzahlen  ni  und  %  be- 
trifit,  so  giebt  Dove  dafür  eine  andere  Formel.  Bezeichnen  wir 
nämlich  die  ganzen  Flächenräume  der  Belegangen  der  beiden  Bat- 
terien, also  n^s  und  n^s,  mit  S\  und  /S^,  so  geht  (44)  über  in: 

(«)  c  =  ^.(|-  +  ^)|,        ,.. 

und  statt  dessen  giebt  Dove  die  Formel: 

Die  von  ihm  mitgetheilten  Versuchsresultate  schliessen  sich  auch 
sehr  gut  seiner  Formel  an,  dagegen  stimmen  die  späteren  Ver- 
suche von  Biess  besser  mit  der  meinigen,  wie  die  nachstehenden 
Tabellen  zeigen. 

Es  wurde  nämlich  von  beiden  Beobachtern  ^)  ein  Mal  a^  con- 
stant  gelassen  und  t»!  so  geändert,  dass  nach  einander 

ni  =  w^,  =  2wj,  =  Snj  und  =  4«^ 

war;  ein  anderes  Mal  wurde  t»!  constant  gelassen  und  n^  so  geän- 
dert, dass  nach  einander 

n2  =  ni,  =  2»i,  =  3ni  und  =  4ni 

war.  Um  die  Resultate  besser  vergleichen  zu  können,  habe  ich  in 
beiden  Fällen  die  Erwärmung,  welche  bei  dem  ersten  Versuche, 
wo  Wi  =  Wa  war,  beobachtet  wurde,  als  Einheit  genommen,  und 
darauf  die  übrigen  Erwärmungen  reducirt.  Bei  Riess,  welcher 
jedesmal  zwei  Beobachtungswerthe  anführt,  habe  ich  die  Mittel- 
zahlen genommen. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  419. 

3)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  417  und  Bd.  80,  S.  3&6. 
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(I.)    Hl  veränderlich,  ' 

»2  constant. 

Erwärmungen 

Wi 

berechnet 

beobachtet 

nach  Dove's 
Formel. 

nach 
Formel  (45). 

von 
Dove. 

von 
Rieaa. 

wa 

1 

1 

• 

1 

1 

2n^ 

0-71 

0-75 

0-72 

0-76 

dn^ 

0-58 

0-67 

0-59 

0-69 

4n2 

0-50 

0-63 

0-51 

0-66 

(n.)    ng  veränderlich, 

fii  constant. 

--  -  — ? — 

Erwärmungen 

«a 

berechnet 

beobachtet 

nach  Dove's 
Fonnel. 

nach 
Formel  (45). 

von 
Dove. 

von 
Riesa. 

• 

«1 

1 

1 

1 

1 

2ni 

0-71 

0-75 

0-71 

0-78 

3ni 

058 

0-67 

0-60 

0-72 

in. 

0-50 

0-63 

0-50 

0-68 

Man  sieht,  dass  in  der  ersten  Tabelle  zwischen  den  Zahlen 
der  dritten  und  fünften  Columne  eine  genügende  Uebereinstim- 
mung  stattfindet.  In  der  zweiten  Tabelle  sind  die  DiflFerenzen 
allerdings  etwas  bedeutender,  wenn  man  aber  bedenkt,  wie  schwie- 
rig es  sein  würde,  die  in  der  theoretischen  Fonnel  vorausgesetzten 
Bedingungen,  besonders  die  der  vollkommenen  Isolation,  genau  zu 
erfüllen ,  und  dass  auch  selbst  für  diesen  Fall  die  Formel  nur  als 
eine  angenähert  richtige  aufgestellt  ist,  so  wird  man  auch  diese 
DiflFerenzen  nicht  für  die  Theorie  bedenklich  finden,  und  dabei 
muss  noch  bemerkt  werden,   dass  alle  Zahlen  der  fünften  Co- 
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lumne  grösser  sind,  als  die  Ergebnisse  meiner  Formel,  während 
sie,  um  sich  der  Do  versehen  Formel  zu  nähern,  kleiner  sein 
müssten. 


§.  11.    Gascadenbatterie  aus  mehreren  gleichen 

Elementen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  anderen  oben  erwähnten  Reihe 
von  Versuchen,  bei  welcher  die  zur  Gascadenbatterie  verbundenen 
Elemente  (einzelne  Flaschen  oder  aus  einigen  Flaschen  bestehende 
Batterien),  unter  einander  gleich  waren,  ihre  Anzahl  aber  ver- 
schieden genommen  wurde.  Dove  und  Riess  wandten  drei  oder 
vier  gleiche  Flaschen  oder  Batterien  als  Elemente  an ,  welche  bei 
der  Ladung  immer  alle  zu  einer  Gascadenbatterie  vereinigt  waren, 
während  die  Entladung  entweder  an  der  ersten  allein,  oder  an  den 
beiden  ersten  zusammen,  oder  an  den  drei  ersten  zusanmien  etc. 
vorgenommen  wurde.  Bei  jeder  Entladung  wurde  die  Erwärmung 
im  Schliessungsbogen  beobachtet. 

Um  für  eine  aus  beliebig  vielen  gleichen  Elementen  bestehende 
Gascadenbatterie  die  Potentialniveaux  aller  einzelnen  Belegungen 
und  die  auf  ihnen  befindlichen  Electricitätsmengen  zu  bestimmen, 
wenn  zwei  dieser  Grössen  gegeben  sind,  können  wir  wieder  die 
Oleichungssysteme  (41)  und  (42)  anwenden.  Wir  wollen  uns  aber 
jetzt  bei  dieser  Bestimmung  mit  dem  geringeren  Grade  von  Ge- 
nauigkeit begnügen,  welchen  man  erhält,  wenn  man  bei  jeder  der 
Grössen  nur  das  erste  Glied  berücksichtigt.  Dann  sind  die  Elec- 
tricitätsmengen auf'  allen  Belegungen  den  absoluten  Werthen  nach 
als  gleich  zu  betrachten,  und  sie  lassen  sich  daher,  wenn  wir  die 
auf  der  letzten  äusseren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge 
wieder  mit  —  Q  bezeichnen,  von  dieser  anfangend  der  Reihe  nach 
durch  —  ft  +  öl  ""  ö»  "h  ö  ®^^  darstellen.  Für  die  Potential- 
niveaux erhalten  wir,  wenn  das  Potentialniveau  der  letzten  äusse- 
ren Belegung  gleich  Null  ist,  von  diesem  anfangend  der  Reihe 
nach  folgende  Werthe: 

0,   Ä-o»    ^"o»       '^'ß'*  ä'  ö    ^ 

Was  nun  das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich 
selbst  für  eine  Gascadenbatterie  von  irgend  einer  Anzahl  von  Ele- 
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menten  anbetrifft,  so  ist  zu  bemerken,  dass  bei  dem  Grade  von 
Genauigkeit ,  mit  welchem  wir  uns  begnügt  haben ,  die  Potentiale 
der  einzelnen  als  Elemente  angewandten  Flaschen  oder  Batterien 

k     0* 
alle  unter  einander  gleich  sind ,  indem  jedes  durch  —  •  ^  dar- 
gestellt wird.    Wendet  man  also  bloss  Ein  Element,  oder  eine 
Verbindung  von  zwei,  drei  etc.  Elementen  an,  so  erhält  man  als 
Potentiale  die  Werthe : 

2"    "S '    r  2      S^'    ^  2  ^S  ^^• 

Diese  im  Verhältnisse  der  ganzen  Zahlen  1,  2,  3  etc.  fort- 
schreitenden Werthe  sind  es,  welche  bei  den  von  Dove  und  Riess 
nach  einander  vorgenommenen  Entladungen  die  von  den  electri- 
schen  Kräften  geleisteten  Arbeitsgrössen  darstellen,  und  mit  ihnen 
müssen  daher  die  beobachteten  Erwärmungen  verglichen  werden. 

Dabei  darf  man  aber  in  dieser  Versuchsreihe  nicht  eine  so 
nahe  Uebereinstimmung  erwarten,  wie  in  der  vorher  besprochenen, 
indem  bei  diesen  Versuchen  einige  Uebelstände  hervortreten,  welche 
zwar  auch  bei  den  anderen  nicht  ganz  fehlten,  aber  doch  dort 
nicht  so  einfiussreich  sein  konnten,  als  hier.  Darunter  ist  beson- 
ders der  hervorzuheben,  dass  durch  jede  bei  der  Entladung  neu 
hinzugenommene  Batterie  auch  der  Schliessungsbogen  verlängert 
wird.  In  der  vorher  betrachteten  Versuchsreihe  wurden  nämlich 
bei  der  Vermehrung  der  Flaschen  einer  Batterie  die  neuen  Fla- 
schen n.eben  den  schon  vorhandenen  eingeschaltet,  und  wenn  da- 
her auch  durch  sie  und  ihre  Verbindungsdrähte  das  unter  der  Ein- 
wirkung der  electrischen  Entladung  stehende  Körpersystem  ver- 
grössert  wurde,  so  war  diese  Vergrösserung  doch  nicht  als  eine  für 
sich  bestehende  Verlängerung  des  Schliessungsbogens  zu  rech- 
nen, und  ich  habe  deshalb  diesen  Umstand  vorher  unberücksichtigt 
gelassen,  ebenso  wie  den  ähnlichen  früher  bei  der  Vermehrung  der 
Flaschen  einer  einzelnen  Batterie.  Bei  der  jetzt  betrachteten  Ver- 
suchsreihe dagegen  ist  jede  neu  hinzugenommene  Batterie  hinter 
den  anderen  eingeschaltet,  so  dass  der  zu  ihr  fuhrende  Zwischen- 
draht und  ihre  beiden  Belegungen  selbständige  Theile  des 
Schliessungsbogens  bilden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Annahme,  welche  wir  früher  bei  gleich- 
bleibendem Schliessungsbogen  gemacht  haben,  dass  die  Wärme- 
erregung an  einer  einzelnen  Stelle  der  Gesammtwirkung  propor- 
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tional  sei,  auf  den  Fall,  wo  die  letztere  durch  Vermehrung  der 
Elemente  einer  Gascadenbatterie  vergrössert  wird,  nicht  als  gleich 
nahe  richtig  angewandt  werden  darf,  sondern  dass  in  diesem  Falle 
das  Verhältniss  der  beobachteten  Wärmeerregungen  ein  etwas  ge- 
ringeres sein  muss.  Da  sich  nun  aus  den  obigen  Gleichungen  die 
Gesammtwirkung  oder  die  Abnahme  des  Potentials  der  Anzahl  der 
zusammen  entladenen  Elemente  proportional  ergiebt,  so  muss  man 
von  einem  in  dem  Schliessungsbogen  befindlichen  electrischen 
Thermometer  bei  stufenweiser  Vermehrung  der  Elemente  Anzei- 
gen erwarten,  die  etwas  hinter  den  auf  einander  folgenden  ganzen 
Zahlen  zurückbleiben. 

In  den  von  Dovei)  mitgetheilten  Versuchen  tritt  dieser  un- 
terschied zwar  nicht  herror,  indem  er  bei  vier  Batterien  für  die 
Erwärmungen  gerade  die  Zahlen  1,  2,  3  und  4  anführt  Die  Ver- 
suche von  Riess^)  dagegen  zeigen  sogar  eine  ziemlich  bedeu- 
tende Abweichung,  indem  bei  vier  Flaschen  die  Zahlen,  statt  yon 
1  bis  4,  immer  nur  von  1  bis  etwa  3,  und  bei  drei  Batterien ,  statt 
von  1  bis  3,  nur  von  1  bis  2,5  wachsen.  Ein  bestimmtes  Gesetz 
lässt  sich  über  diese  Zahlenreihe  natürlich  nicht  aufstellen,  indem 
dieselbe  sehr  von  der  Beschaffenheit  der  angewandten  Batterien 
und  der  Zwischenverbindungen  abhängen  muss. 

Die  Richtigkeit  der  im  Vorigen  gemachten  Annahme,  dass 
jede  Verbindimg  je  zweier  Elemente  als  ein  selbständiger  Theil 
des  Schliessungsbogens  zu  betrachten  sei,  ergiebt  sich  übrigens 
noch  insbesondere  daraus,  dass  nach  den  Beobachtungen  beider 
Physiker  die  Erwärmung  in  diesen  Zwischendrähten  nahe  ebenso 
stattfindet,  wie  im  Hauptschliessungsbogen,  und  dass  durch  die 
Einschaltung  eines  schlechten  Leiters  in  eine  der  Zwischenverbin- 
dungen die  Erwärmung  irgend  einer  Stelle  des  Hauptbogens  nahe 
ebenso  vermindert  wird,  als  wenn  jener  Leiter  in  den  Hauptbogen 
selbst  eingeschaltet  wäre. 

Diesen  letzteren  Umstand  muss  man  wohl  berücksichtigen, 
wenn  man  sich  von  der  bei  der  Vermehrung  der  Elemente  einer 
Gascadenbatterie  stattfindenden  Zunahmt  der  im  Ganzen  erzeug- 
ten Wärme  Rechenschaft  geben  will.  Hat  man  z.  B.  eine  Gascaden- 
batterie von  vier  Elementen ,  so  kommen  in  dieser  vier  getrennte 
Theile  des  Schliessungsbogens  vor,  der  Hauptbogen,  welcher  die 
erste  innere  Belegung  mit  der  letzten  äusseren  verbindet,  und  die 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  408.  —  «)  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  S.  3B1. 

ClauBius,  mech.  WUrmetheori«.  II,  9 
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drei  Zwischenstücke,  welche  je  eine  äussere  Belegung  mit  der 
nächsten  inneren  Belegung  verbinden.  Da  man  nun  in  jedem  die- 
ser vier  Verbindungsbogen  ein  electrisches  Luftthermometer  ein- 
schalten kami,  und  darin  jedesmal  eine  Wärmemenge  erhält,  die 
sich  der  yierfachen  von  derjenigen ,  welche  ein  einzelnes  Element 
hervorbringen  würde,  wenigstens  nähert,  so  könnte  man  vielleicht, 
wie  es  in  der  That  geschehen  ist,  den  Schluss  ziehen,  dass  man 
bei  gleichzeitiger  Einschaltung  von  electrischen  Luftthermometem 
in  aUen  vier  Verbindungsbogen  angenähert  die  sechszehnfache 
Wärmemenge  erhalten  würde.  Dabei  ist  aber  zu  bedenken,  dass 
wenn  nur  Ein  Luftthermometer,  dessen  Draht  eine  bedeutende 
reducirte  Länge  hat,  eingeschaltet  ist,  fast  die  ganze  Wirkung  der 
Entladung  sich  in  ihm  concentrirt;  wenn  aber  vier  Luftthermome- 
ter eingeschaltet  sind ,  die  Wirkung  sich  über  alle  vier  verbreiten 
und  daher  in  jedem  einzelnen  entsprechend  geringer  werden  muss. 
Die  gesammte  Wärmeerzeugung  kann  nicht  grösser  sein,  als  die 
bei  der  Entladung  eingetretene  Abnahme  des  Potentials,  und  diese 
ist  dem  Obigen  nach  bei  einer  Batterie  von  vier  Elementen  nicht 
sechzehnmal,  sondern  viermal  so  gross  als  bei  einem  einzelnen  Ele- 
mente. 

Fassen  wir  nun  das  Ergebniss  aller  bisher  untersuchten  Fälle 
zusammen,  so  sind  die  meisten  derselben  allerdings  zu  complicirt, 
um  eine  ganz  strenge  Vergleichung  mit  der  Theorie  zuzulassen; 
so  weit  aber  die  Vergleichung  möglich  war,  ist  sie  immer  zu  Gun- 
sten des  Hauptsatzes  ausgefallen,  imd  mir  ist  auch  sonst  keine 
experimentell  feststehende  Thatsache  bekannt,  welche  gegen  die- 
sen Satz  spräche.  Ich  glaube  daher,  dass  man  denselben,  sofern 
er  dessen  neben  seiner  theoretischen  Begründung  überhaupt  noch 
bedarf,  auch  durch  die  Erfahrung  als  bestätigt  ansehen  kann. 


ABSCHNITT   V. 


Arbeit  und  Wärmeerzeugung  bei  einem  stationären 

eleotrischen  Strome. 

§.  1.   Eigenthümlichkeit  des  zu  betrachtenden 

Falles. 

Im  vorigen  Abschnitte  wurden  die  Wirkungen  der  Electri- 
citätsbewegung  in  einem  Falle  betrachtet,  welcher  in  einer  gewis- 
sen Beziehung  besonders  einfach  ist.  Es  wurde  nämlich  voraus- 
gesetzt, dass  sowohl  der  Anfangs-  als  auch  der  Endzustand 
der  Electricität  ein  Buhezustand  sei.  Für  diesen  Fall  brauchte 
man  den  Verlauf  der  Bewegung,  durch  welche  die  Electricität  aus 
dem  einen  Zustande  in  den  anderen  übergeht,  gar  nicht  zu  be- 
trachten, sondern  es  genügte,  das  Potential  der  gesammten  Elec- 
tricität auf  sich  selbst  für  jeden  der  beiden  Ruhezustände  zu  ken- 
nen, indem  die  während  des  Ueberganges  von  den  eleetrischen 
Kräften  geleistete  Arbeit  einfach  durch  die  Differenz  dieser  beiden 
Potentiale  dargestellt  wird.  Jetzt  wollen  wir  dagegen  die  Elec- 
tricität in  der  Bewegung  selbst  betrachten ,  wollen  dabei  aber  an- 
dere vereinfachende  Annahmen  machen.  Wir  wollen  die  Bewe- 
gung als  eine  stationäre  voraussetzen,  worunter  wir  eine  solche 
verstehen,  bei  der  der  Bewegungszustand  des  betrachteten  Sy- 
stemes  im  Verlaufe  der  Zeit  immer  derselbe  bleibt,  oder  wenig- 
stens nur  solche  Aenderungen  erleidet,  deren  Zeitdauer  gegen  die 
bei  der  Beobachtung  in  Betracht  kommenden  Zeiten  so  klein  ist, 
dass  man  es  bei  der  Beobachtung  nur  mit  einem  mittleren  Bewe- 
gungszustande zu   thun  hat,   welcher  unveränderlich  ist.     Eine 

9* 
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solche  stationäre  Bewegung  findet  hei^  einem  galvanischen  und 
thermoelectrischen  Strome  statt ,  und  mit  Strömen  dieser  Art  wol- 
len wir  uns  jetzt  beschäftigen.  Dabei  wollen  wir  noch  eine  Be- 
schränkung einfuhren.  Wir  wollen  nämlich  nicht  gleich  den  gan- 
zen Stromkreis  mit  Einschluss  der  Stellen,  wo  die  electromotori- 
schen  Kräfte  wirken ,  und  mit  den  diese  Kräfte  erzeugenden  Vor- 
gängen betrachten,  sondern  wollen  die  Betrachtung  auf  ein  sol- 
ches Leiterstück  beschränken,  in  welchem  keine  electromotorische 
Kraft  ihren  Sitz  hat,  und  welches  durch  den  Strom  keinerlei  che- 
mische oder  mechanische  Veränderungen  erleidet.  Auch  wollen 
wir  voraussetzen ,  dass  keinerlei  inducirende  Wirkungen  z¥rischen 
dem  betrachteten  Leiter  und  anderen  Leitern  oder  Magneten 
stattfinden. 

In  diesem  Falle  ist  die  einzige  Wirkung,  welche  der  electrische 
Strom  hervorbringt,  eine  Erwärmung  des  Leiters.  Die  Gesetze  die- 
ser Wärmeerzeugung  sind  für  den  einfachsten  Fall ,  wo  der  Leiter 
ein  Draht  ist,  empirisch  von  Joule i),  Lenz*)  und  BecquereP) 
ermittelt,  welche  gefunden  haben,  dass  die  während  der  Zeiteinheit 
in  einem  Drahte  erzeugte  Wärme  proportional  seinem  Leitungs- 
widerstande und  dem  Quadrate  der  Stromintensität  ist.  Es  han- 
delt sich  nun  darum,  die  in  dem  Leiter  von  den  electrischen  Kräf- 
ten gethane  Arbeit  und  die  in  Folge  dessen  erzeugte  Wärme  vom 
allgemeinen  theoretischen  Gesichtspuncte  aus  zu  betrachten  und 
mit  den  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten  Wirkungen  in  Zu- 
sammenhang zu  bringen. 


§.  2.    Das  Ohm'sche  Gesetz  und  die  Kirchhoff^sche 

Deutung  desselben. 

Das  Ohm 'sehe  Gesetz,  soweit  es  sich  auf  die  Vorgänge  inner- 
halb eines  homogenen  Leiters  bezieht,  lässt  sich  ganz  allgemein 
in  folgender  Weise  aussprechen.  Sei  dm  irgend  ein  Flächen- 
element innerhalb  des  Leiters,  N  die  Normale  darauf  und  ida 
die  Electricitätsmenge ,  welche  während  der  Zeiteinheit  hindorch- 
strömt,  worin  i  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 


1)  Phil.  Mag.  S.  3,  V.  19,  p.  264  und  Ser.  4,  V.  3,  p.  486. 

2)  Pogg.  Ann.  Bd.  61,  S.  44. 

*)  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  S.  3,  T.  9,  p«  21. 
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die  Electricität  von  der  in  Bezug  auf  N  negativen  Seite  nach  der 
positiven  oder  umgekehrt  strömt,  so  gilt  die  Gleichung: 

worin  k  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  bedeutet,  und  V  eine 
Function  ist,  welche,  sobald  der  stationäre  Zustand  des  Stromes 
eingetreten  ist,  nur  von  den  Raumcoordinaten  abhängt 

Es  muss  nämlich  in  jedem  Puncto  des  durchströmten  Leiters 

eine  Kraft  wirken,  welche  die  Electricität  trotz  des  Widerstandes, 

den  sie  fortwährend  zu  überwinden  hat,  doch  in  Bewegung  erhält, 

dV 
und  der  negative  Diflferential-Coefficient  —  ^-^  stellt  offenbar  die 

in  die  Richtung  der  Normale  N  fallende  Componente  dieser  Kraft 
dar.  Im  Uebrigen  aber  war  die  physikalische  Bedeutung  der 
Function  V  früher  zweifelhaft.  Ohm  nennt  nämlich  die  durch 
diese  Function  dargestellte  Grösse  die  electroskopische  Kraft, 
und  definirt  sie  als  die  Dichtigkeit  der  Electricität  an  dem  be- 
treffenden Puncto  des  Leiters  i).  Gegen  diese  Ansicht  hat  aber 
Kirchhoff^)  mit  Recht  eingewandt,  dass  sie  mit  einem  bekannten 
electrostatischen  Satze  geradezu  im  Widerspruche  stehe.  Nach  ihr 
müsste  nämlich  die  Electricität  in  einem  Leiter  in  Ruhe  bleiben, 
wenn  sie  durch  den  ganzen  Rauminhalt  desselben  mit  gleicher 
Dichtigkeit  verbreitet  wäre ,  während  es  doch  hinlänglich  bekannt 
ist,  dass  die  getrennte  (d.  h.  nicht  mit  einer  gleichen  Menge 
entgegengesetzter  Electricität  verbundene)  Electricität  eines  Kör- 
pers, von  welcher  allein  hier  die  Rede  sein  kann,  da  nur  sie  eine 
Kraft  ausübt,  im  Zustande  der  Ruhe  nur  über  die  Oberfläche 
des  Körpers  verbreitet  ist. 

Dieser  Einwand  könnte  vielleicht  Misstrauen  gegen  die 
theoretische  Zulässigkeit  des  Oh  mischen  Gesetzes  überhaupt  ein- 
flössen, doch  hat  Kirchhoff  selbst  sogleich  gezeigt,  dass  das  Ge- 
setz auch  mit  den  Grundsätzen  der  Electrostatik  sehr  wohl  in 
Einklang  zu  bringen  ist,  und  welche  Bedeutung  man  zu  dem 
Zwecke  der  Function  V  beilegen  muss. 


1)  Die  galvanische  Kette,  mathematisch  bearbeitet  von  Dr.  G.  S.  Ohm, 
S.  95  und  an  anderen  Stellen. 

2)  Pogg.  Ann.  Bd.  78,  S.  506. 
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dV 
Wie  schon  gesagt,  stellt  —  ^^  die  in  die  Richtung  von  N 

fallende  Gomponente  der  in  dem  betrachteten  Puncto  auf  eine  dort 
gedachte  Electricitätseinheit  wirkende  Kraft  dar,  und  ebenso  wer- 
den natürlich  auch  die  in  die  Richtungen  der  drei  Goordinaten- 

axen  Menden  Componenten  durch  _  |r,  _  JT  „nd  -  1?  dar- 

dx         oy  dz 

gestellt.  Das  deutet  daraufhin,  dass  die  Kraft  von  Anziehungen 
und  Abstossungen  herrührt,  welche  von  festen  Puncten  ausgehen, 
und  von  denen  jede  ihrer  Stärke  nach  nur  von  der  Entfernung 
und  nicht  von  der  sonstigen  Lage  des  wirksamen  Punctes  abhängt, 
wobei  freilich  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  noch  willkürlich 
bleibt.  Aber  auch  dieses  letztere  lässt  sich  aus  anderen  Gründen 
schUessen,  indem  solche  Anziehungen  und  Abstossungen  in  unse- 
rem Falle  offenbar  nur  von  der  Electricität  selbst  ausgeübt  wer- 
den können,  und  für  deren  Anziehungen  und  Abstossungen  das 
Gesetz  des  umgekehrten  Quadrates  der  Entfernung  gilt. 
Daraus  folgt,  dass  die  Function  V  einfach  als  die  Potential- 
function  der  gesammten  getrennten  Electricität  zu  be- 
trachten ist  1). 

Hierdurch  ist  der  oben  erwähnte  Widerspruch  gehoben,  denn 
bei  dieser  Bedeutung  der  Function  V  ist  die  Gleichung  V  =  const, 
welche  in  Folge  von  (1)  ausdrückt,  dass  kein  Strom  stattfinde, 
dieselbe,  welche  auch  aus  der  Electrostatik  als  Bedingungsgleichung 
für  den  Gleichgewichtszustand  bekannt  ist. 


§.  3.  Anordnung  der  getrennten  Electricität  und  electri- 
scher  Zustand  im  Inneren  des  Leiters. 

Aus  der  vorstehend  angegebenen  Bedeutung  von  F  lässt  sich, 
wie  Kirchhoff  gezeigt  hat,  leicht  bestimmen,  wo  sich  während 
eines  stationären  Stromes  die  getrennte  Electricität  befindet.  Soll 
nämlich  der  Strom  stationär  sein,  so  muss.die  in  jedem  Raum- 
elemente enthaltene  Electricitätsmenge  constant,  und  also  die  wäb- 


1)  loh  habe  daher  für  diese  Function,  welche  Ohm  und  Kirchhoff 
mit  u  bezeichnen,  von  vornherein  den  Buchstaben  V  gewählt,  weil  ich 
diesen  in  meinen  sonstigen  Untersuchungen  für  die  Potentialfunction  ge- 
jbrancht  habe. 
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rend  irgend  einer  Zeit  einströmende  Electricitätsmenge  gleich  der 
ausströmenden  sein.  Betrachten  wir  nun  ein  beim  Puncte  (:r,  y,  0) 
liegendes  Element  dxdydz^  so  ist  nach  Gleichung  (1)  die  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  die  erste  der  beiden  Flächen  dydzm 
das  Element  einströmende  Menge 

und  die  durch  die  gegenüberliegende  Fläche  ausströmende  Menge 

also  der  Ueberschuss  der  ersteren  über  die  letztere 

=  Tcdxdyda  ^— j« 
Ebenso  erhält  man  für  das  Flächenpaar  dx  dz  den  Ueberschuss: 

Jcdxdydz  ^-j, 
und  für  das  Flächenpaar  dx  dy: 

hdxdy  dz  j-^* 

Die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  giebt  den  Ueberschuss  der  gan- 
zen in  das  Element  einströmenden  Electricitätsmenge  über  die 
ausströmende,  und  da  dieser  Ueberschuss  Null  sein  muss,  so  er- 
hält man : 

^  ^  dx^'^  8y«"f"  dz^  ~ 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  aber  nach  einem  bekannten  Satze 
über  die  Potentialfunction ,  dass  der  Punct  (rr,  y,  z)  sich  ausser- 
halb derjenigen  Electricitätsmengen,  von  welchen  Fdie  Potential- 
function ist,  befinden  muss,  und  da  dasselbe  von  allen  Puncten  des 
Leiters  gilt,  so  folgt  weiter,  dass  die  getrennte  Electricität  sich 
überhaupt  nicht  innerhalb  des  Leiters  befinden  kann,  und  sie  kann 
daher  während  eines  stationären  Stromes,  ebenso  wie  im  Gleich- 
gewichtszustande, nur  an  der  Oberfläche  angehäuft  sein. 
'  Den  Umstand,  dass  die  im  Lineren  des  Leiters  strömende 
Electricität  keine  Anziehung  oder  Abstossung  ausübt,  muss  man 
je  nach  der  Hypothese,  dass  es  zwei  Electricitäten  oder  nur  eine 
Electricität  gebe,  verschieden  deuten.  Bei  der  ersten  Hypothese 
muss  man  annehmen ,  dass  sich  in  jedem  Raumelemente  innerhalb 
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des  Leiters  stets  gleich  viel  von  beiden  Electricitäten  befinde.  Bei 
der  anderen  Hypothese,  bei  welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  ein 
Raumelement  eines  Körpers,  wenn  es  eine  gewisse  normale  Quan- 
tität von  Electricität  enthalte,  auf  ein  fremdes  Electricitätstheil- 
chen  keine  Wirkung  ausübe,  indem  die  Abstossung  der  Electrici- 
tät durch  irgend  eine  andere  Kraft  compensirt  werde,  und  dass 
erst  dann  eine  wirksame  Abstossung  oder  Anziehung  eintrete, 
wenn  das  Raumelement  zu  viel  oder  zu  wenig  Electricität  enthalte, 
muss  man  annehmen,  dass  sich  während  eines  stationären  Stromes 
in  jedem  Raumelemente  innerhalb  des  Leiters  fortwährend  die 
normale  Electricitätsmenge  befinde. 

Bei  der  ersten  Hypothese,  dass  es  zwei  Electricitäten  gebe, 
kann  man  aber  in  Bezug  auf  ihr  Verhalten  noch  verschiedene  An- 
nahmen machen.  Wenn  man  beide  Electricitäten  als  gleich  be- 
weglich betrachtet,  so  muss  man  schliessen,  dass  sie  sich  beide 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach  entgegengesetzten  Seiten  be- 
wegen. Man  kann  aber  auch,  wie  es  von  G.  Neumann  geschehen 
ist,  die  Annahme  machen,  dass  nur  Eine  der  beiden  Electricitäten, 
etwa  die  positive,  in  der  Weise  beweglich  sei,  dass  sie  im  festen 
Leiter  strömen  könne,  und  dass  die  negative  Electricität  fest  an 
die  ponderablen  Atome  gebunden  sei.  Diese  Annahme  stimmt  in 
Bezug  darauf,  dass  der  galvanische  Strom  nur  aus  einer  einfachen 
Bewegung,  nämlich  der  Bewegung  der  positiven  Electricität  be- 
steht, mit  jener  anderen  Hypothese,  dass  es  nur  Eine  Electricität 
gebe,  überein;  sie  ist  aber  im  Uebrigen  für  die  mathematische  Be- 
handlung bequemer,  iadem  die  von  der  ruhenden  festen  Electrici- 
tät ausgeübten  Kräfte  sich  in  bestimmter  und  einfacher  Weise 
ausdrücken  lassen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  immer  nur  Eine  Electricität  als 
strömend  annehmen.  Die  Gültigkeit  der  in  diesem  Abschnitte  vor- 
kommenden Schlüsse  ist  aber  von  dieser  Annahme  ganz  imab- 
hängig.  Um  alle  hier  vorkommenden  Betrachtungen  der  anderen 
Annahme,  dass  beide  Electricitäten  gleich  beweglich  seien,  anzu- 
passen, braucht  man  immer  nur  statt  Eines  Stromes,  welcher  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  eine  gegebene  Fläche  die  Electricitäts- 
menge Q  nach  Einer  Richtung  führt,  zwei  Ströme,  welche  die 
Electricitätsmengen  \  Q  und  —  ^  Q  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen fuhren,  zu  substituiren,  und  dann  dieselben  Schlüsse,  welche 
sich  hier  auf  den  einen  Strom  beziehen,  auf  beide  Ströme  einzeln 
anzuwenden. 
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Femer  muss  noch  ein  anderer  Umstand  hier  zur  Sprache  ge- 
bracht werden.  Es  sind  im  Vorigen  bei  Besprechung  der  Kraft, 
welche  die  bewegte  Electricität  erleidet,  nur  die  gewöhnlich  be- 
trachteten Kräfte  berücksichtigt,  welche  die  Electricitätstheilchen 
unabhängig  von  ihrer  Bewegung  auf  einander  ausüben.  Nun  üben 
aber  bewegte  Electricitätstheilchen  auch  solche  Kräfte  auf  einan- 
der aus,  die  nur  durch  ihre  Bewegung  "entstehen,  und  welche  wir 
kurz  electrodynamische  Kräfte  nennen  wollen.  Es  fragt  sich 
nun,  ob  ein  in  dem  Leiter  sich  bewegendes  Electricitätstheilchen 
von  allen  übrigen  bewegten  Electricitätstheilchen,  welche  den  gan- 
zen geschlossenen  Strom  bilden,  eine  electrodynamische  Kraft  er- 
leidet, welche  durch  ihr  Hinzukommen  zu  der  bisher  besproche- 
nen Kraft  die  oben  erwähnten  Gesetze  modificirt 

In  dieser  Beziehung  will  ich  zunächst  als  Resultat  einer  in 
einem  späteren  Abschnitte  folgenden  Untersuchung  vorläufig  an- 
führen, dass  die  electrodynamische  Kraft,  welche  ein  bewegtes 
Electricitätstheilchen  von  ^inem  ruhenden  und  constanten  ge- 
schlossenen Strome  erleidet,  nur  eine  auf  der  Bewegungsrichtung 
senkrechte  Richtung  haben  kann ,  und  dass  sie  also  bei  der  Bewe- 
gung keine  Arbeit  leisten  kann.  Demnach  können  wir  bei  der  hier 
beabsichtigten  Bestimmung  der  Arbeit  und  der  damit  zusammen- 
hängenden Wärmeerzeugung  von  der  electrodynamischen  Kraft 
ganz  absehen. 

Bei  der  Frage  aber,  wo  sich  die  getrennte  Electricität  befin- 
det, und  wie  sie  angeordnet  ist,  kommt  allerdings  die  electrodyna- 
mische Kraft  mit  in  Betracht.  Man  kann  sich  nämlich ,  wenn  eine 
solche  Kraft  besteht,  vorstellen,  dass  ausser  derjenigen  getrennten 
Electricität,  von  welcher  V  die  Potentialfunction  ist,  noch  andere 
getrennte  Electricität  vorhanden  sei,  deren  Kraft  der  electrodyna- 
mischen Kraft  das  Gleichgewicht  halte.  Die  nähere  Erörterung 
dieses  Gegenstandes  würde  hier,  wo  von  *der  electrodynamischen 
Kraft  noch  nicht  die  Rede  gewesen  ist,  nicht  am  Orte  sein,  und 
ich  will  mich  daher  hier  darauf  beschränken ,  durch  eine  gewisse 
Unterscheidung  in  der  Benennungsweise  anzudeuten,  dass  dieser 
Erörterung  durch  das  hier  Gesagte  nicht  vorgegriffen  werden  soll. 
Ich  will  nämlich  V  nicht  einfach  die  Potentialfunction  der  ge- 
trennten Electricität,  sondern  die  Potentialfunction  der  treiben- 
den getrennten  Electricität  nennen,  wodurch  ausgedrückt 
werden  soll,  dass  ausser  dieser  getrennten  Electricität  noch  an- 
dere vorhanden  sein  kann,  welche  nicht  treibend  wirkt,  indem  die 
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in  die  Richtung  der  Bahn  fallende  Componente  der  von  ihr  aus- 
geübten Kraft  Null  ist. 


§.  4.   Bestimmung  der  im  Leiter  gethanen  Arbeit 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Arbeit  über,  welche  die 
innerhalb  des  Leiters  wirksame  Kraft  bei  der  Bewegung  der  Elec* 
tricität  thut 

Es  sei  dazu  irgend  ein  Electricitätselement  dq^  während  es 

sich  auf  dem  Wege  s  fortbewegt,  betrachtet   Die  in  die  Richtung 

der  Bahn  fallende  Componente  der  auf  eine  Electficitätseinheit 

dV 
wirkenden  Kraft  wird  für  jeden  Punct  der  Bahn  durch  —  ■;r-,  und 

ds 

daher  die  Componente  der  auf  das  Element  dq  wirkenden  Kraft 

dV 
durch  —  dq-^  dargestellt     Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  das 

Electricitätselement  sich  nach  der  Richtung  bewegt,  nach  welcher 
die  Kraft  wirkt,  und  dass  daher  die  in  die  Richtung  der  Bahn  fal- 
lende  Componente  der  Kraft  zugleich  die  ganze  Kraft  ist  Denken 
wir  uns  nun  die  Bahn  des  Electricitätselementes  dq  gegeben,  so 
können  wir  V  einfiEich  als  Function  der  Bahnlänge  s  betrachten, 

und  können  daher  statt  w-  auch  --p  schreiben,  und  demgemäss 

dV 
die  obige  Kraft  durch  —  dq^y-  darstellen.    Die  bei  der  Bewe- 

as 

gung  um  das  Bahnelement  ds  von  der  Kraft  gethane  Arbeit  ist 

daher 

und  somit  die  auf  der  Strecke  von  Sq  bis  Si  gethane  Arbeit 


=-.,/"- 


^ds  =  (Fo  -  F,)  dq, 

worin  Vq  und  Vi  die  zu  So  und  Si  gehörigen  Werthe  von  V  be- 
zeichnen. 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  dass  diese  Arbeit  durch  die  am 
Anfangs-  und  Endpuncte  der  Bahnstrecke  stattfindenden  Werthe 
der  Potentialfunction  vollständig  bestinunt  ist,  ohne  dass  man  den 
Weg  zwischen  diesen  beiden  Puncten  zu  kennen  braucht  Femer  ist 
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das  Product  V.dq  das  Potential  der  treibenden  getrennten  Elec- 
tricität  auf  das  Element  dg,  so  dass  der  vorige  Ausdruck  die  auf 
dem  Wege  von  So  bis  Si  eingetretene  Abnahme  dieses  Potentials 
darstellt,  und  da  derselbe  Ausdruck  ebenso  für  jedes  andere  Electri- 
citätselement  gilt,  und  sich  daher  auch  auf  eine  endliche  Electri- 
citätsmenge  ausdehnen  lässt,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 

Die  bei  einer  bestimmten  Bewegung  einer  Electri- 
citätsmenge  von  der  im  Leiter  wirksamen  Kraft 
gethane  Arbeit  ist  gleich  der  bei  der  Bewegung 
eingetretenen  Abnahme  des  Potentials  dieser  Elec- 
tricitätsmenge  und  der  treibenden  getrenntenElec- 
tricität  auf  einander. 

Wir  haben  uns  bei  dieser  Entwickelung  die  Bewegung  der 
Electricität  so  vorgestellt,  als  ob  eine  bestimmte  Electricitäts- 
menge  den  ganzen  betrachteten  Weg  durchlaufe;  es  kann  aber 
sein ,  dass  die  Bewegung  der  Electricität  einen  ganz  anderen  Cha- 
rakter hat.  Setzt  man  z.  B. -voraus,  dass  jedes  Massenmolecül  mit 
einer  gewissen  Menge  von  Electricität  versehen  sei,  und  denkt  sich 
eine  Anzahl  solcher  Molecüle  1,  2,  3,  4  etc.  in  einer  Reihe  hinter 
einander  liegend,  so  kann  die  Electricitätsbewegung  in  der  Weise 
stattfinden,  dass  eine  kleine  Quantität  von  1  nach  2  geht,  eine 
eben  so  grosse,  aber  andere  Quantität  von  2  nach  3,  wieder  eine 
eben  so  grosse  aber  andere  von  3  nach  4  u.  s.  f.  Für  die  Gültig- 
keit des  vorigen  Satzes  ist  es  aber  ganz  gleichgültig,  welche  die- 
ser beiden  Arten  von  Bewegung  man  annimmt,  denn  der  Satz  for- 
dert nur-,  dass  alle  Theile  des  ganzen  Weges  von  einer  gleich 
grossen,  aber  nicht,  dass  sie  von  derselben  Electricitätsmenge 
durchlaufen  werden. 

Nach  diesem  Satze  ist  es  nun  auch  leicht,  die  Arbeit  zu  be- 
stimmen, welche  in  einem  beliebigen  Stücke  eines  von  einem  sta- 
tionären Strome  durchflossenen  Leiters  während  der  Zeiteinheit 
gethan  wird. 

Sei  nämlich  eine  geschlossene  Fläche  gegeben ,  welche  einen 
Theil  des  von  dem  Leiter  erfüllten  Raumes  abgrenzt,  so  braucht 
man  nur  für  jedes  während  der  Zeiteinheit  durch  diesen  abge- 
grenzten Raum  hindurchströmende  Electricitätstheilchen  die  Ab- 
nahme des  Potentials  zu  bestimmen,  oder,  was  dasselbe  ist»  es  mit 
den  am  Eintritts-  und  Austrittspuncte  stattfindenden  Werthen  der 
Potentialfunction  zu  multipliciren ,  und  beide  Producte  von  ein- 
ander abzuziehen.   Die  Summe  aller  dieser  Differenzen,  welche  die 
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gesuchte  Arbeitsgrösse  giebt,  lässt  sich  bequem  auf  folgende  Weise 
darstellen.  Sei  d  o  ein  Element  der  Oberfläche  des  abgegrenzten 
Raumes,  und  id(o  die  während  der  Zeiteinheit  durch  dasselbe  hin- 
durchströmende Electricitätsmenge,  welche  positiv  oder  negativ 
genommen  wird,  je  nachdem  sie  in  den  Raum  hinein-  oder  aus 
ihm  herausströmt,  und  bezeichne  W  die  innerhalb  des  Raumes  ge- 
thane  Arbeit,  so  ist: 

(L)  W=fvid(Oy 

worin  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  genommen  werden 
muss.    Setzt  man  hierin  nach  (1): 

._       ,  8F 

wobei  die  Normale  N  nach  Innen  als  positiv  zu  rechnen  ist,  so 
kann  man  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(la.)  W=-kfr^dio. 


§.  5.    Bestimmung  der  im  Leiter  erzeugten  Wärme. 

An  diese  Gleichungen  scUiessen  sich  unmittelbar  diejenigen 
an,  welche  die  innerhalb  des  abgegrenzten  Raumes  erzeugte 
Wärme  bestimmen. 

Es  muss  nämlich  die  in  demselben  gethane  Arbeit  von  einer 
ebenso  grossen  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  begleitet  sein.  Die 
gethane  Arbeit  wird  für  unseren  Fall  durch  die  Gleichung  (L) 
oder  (la.)  vollständig  dargestellt,  da  wir  alle  sonstigen  Wirkun- 
gen, bei  welchen  eine  Arbeit  voiikommt,  wie  z.  B.  die  Electrolyse, 
ausgeschlossen  haben.  Bei  der  lebendigen  Kraft  müssen  wir,  streng 
genommen,  nicht  nur  die  ponderable  Masse  des  Leiters,  sondern 
auch  die  Electricität  berücksichtigen.  Die  Electricitätstheilchen 
können  nämlich  auf  ihrem  Wege  durch  den  Raum  beschleunigt 
oder  verzögert  werden,  da  mit  der  Bedingung  des  stationären  Zu- 
Standes  zwar  ausgesprochen  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  an  jeder 
Stelle  des  Leiters  unveränderlich,  aber  nicht,  dass  sie  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  gleich  seL  Geht  z.  B.  der  Strom  durch  einen 
Leiter  mit  sehr  verschiedenen  Querschnitten,  so  kann  sich  die 
Electricität  an  den  engeren  Stellen  schneller  bewegen  als  an  den 
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weiteren,  ähnlich  wie  das  Wasser  eines  Flusses  an  Stellen,  wo  das 
Flussbett  beengt  ist,  schneller  fliesst  als  an  anderen. 

Es  würde  sich  also  darum  handeln ,  zu  entscheiden ,  ob  man 
der  Electricität  Beharrungsvermögen  und  daher  der  bewegten 
Flectricität  lebendige  Kraft  zuzuschreiben  und  wie  man  diese  zu 
bestimmen  hat.  In  dieser  Beziehung  ist  nun  zu  bemerken ,  dass 
schon  bei  der  Aufstellung  des  Ohm' sehen  Gesetzes  stillschwei- 
gend eine  Annahme  hierüber  gemacht  ist.  Wenn  nämlich  die  un- 
ter (1)  gegebene  Gleichung 

,  dV 

'  =  -^dN 

richtig  ist,  so  hängt  die  an  einem  bestimmten  Puncte  stattfindende 
Geschwindigkeit  der  Electricität  nach  Grösse  und  Bichtung  nur 
von  der  an  diesem  Puncte  wirksamen  Kraft  ab,  und  es  muss  da- 
her das  BehammgsYermögen  der  Electricität  entweder  Null,  oder 
doch  so  klein  sein,  dass  die  Kraft,  welche  nöthig  ist,  um  solche 
Geschwindigkeitsänderungen,  wie  sie  im  Leiter  yorkonmieni  zu  be- 
wirken, gegen  die  Kraft,  welche  zur  Ueberwindung  des  Leitungs- 
widerstandes nöthig  ist,  vernachlässigt  werden  kann.  Demnach 
können  wir  auch  bei  der  hier  beabsichtigten  Bestimmung  von  einer 
Berücksichtigung  der  lebendigen  Kraft  der  Electricität  absehen. 

Wir  haben  also  nur  die  lebendige  Kraft  der  ponderablen 
Masse  des  Leiters  zu  betrachten,  und  da  der  Voraussetzung  nach 
keine  äusserlich  wahrnehmbare  Bewegung  derselben  hervorge- 
bracht ist,  so  bleibt  nur  die  Vermehrung  oder  Verminderung  der 
Wärmemenge  übrig.  Man  kann  dieses  kurz  so  aussprechen:  die 
ganze  Arbeit  ist  zur  Ueberwindung  des  Leitungswiderstandes  ver- 
wandt, und  diese  wiederum  hat  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Ueber- 
windung einer  Reibung,  die  Entstehung  einer  der  Arbeit  äquiva- 
lenten Wärmemenge  zur  Folge. 

Denken  wir  uns  nun  die  Wärme  nach  mechanischem  Maasse 
gemessen,  so  ist  die  erzeugte  Wärmemenge  einfach  gleich  der  von 
den  electrischen  Kräften  gethanen  Arbeit,  und  die  iiir  TT  gegebe- 
nen Formeln  gelten  also  auch  für  die  erzeugte  Wärmemenge.  Den- 
ken wir  uns  dagegen  die  Wärme  nach  gewöhnlichem  Maasse  ge- 
messen und  nennen  die  der  Wärmeeinheit  entsprechende  Arbeit 
oder  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  E^  so  haben  wir, 
wenn  wir  die  während  der  Zeiteinheit  in  dem  abgegrenzten  Baume 
erzeugte  Wärmemenge  mit  H  bezeichnen,  zu  setzen : 
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und  somit  nach  (I.)  und  (I&): 

(IL)  H=^frida 


(Ha.)  ^--1/ 


8^ 


§.  6.   Behandlung  speciell&r  Fälle. 

Die  in  den  Gleichungen  (L),  (la.),  (IL)  und  (IIa.)  enthaltenen 
Integrale  lassen  in  den  in  der  Pra^s  vorkommenden  Fällen  ge- 
wöhnlich grosse  Vereinfachungen  zu. 

Ist  die  Fläche,  welche  den  betrachteten  Raum  abgrenzt,  zum 
Theil  zugleich  die  Oberfläche  des  Leiters,  und  vernachlässigen 
wir  die  geringe  Electricitätsmenge,  welche  der  Leiter  während 
des  Stromes  an  die  umgebende  Luft  abgiebt,  gegen  die  ganze  ihn 
durchströmende  Electricitätsmenge,  so  brauchen  wir  diesen  Theil 
der  Fläche  bei  der  Integration  gar  nicht  zu  berücksichtigen.  Bil- 
det z.  B.,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  der  Leiter  einen  lang- 
gestreckten Körper,  welcher  seiner  Länge  nach  von  der  Electridtät 
durchströmt  wird,  und  betrachten  wir  von  ihm  ein  zwischen  zwei 
Querschnitten  liegendes  Stück,  so  brauchen  wir  die  Integration 
nur  für  die  Flächen  dieser  beiden  Querschnitte  auszuführen. 

Hat  femer  der  Leiter  an  der  Stelle,  wo  sich  der  eine  Quer- 
schnitt befindet,  eine  angenähert  prismatische  oder  cylindrische 
Gestalt,  so  dass  man  annehmen  kann,  dass  die  Electricitätstheil- 
chen  sich  hier  alle  unter  einander  und  mit  der  Axe  parallel  be- 
wegen ,  so  muss  auch  die  treibende  Kraft  hier  diese  Richtung  ha- 
ben. Legt  man  daher  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  so, 
dass  die  Goordinatenaxe  der  x  mit  der  Axe  des  Leiters  parallel 

ist,  so  stellt  —  :r—  die  ganze  treibende  Kraft  dar,  und  -r—  und 

dz         ^  dy 

dV 

^  sind  Null.   Daraus  folgt ,  dass  wenn  der  Querschnitt  gegen  die 

Axe  senkrecht  genommen  ist,  innerhalb  desselben  F  constant  sein 
muss,  und  man  kann  also  schreiben : 
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rrid<o=  rfida. 


Hierin  stellt  das  Integral   1  ida^  positiv  oder  negativ  genommen, 

je  nachdem  dieser  Querschnitt  in  Bezug  auf  die  Richtung  des 
Stromes  der  erste  oder  zweite  ist,  die  ganze  während  der  Zeit- 
einheit durch  den  Querschnitt  strömende  Electricitätsmenge  dar, 
welche  man  gewöhnlich  die  Intensität  des  Stromes  nennt,  und 
welche  wir  daher  mit  J  bezeichnen  wollen,  wodurch  der  vorige 
Ausdruck  in 

±  r.j 

übergeht  Nehmen  wir  nun  an,  dass  bei  dem  anderen  Querschnitte 
dieselben  Bedingungen  erfüllt  seien,  und  bezeichnen  die  im  ersten 
und  zweiten  Querschnitte  geltenden  Werthe  von  V  resp.  mit  Vo 
und  Vi ,  so  ist  die  innerhalb  des  ganzen  Stückes  gethane  Arbeit : 

(3)  Tr=(Fo-FO.J; 

und  die  erzeugte  Wärme: 

(4)  ir=i(Fo-.  Fi).j: 

Nun  ist  aber  nach  dem  Ohm'schen  Gesetze: 

(5)  J  = 1 , 

worin  {  den  Leitungswiderstand  des  zwischen  den  beiden  Quer- 
schnitten liegenden  Stückes  bedeutet,  und  dadurch  gehen  die  bei- 
den vprigen  Gleichungen  über  in: 

(6)  W=l.J^ 

(7)  H=^l.J\ 

Die  letztere  dieser  Gleichungen  enthält  die  beiden  Eingangs  er- 
wähnten von  Joule  gefundenen,  und  von  Lenz  und  Becquerel 
bestätigten  Gesetze. 

Nachdem  ich  diese  Gleichung  (7),  in  welcher  E  das  mecha- 
nische Aequivalent  der  Wärme  bedeutet,  in  einer  inPoggendorff's 
Annalen^)  veröffentlichten  Abhandlung  so,  wie  es  vorstehend  mit- 
getheilt  ist,  nur  aus  dem  Ohm' sehen  Gesetze  abgeleitet  hatte 3), 


1)  Bd.  87,  S.  164. 

*)  In  einer  von  W.  Thomson  ansgeführien  Untersuchung  dieses  Gegen- 
standes (Phil.  Mag.  Ser.  4,  YoL  2,  p.  561)  waren   ausser  dem  Ohm'echen 


144  Abschnitt  V. 

hat  von  Quintus-Icilius  dieselbe  zu  einer  numerischen  Bestim- 
mung von  E  angewandt  i).  Durch  eine  Beihe  sorgfältiger  Messun- 
gen ist  er  zu  dem  Werthe  399*7  oder  rund  400  Kilogrammeter  ge- 
langt, welcher  in  Anbetracht  der  grossen  Schwierigkeit  der  dabei 
auszuführenden  Beobachtungen  hinlänglich  genau  mit  dem  von 
Joule  durch  Beibung  des  Wassers  bestimmten  Werthe  424  über- 
einstimmt 


§.  7.    Verhalten  galvanisch  erwärmter  Drähte  in  ver- 
schiedenen Gasen. 

Grove  hat  im  Jahre  1845  >)  die  Beobachtung  gemacht,  dass, 
wenn  man  einen  Draht  durch  einen  galvanischen  Strom  zur  Weiss- 
gluth  gebracht  hat  und  darauf  ein  Gefäss  mit  Wasserstoff  darüber 
stülpt,. dann  sein  Licht  so  plötzlich  erlischt,  wie  es  mit  der  Flamme 
einer  Kerze  geschehen  sein  würde.  In  einer  spätreren  Arbeit ')  ist 
er  auf  diesen  Gegenstand  noch  specieller  eingegangen,  wobei  be- 
sonders der  folgende  Versuch  von  Wichtigkeit  ist.  Er  schaltete  in 
den  Schliessungsbogen  einer  Volta'schen  Batterie  zwei  ganz 
gleiche  Stücke  Platindraht  ein,  welche  schraubenförmig  gewunden 
in  zwei  kleine  Glasröhren  eingeschlossen  waren,  deren  eine  Sauer- 
stoff, die  andere  Wasserstoff  enthielt,  und  legte  die  so  vorgerichte- 
ten Bohren  in  zwei  gleiche ,  mit  gleichen  Quantitäten  Wasser  ver- 
sehene Gefasse,  welche  als  Galorimeter  dienten.  Wurde  nun  die 
Verbindung  mit  der  Batterie  hergestellt,  so  dass  beide  Drähte  von 
demselben  Strome  durchflössen  wurden,  so  gerieth  der  in  Sauer- 
stoff befindliche  Draht  in  Weissgluth,  während  der  in  Wasserstoff 
befindliche  nicht  sichtbar  glühte.  Zugleich  stieg  durch  die  von 
den  Drähten  abgegebene  Wärme  die  Temperatur  in  den  Calori- 
metem  in  verschiedenem  Grade ,  nämlich  in  dem  die  WasserstoS*- 
röhre  umgebenden  von  60<>  F.  bis  70®  und  in  dem  die  Sauerstoff*- 
röhre  umgebenden  von  60®  bis  81®. 

In  ähnlicher  Weise  verglich  Grove  auch  andere  Gase  mit 
dem  Wasserstoff  und  fand  dabei  unter  anderen  folgende  Zahlen, 


Gesetze  auch  noch  die  (^esetse  der  electromagnetischen  Induction  in  An- 
wendung gebracht. 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  101,  S.  69.  —  «)  Phil.  Mag.  Ser.  3,  Vol.  27,  p.  446. 

^  Phü.  Mag.  Ser.  3,  Vol.  36,  p.  114  und  Pogg.  Ann.  Bd.  78,  S.  366. 
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welche  ich  zur  leichteren  Uebersicht  dadurch  reducirt  habe,  dass 
ich  immer  die  in  demselben  Versuche  beim  Wasserstoff  beobach- 
tete Wärmemenge  als  Einheit  genommen  habe. 


Gase,  in  denen  der 
Draht  sich  befand. 

Stick- 
stoff. 

r 

Sauer- 
stoff. 

Kohlen- 
säure. 

üelbilden- 
des  Gas. 

Wasser- 
stoff. 

Abgegebene    Wäime- 
menge 

2-26 

210 

1-90 

1-57 

1 

Bei  der  Uebersetzung  eines  Aufsatzes,  welcher  die  erste  oben 
erwähnte  Beobachtung  enthält,  hat  Poggendorff  in  einer  An- 
merkung die  Ansicht  ausgesprochen  ^),  dass  das  Erkalten  eines  gal- 
vanisch glühenden  Drahtes  in  verschiedenen  Gasen  wohl  mutatis 
mutandis  nach  denselben  Gesetzen  geschehe,  welche  Dulong  und 
Petit  für  das  Erkalten  eines  auf  gewöhnliche  Weise  erhitzten  Kör- 
pers aufgestellt  haben,  und  nach  welchen  ebenfalls  das  Wasser- 
stoffgas das  stärkste  Abkühlungsvermögen  besitzt.  Als  aber  der 
spätere  Versuch  mit  den  beiden  Calorimetem  von  Grove  ver- 
öffentlicht war,  trat  J.  Müller  gegen  die  Poggendorff  sehe  An- 
sicht auf^  indem  er  sagtet):  ^Dieser  Versuch  beweist  entschieden, 
dass  das  schwächere  Glühen  des  Drahtes  in  Wasserstoff  bei  voll- 
kommen gleicher  Stromstärke  nicht  etwa  darin  zu  suchen  ist,  dass 
das  Wasserstoffgas  dem  Drahte  seine  Wärme  schneller  entzieht, 
sonst  müsste  ja  gerade  das  Wasser  sich  schneller  erwärmen ,  wel- 
ches die  Wasserstoffröhre  umgiebt  Alles  deutet  darauf  hin ,  dass 
in  dem  Drahte,  wenn  er  vom  Wasserstoff  umgeben  ist,  wirklich 
eine  geringere  Wärmeproduction  stattfindet."  Nach  einigen  wei- 
teren Betrachtungen  schloss  er  seine  Auseinandersetzung  mit  dem 
Ausspruche:  „Nach  meinem  Dafürhalten  steht  die  Erscheinung 
noch  ganz  isolirt  und  völlig  unerklärt  da.'' 

Diese  Bemerkungen  von  Müller  gaben  mir  Veranlassung  zu 
einer  erweiterten  Betrachtung  des  Gegenstandes '),  wobei  ich  neben 
dem  von  Poggendorff  erwähnten  Unterschiede  des  Abkühlungs- 
vermögens verschiedener  Gase,   noch  die  Abhängigkeit  des  Lei- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  71,  S.  197. 

*)  Bericht  über   die  neuesten  Fortschritte  der  Physik.    Braunschweig 
1849,  S.  397. 

«)  Pogg.  Ann.  Bd.  87,  S.  501. 

Olftusia«,  mech.  Wftnneth«oria.  II,  \Q 
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tungswiderstandes  von  der  Temperatur  und  die  Abhängigkeit  der 
Wärmeerzeugung  vom  Leitungswiderstande  berücksichtigte. 

Die  von  mir  gegebene  Erklärung  lässt  sich  kurz  so  ausspre- 
chen. Wenn  zwei  Gase,  als  welche  wir  beispielsweise  atmosphä- 
rische Luft  und  Wasserstoff  annehmen  wollen,  in  der  Weise  ver- 
schieden wirken,  dass  der  Wasserstoff  einem  heissen  Körper  seine 
Wärme  schneller  entzieht,  als  die  Luft,  so  würde  der  Platindraht, 
selbst  bei  gleicher  Wärmeerzeugung  im  Wasserstoff  weniger  warm 
werden,  als  in  der  Luft.  Nun  ist  aber  der  Leitungswiderstand  im 
kälteren  Drahte  geringer,  als  im  wärmeren,  und  daher  wird  bei 
gleicher  Stromstärke  im  kälteren  Drahte  weniger  Wärme  erzeugt. 
Daraus  ergiebt  sich  für  den  im  Wasserstoff  befindlichen  Draht  eine 
noch  niedrigere  Temperatur,  als  die,  welche  man  bei  gleicher 
Wärmeerzeugung  erhalten  würde.  Auf  diese  Weise  ist  also  gleich- 
zeitig einerseits  die  viel  niedrigere  Temperatur  und  andererseits 
die  geringere  Wärmeerzeugung  und  Wärmeabgabe  an  das  Calori- 
meter  erklärt. 

Um .  auch  eine  ungefähre  numerische  Vergleichung  machen 
zu  können,  hat  man  die  Rechnungen  in  folgender  Weise  anzu- 
stellen. 

Die  Wärmemenge  J?,  welche  durch  einen  galvanischen  Strom 
während  der  Zeiteinheit  in  dem  Drahte  erzeugt  wird ,  lässt  sich 
durch  die  unter  (7)  gegebene  Gleichung 

darstellen.  Der  hierin  vorkommende  Leitungswiderstand  l  be- 
stimmt sich  als  Function  der  Temperatur  durch  die  Gleichung 

l  =  lo(l  -j-kt), 
worin  Iq  den  Leitungswiderstand  beim  Gefrierpuncte  und  t  die 
vom  Gefrierpuncte  an  gerechnete  Temperatur  in  C- Graden  darr 
stellt,  während  h  eine  Constante  bedeutet,  welche  wir  für  Platin 
nach  Arndtsen  gleich  0*00327  setzen  können  i).  Demnach  geht 
die  für  H  geltende  Gleichung  über  in 

(8)  H=^loJ^(l-^Jct). 


*)  In  meinem  oben  citirten  Aufsätze  von  1853  habe  ich  für  k  den 
Werth  0*0023  angewandt,  welcher  damals  nach  den  Versuchen  von  Len« 
der  wahrscheinlichste  war;  jetzt  aber  glaube  ich  den  spater  von  Arndt- 
sen gefundenen  Werth  vorziehen  zu  müssen. 
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Was  nun  die  Wärmemenge  H'  anbetrifft,  welche  der  Draht 
theils  durch  Strahlung,  theils  durch  Berührung  mit  dem  umge- 
benden Gaäe  während  der  Zeiteinheit  verliert  und  an  das  Galori- 
meter  abgiebt,  so  haben  wir  bei  deren  Bestimmung  die  von  Du- 
long  und  Petit  gegebene  Gleichung  in  Anwendung  zu  bringen. 
Diese  Gleichung  halte  ich  zwar,  wenn  man  sie  als  eine  für  alle 
Temperaturen  gültige  betrachten  wollte ,  für  durchaus  fehlerhaft ; 
aber  in  dem  Temperaturintervall,  innerhalb  dessen  die  Versuche 
von  Dulong  und  Petit  angestellt  sind,  nämlich  von  0<*  bis  300^ 
wird  man  sie  wohl  als  angenähert  richtig  ansehen  dürfen.  Die 
Gleichung,  ist  für  einen  an  der  Oberfläche  aus  Silber  bestehenden 
Körper  aufgestellt,  wir  wollen  aber  annehmen,  dass  sie  sich  auch 
auf  Platin  anwenden  lasse.  Machen  wir  femer  noch  der  Einfach- 
heit wegen  die  Voraussetzung,  dass  die  Temperatur  des  Calori- 
meters  constant  gleich  0<>  gewesen  sei  (wie  es  der  Fall  gewesen 
sein  würde,  wenn  Grove  statt  der  Wassercalorimeter  Eiscalorime- 
ter  angewandt  hätte),  so  können  wir  die  Dulong-Petit'sche 
Gleichung  in  folgender  Form  schreiben: 

(9)  Ä'  =  J5(a'—  1  +i>n 

worin  B  eine  von  der  Form  und  Grösse  des  angewandten  Körpers 
(also  in  unserem  Falle  des  Platindrahtes)  abhängige  Constante  ist 
Innerhalb  der  Klammer  bezieht  sich  die  Differenz  a<  —  1  auf  den 
Wärmeverlust  durch  Strahlung,  und  die  darin  vorkommende  Grösse 
a  hat  den  Werth  1-0077.  Das  Glied  p^*  bezieht  sich  auf  die 
Wärmeabgabe  an  das  umgebende  Gas.  Darin  hat  h  ein-  für  alle- 
mal den  Werth  1-233,  während  p  von  der  Natur  des  umgebenden 
Gases  abhängt,  und  für  die  von  Dulong  tmd  Petit  untersuchten 
Gase  unter  dem  Drucke  von  einer  Atmosphäre  folgende  Werthe  hat: 


In  Eohlen- 
Bäure. 


0-0220 


In  atm. 
Luft. 


0-0227 


In  Ölbild. 
Gase. 


0-0306 


In  Wasser- 
stoff. 


0-0784 


•  Wenn  nun  in  Bezug  auf  die  Temperatur  des  Drahtes  ein  sta- 
tionärer Zustand  eingetreten  ist,  wie  es  bei  den  Grove' sehen  Ver- 
suchen der  Fall  war,  so  muss  die  Gleichung 

gelten ,  und  diese  nimmt  durch  Einsetzung  der  für  H  und  H'  in 

10* 
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(8)  und  (9)  gegebenen  Ausdrücke,  wenn  man  dabei  zugleich  für 

l  e/* 

den  Bruch  -—rr  zur  Abkürzung  das  Zeichen  C  einfuhrt,  folgende 

Form  an: 

(10)  C(l  +  ÄO  —  a'+ 1  —  jP^*  =  ^• 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  Temperaturen,  welche 
der  Draht  bei  einer  bestimmten  Stromstärke  in  den  verschiede- 
nen Gasen  annimmt,  berechnen,  wenn  man  bei  unverändertem 
Werthe  der  Grösse  C  für  p  die  verschiedenen  in  der  Tabelle  an- 
geführten Werthe  anwendet.  Die  von  der  Stromstärke  abhängige 
Grösse  C  muss  dabei  aber  einen  solchen  Werth  haben ,  dass  keine 
der  Temperaturen  höher  wird,  als  300o,  weil  sonst  die  Gleichung 

(9)  und  demnach  auch  die  Gleichung  (10)  ihre  Anwendbarkeit  ver- 
lieren würde. 

Ich  habe  eine  solche  Rechnung  für  atmosphärische  Luft  und 
Wasserstoff  ausgeführt,  indem  ich  angenommen  habe,  die  Strom- 
stärke sei  so  gewählt,  dass  der  Draht  in  atmosphärischer  Luft 
gerade  die  Temperatur 

fi  =  3000 

annehme,  und  dann  die  Temperatur  t^^  welche  er  bei  derselben 
Stromstärke  in  Wasserstoff  annehmen  muss,  berechnet  habe.  Um 
zunächst  den  der  gewählten  Stromstärke  entsprechenden  Werth 
von  C  zu  bestimmen,  hat  man  in  (10)  für  t  den  Werth  300  und 
für  jp  den  in  atmosphärischer  Lufl  geltenden  Werth  0'0227  zu  setzen. 
Die  so  entstehende  Gleichung  giebt  für  C  den  Werth  17-52.  Führt 
man  nun  diesen  Werth  von  C  in  die  Gleichung  (10)  ein,  und  wen- 
det jetzt  für  p  den  in  Wasserstoff  geltenden  Werth  0-0784  an ,  so 
kann  man  aus  der  Gleichung  die  Temperatur  ^,  welche  der  Draht 
bei  derselben  Stromstärke  in  Wasserstoff  annimmt,  berechnen,  und 
erhält: 

U  =  97'>. 


Man  sieht  also,  dass  der  Draht  in  Wasserstoff  in  der  That  eine 
viel  niedrigere  Temperatur  annehmen  muss,  als  in  atmosphäri- 
scher Luft. 

Nachdem  die  Temperaturen  t^  und  t^  bestimmt  sind,  kann 
man  auch  das  Verhältniss  der  Wärmemengen  Hi  und  H^ ,  welche 
in  dem  Drahte  während  der  Zeiteinheit  erzeugt  und  an  das  Caiori- 
meter  abgegeben  werden,  leicht  berechnen.    Man  braucht  dazu 
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nur  in  der  Gleichung  (8)  für  t  nach  einander  300  und  97  zu 
setzen,  wodurch  man  erhält: 

Hi\H^  =  1-981  :  1-317  =  1-5  :  1. 

Also  auch  in  dieser  Beziehung  stimmt  das  Resultat  der  Rechnung 
mit  der  Grove'schen  Beobachtung  überein,  indem  die  durch  den 
Sttom  erzeugte  und  an  das  Galorimeter  abgegebene  Wärmemenge 
für  den  in  WasserstofiF  befindlichen  Draht  geringer  gefunden  wird, 
als  für  den  in  atmosphärischer  Luft  befindlichen. 

Eine  genaue  Vergleichung  der  Zahlen  ist  allerdings  nicht 
möglich,  weil  wir  unsere  Rechnung  wegen  der  beschränkten  Gül- 
tigkeit der  empirischen  Formeln  auf  viel  engere  Temperatur- 
grenzen beschränken  mussten,<  als  in  Grove's  Versuchen  vorge- 
kommen sind ,  wo  der  in  Luft  befindliche  Draht  weissglühend  ge- 
worden ist.  Da  indessen  für  die  engeren  Temperaturgrenzen  die 
Erklärung  so  unzweifelhaft  der  Erfahrung  entspricht,  so  wird  man 
keinen  Anstand  nehmen,  sie  auch  für  weitere  Temperaturgrenzen 
als  richtig  anzuerkennen.  Wenn  man  dieses  thut,  so  kann  man 
nun  umgekehrt  die  Grove'schen  Beobachtungen  dazu  anwenden, 
zu  prüfen,  ob  die  von  Dulong  und  Petit  aufgestellte  Formel 
auch  für  solche  Temperaturen,  die  bis  zur  Weissglühhitze  gehen, 
noch  als  zulässig  anzusehen  ist.  Auf  diese  Betrachtungen  will  ich 
hier  nicht  eingehen,  sondern  verweise  in  dieser  Beziehung  auf  mei- 
nen oben  citirten  Aufsatz. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  jedes  andere  Mittel, 
durch  welches  die  Wärmeabgabe  des  Drahtes  geändert  wird,  im 
Wesentlichen  dieselben  Erscheinungen  zur  Folge  haben  muss,^wie 
die  Anwendung  verschiedener  Gase.  Ein  sehr  einfaches  Mittel  der 
Art  besteht  darin,  die  Grösse  der  Oberfläche  des  Drahtes  zu  än- 
dern. Nimmt  man  z.  B.  zwei  Drähte  von  gleichem  StoflFe,  gleicher 
Länge  und  gleichem  Querschnitte,  welche  sich  nur  dadurch  von 
einander  unterscheiden,  dass  der  eine  cylindrisch  und  der  andere 
plattgewalzt  ist,  so  besitzt  der  letztere  eine  grössere  Oberfläche 
und  demgemäss  eine  schnellere  Wärmeabgabe,  als  der  erstere. 
Zwei  solche  Drähte  werden  sich  in  einem  und  demselben  Gase 
ganz  ähnlich  verhalten,  wie  zwei  gleiche  Drähte  in  verschiedenen 
Gasen ,  indem  der  platte  Draht  weniger  erhitzt  und  in  ihm  weni- 
ger Wärme  erzeugt  wird. 
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§.  8.    Zunahme  des  Leitungswiderstandes  einfacher 
fester  Metalle  mit  der  Temperatur. 

Der  electrische  Leitungswiderstand  der  Metalle  ändert  sich 
bekanntlich  mit  der  Temperatur.  Bei  Legirungen  aus  zwei  oder 
mehreren  Metallen  ist  diese  Aenderung  sehr  verschieden;  bei  den 
einfachen  festen  Metallen  dagegen  ist  die  verhältnissmässige  Zu- 
nahme des  Leitungswiderstandes  mit  der  Temperatur  angenähert 
gleich  Diese  letztere  Uebereinstimmimg  tritt  besonders  deutlich 
in  der  im  Jahre  1858  veröflfentlichten  werthvollen  Untersuchung 
von  Arndtseni)  hervor,  welcher  am  Schlüsse  seines  Aufsatzes 
darauf  hinweist,  ohne  jedoch  die  Grösse  dieser  auf  das  electrische 
Verhalten  der  Metalle  ausgeübten  Wärmewirkung  mit  der  anderer 
Wärmewirkungen  in  Beziehung  zu  bringen. 

Als  ich  jenen  Hinweis  las,  stieg  mir  der  Gedanke  auf,  dass, 
wenn  die  verhältnissmässige  Zunahme  des  Leitungswiderstandes 
von  der  Natur  des  Stoffes  unabhängig  und  nur  von  der  Tempe- 
raturzunahme abhängig  sei,  sie  nothwendig  zur  absoluten  Tem- 
peratur in  einer  einfachen  Beziehung  stehen  müsse.  Dieses  fand . 
ich  dann  bei  einer  Vergleichung  der  Zahlen  in  der  That  bestätigt. 
Die  absolute  Temperatur  wächst  bekanntlich,  wenn  man  die  vom 
Gefrierpuncte  an  in  C- Graden  gezählte  Temperatur  mit  t  be- 
zeichnet, im  Verhältnisse  der  Sunune  1  -(-  0*003665 .  t  Ganz  ähn- 
lich verhält  sich  auch  die  Zunahme  des  Leitungswiderstandes  der 
einfachen  festen  Metalle  mit  der  Temperatur.  Bei  fünf  Metallen 
(Platin,  Aluminium,  Silber,  Kupfer  und  Blei)  konnte  Arndtsen 
die  Zunahme  des  Leitungswiderstandes  durch  eine  in  Bezug  auf 
die  Temperatur  lineare  Formel  darstellen,  und  nur  beim  Eisen 
musste  er  ein  quadratisches  Glied  hinzufügen,  welches  aber  inner- 
halb der  bei  seinen  Versuchen  eingehaltenen  Temperaturgrenzen 
im  Verhältniss  zum  linearen  Gliede  unbedeutend  ist  Die  GoefS- 
cienten  von  t  liegen  bei  allen  sechs  Metallen  (wenn  wir  bei  jedem 
den  bei  0^  stattfindenden  Leitungswiderstand  zur  Einheit  nehmen) 
zwischen  000327  und  0-00413  und  ihr  Mittelwerth  ist  0-00366. 
Auch  die  schon  ein  Jahr  früher  von  Matthiessen  mit  Kalium 
und  Natrium  angestellten  Versuche  ^)  hatten  Zunahmen  des  Lei- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  104,  S.  1.  —   ^)  Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  178. 
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tungswiderstandes  gegeben,  welche  zwischen  denselben  Grenzen 
liegen. 

Dieses  veranlasste  mich  in  einer  in  Pogg.  Ann.  yeröfFenÜich- 
ten  kurzen  Notiz  i)  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Ab- 
hängigkeit des  Leitungswiderstandes  der  festen  einfachen  Metalle 
von  der  Temperatur  sich  mit  einer  gewissen  Annäherung  durch 
den  einfachen  Satz  ausdrücken  lasse,  dass  der  Leitungswider- 
staud  der  absoluten  Temperatur  proportional  sei.  Wenn 
dieser  Satz  auch  nur  angenähert  richtig  ist  (wie  es  ja  auch  die 
meisten  anderen  physicalischen  Sätze  nur  sind),  so  schien  er  mir 
doch  geeignet  zu  sein,  als  Anknüpfungspunct  für  weitere  Betrach- 
tungen über  den  electrischen  Leitungswiderstand  zu  dienen  und 
insofern  einiges  Interesse  darzubieten. 


§.  9.    Beziehung  zwischen  der  chemischen  Action,  welche 

in  einer  Volta'schen  Säule   stattfindet,  und  den  durch 

den  Strom  hervorgebrachten  Wirkungen. 

Es  ist  in  den  in  diesem  Abschnitte  vorgekommenen  Betrach- 
tungen über  die  während  eines  stationären  Stromes  geleistete  Ar- 
beit und  erzeugte  Wärme  nur  von  homogenen  Leitern  die  Rede 
gewesen  und  dabei  angenommen,  dass  der  in  ihnen  stattfindende 
Strom  keine  Wirkung  nach  Aussen  hin  ausübe  und  von  Aussen 
her  erleide.  Es  wird«  aber  vielleicht  nicht  unzweckmässig  sein,  zum 
Schlüsse  noch  einen  Blick  auf  die  galvanische  Kette  im  Ganzen  zu 
werfen,  um  zu  sehen,  wie  die  chemischen  Kräfte,  welche  den  Strom 
hervorrufen,  bei  der  Betrachtung  der  Aequivalenz  von  Wärme 
und  Arbeit  in  Rechnung  zu  bringen  sind,  und  wie  es  sich  verhält, 
wenn  der  Strom  ausserhalb  des  Leiters  eine  Arbeit  leistet  und 
dabei  die  entsprechende  Rückwirkung  erfährt. 

Wenn  ein  electrischer  Strom  durch  eine  Volta'sche  Säule 
hervorgebracht  wird,  so  findet  in  dieser  eine  chemische  Action 
statt,  welche  nicht  unmittelbar  die  Wärme  entwickelt^  die  sie  ent- 
wickeln könnte,  wenn  sie  unter  anderen  Umständen  stattfände. 
Diejenige  bei  dieser  Action  von  den  molecularen  Kräften  gethane 
Arbeit,  welche,  anstatt  unmittelbar  Wärme  zu  erzeugen,  den  elec- 
trischen Strom  hervorruft,  möge  kurz  die  verbrauchte  Arbeit 


1)  Bd.  104,  S.  650. 
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genannt  werden.  Der  Strom  seinerseits,  indem  er  den  Leitungs* 
widerstand  überwindet,  erzeugt  in  den  Leitern  Wärme.  Sofern 
der  Strom  keine  äusseren  Wirkungen  hervorbringt ,  ist  diese  er- 
zeugte Wärme  der  verbrauchten  Arbeit  äquivalent. 

Wenn  dagegen  der  Strom  eine  äussere  Wirkung  hervorzubrin- 
gen, z.  B.  eine  electromagnetische  Maschine  zu  treiben  hat,  so 
nimmt  die  Stärke  des  Stromes  ab,  und  damit  wird  zugleich  einer- 
seits die  chemische  Action  und  der  mit  ihr  verbundene  Arbeits- 
verbrauch, und  andererseits  die  bei  der  Ueberwindung  des  Lei- 
tungswiderstandes stattfindende  Wärmeerzeugung  geringer.  Es 
fragt  sich  nun,  in  welcher  Beziehung  jetzt  diese  beiden  Grössen 
zu  einander  stehen,  ob  wiedenun  die  erzeugte  Wärme  der  ver- 
brauchten Arbeit  äquivalent  ist,  oder  ob  sich  unter  Anwendung 
der  in  der  Electricitätslehre  geltenden  Gesetze  ein  Ueberschuss  an 
verbrauchter  Arbeit  in  der  Säule  nachweisen  lässt,  welcher  als 
Aequivalent  der  äusserlich  hervorgebrachten  Wirkungen  zu  be- 
trachten ist 

Diese  Frage  lässt  sich  sehr  kurz  so  beantworten.  Wenn  die 
Intensität  des  Stromes,  während  er  äusserlich  eine  Arbeit  thut, 
abnimmt,  so  nimmt  dabei  die  chemische  Action  im  einfachen  Ver- 
hältnisse und  die  erzeugte  Wärme  im  quadratischen  Verhältnisse 
ab.  Folglich  muss  die  erzeugte  Wärme  kleiner  als  die  verbrauchte 
Arbeit  werden.  Es  bleibt  somit  von  der  in  der  Säule  verbrauch- 
ten Arbeit  ein  Ueberschuss ,  welcher  das  Aequivalent  der  äusser- 
lich gethanen  Arbeit  ist. 

Die  Sache  wird  noch  klarer  durch  einige  einfache  Formeln. 

Sei  a  die  Menge  des  Zinks,  welche  in  einem  galvanischen  Ele- 
mente durch  einen  Strom  von  der  Einheit  der  Intensität  während 
der  Einheit  der  Zeit  aufgelöst  wird.  Wenn  dann  Z  die  Menge  des 
Zinks  bezeichnet,  welche  in  einer  Säule  von  n  Elementen  durch 
einen  Strom  von  der  Intensität  I  während  der  Zeiteinheit  aufge- 
löst wird,  so  haben  wir  die  Gleichung : 

(11)  Z=anL 

• 

Die  übrigen  chemischen  Actionen,  welche  die  Auflösung  des 
Zinks  begleiten,  sind  in  den  verschiedenen  galvanischen  Elemen- 
ten verschieden,  und  ebenso  verhält  es  sich  folglich  auch  mit  der 
in  den  Elementen  verbrauchten  Arbeit.  Sei  e  die  verbrauchte  Ar- 
beit für  die  Gewichtseinheit  Zink,  eine  Arbeitsgrösse,  welche  je 
nach  den  Elementen  ungleich  und  z.  B.  in  einem  Gro versehen 
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Elemente  grösser  als  in  einem  DanielPschen  Elemente  ist.  Sei 
femer  W  die  Arbeit,  welche  in  der  ganzen  Säule  während  der 
Zeiteinheit  verbraucht  wird ,  wenn  der  Strom  die  Intensität  I  hat. 
Dann  hat  man  die  Gleichung : 

(12)  W=eZ=aenI.  ,    * 

Die  Wärmemenge  fl",  welche  durch  denselben  Strom  bei  Ueber- 
windung  des  Leitungswiderstandes  erzeugt  wird,  wird  dem  Obigen 
nach  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(13)  R=\ll\ 

X 

worin  l  den  ganzen  Leitungswiderstand  der  Schliessung  und  E 
das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  bedeutet,  vorausgesetzt 
dass  die  Stromintensität  und  der  Leitungswiderstand  nach  mecha- 
nischen Maassen  gemessen  wird.  * 

Wenn  eine  Schliessung,  welche  eine  galvanische  Säule  enthält, 
sich  unter  solchen  Umständen  befindet,  wo  sie  keine  äusserliche 
Wirkung  ausübt  oder  erleidet,  so  nimmt  der  Strom  von  selbst  die- 
jenige Litensität  an,  welche  noth wendig  ist,  damit  die  erzeugte 
Wärme  der  verbrauchten  Arbeit  äquivalent  werde.  Wenn  also  W^ 
und  B.X  die  speciellen  Werthe  von  W  und  fTsind,  welche  diesem 
Falle  entsprechen,  so  hat  man: 

(14)  i/i  -=\  Wi, 

welche  Gleichung  dazu  dient,  die  Intensität  Ii  des  Stromes,  wel- 
cher unter  diesen  Umständen  entsteht,  z&  bestimmen.  Unter  An- 
wenduhg  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  geht  diese  Gleichung 
nämlich  über  in : 

(15)  -lzj^«=laew/i, 
woraus  folgt: 

(16)  ^^^^     \ 

Die  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Grösse  aen  ist  diejenige, 
welche  man  gewöhnlich  die  electromotorische  Kraft  der  Säule 
nennt. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  der  Strom  vollbringe  äusserlich 
eine  Arbeit,  und  dadurch  sei  seine  Intensität  um  die  Grösse  i  ver- 
mindert. Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  noch  annehmen,  dass 
diese  Verminderung  constant  sei,  denn  wenn  sie  veränderlich  wäre, 


E    ^         E 
aen 
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so  müssten  wir  statt  einer  Zeiteinheit  nur  ein  Element  der  Zeit 
betrachten.    Die  gegenwärtige  Intensität  des  Stromes. ist  also: 

/=  Ji  —  i. 

Indem  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  (12)  und  (13) 
einführt,  erhält  man : 

(17)  W=aen(Ii  —  i) 

(18)  H=^l(I^-iy 

=  l[ll,(l,-i)-li(lr-i)]. 

Substituirt  man  in  der  letzten  Gleichung  für  Ji  einmal  seinen 
Werth  aus  (16),  so  kann  man  schreiben: 

H=^  [aen(I,  -  i)  -  U(Ii  -  i)] 

und  folglich  auch,  gemäss  der  Gleichung  (17): 

(19)  H=^[W-li(I,-i)]. 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  die  erzeugte  Wärme 
zu  klein  ist,  um  der  verbrauchten  Arbeit  äquivalent  zu  sein.  Der 
Rest  dieser  letzteren,  nämlich  die  Grösse 

stellt  denjenigen  Verbrauch  dar,  welcher  der  äusserlich 
gewonnenen  Arbeit  entspricht. 

Ebenso  findet  man,  dass  in  dem  Falle,  wo  durch  einen  äusse- 
ren Einüuss  die  Intensität  des  Stromes  vermehrt  wird,  die  erzeugte 
Wärme  die  in  der  Säule  verbrauchte  Arbeit  übertriffL  Man  braucht 
für  diesen  Fall  nur  die  Grösse  i  mit  dem  Pluszeichen  einzuführen, 
wodurch  man  an  der  Stelle  von  (19)  erhält: 

(20)  H=^[W-^li(I,+i)l 

Wenn  die  Schliessung,  in  welcher  der  Strom  i  inducirt  wird, 
keine  eigene  Stromquelle  enthält,  so  muss  man  TF  =  0  und  Jj  =  0 
setzen,  wodurch  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  übergehen  in: 

welches  für  einen  inducirten  Strom  dieselbe  Gleichung  ist,  wie  (13) 
für  einen  beliebigen  Strom. 


ABSCHNITT  VI. 


Eleotrioitätsleitung  in  Eleotrolyten. 

§.  1.    Arbeitleistung  und  Wärmeerzeugung  in  einem 

electrolytischen  Leiter. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  die  Wirkungen  eines  gal- 
vanischen Stromes  innerhalb  eines  Leiters  erster  Glasse  (d.  h.  eines 
solchen,  welcher  ohne  Electrolyse  leitet)  betrachtet,  ohne  dabei 
auf  die  Art  der  Entstehung  des  Stromes  Rücksicht  zu  nehmen. 
Es  hat  sich  dort  ergeben,  dass  die  Gesetze,  nach  welchen  die 
Wärmeerzeugung  in  diesen  Leitern  stattfindet,  eine  unmittelbare 
Folge  des  Ohm 'sehen  Gesetzes  und  des  Satzes  von  der  Aequiva- 
lenz  von  Wärme  und  Arbeit  sind.  In  ähnlicher  Weise  kann  man 
auch  bei  einem  Leiter  zweiter  Classe,  welcher  durch  Electrolyse 
leitet,  wenn  man  ihn  ganz  für  sich,  ohne  Rücksicht  auf  die  übri- 
gen Theile  der  Kette  betrachtet,  einige  theils  streng  begründete, 
theils  wenigstens  wahrscheinliche  Folgerungen  ziehen ,  welche  mir 
von  Interesse  zu  sein  scheinen,  und  welche  ich  hier  so,  wie  ich  sie 
in  einer  in  Pogg.  Ann.  i)  veröffentlichten  Abhandlung  entwickelt 
habe,  mittheilen  will. 

Was  zunächst  die  Gesetze  der  Arbeitleistung  anbetrifft,  so 
lassen  sich,  wenn  man  das  Ohm' sehe  Gesetz  auch  bei  den  Leitern 
zweiter  Gasse  als  richtig  anerkennt,  die  im  vorigen  Abschnitte 
gezogenen  Schlüsse  in  unveränderter  Weise  auch  auf  diesen  Fall 


1)  Bd.  101,  S.  388. 
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ausdehnen.  Um  den  Strom  trotz  des  Leitungswiderstandes  auf- 
recht zu  erkalten,  muss  an  jeder  Stelle  des  Leiters  eine  Kraft  thä- 
tig  sein ,  welche  positiv  electrische  Theilchen  nach  einer  und  ne- 
gativ electrische  Theilchen  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
zu  treiben  sucht.  Diese  Kraft  wird  ausgeübt  von  getrennter  Elec- 
tricität,  welche  sich,  wie  Kirchhoff  bewiesen  hat,  nur  an  der 
Oberfläche  des  Leiters  oder  an  der  Grenzfläche  zweier  verschiede- 
ner  Leiter  befinden  kann ,  während  man  von  dem  Inneren  eines 
homogenen  Leiters  annehmen  muss,  dass  dort  positiv  und  negativ 
electrische  Theilchen  so  gleichmässig  gemischt  sind,  dass  man 
jeden  messbaren  Raum  als  unelectrisch  betrachten  darf.  Die  von 
jener  treibenden  Kraft  geleistete  Arbeit  lässt  sich  durch  dieselben 
Formeln  ausdrücken,  welche  im  vorigen  Abschnitte  entwickelt  sind. 

Wenn  man  nun  die  durch  den  Strom  erzeugte  Wärme  be- 
stimmen will,'  so  könnte  es  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  schei- 
nen, als  ob  in  dieser  Beziehung  zwischen  den  Leitern  erster  und 
zweiter  Classe  eine  Verschiedenheit  obwalten  müsse.  In  den  Lei- 
tern erster  Classe  bleiben  die  Massenmolecüle  unverändert  in 
ihrer  Lage,  und  nur  die  Electricität  bewegt  sich;  bei  den  Leitern 
zweiter  Classe  dagegen  werden  die  Bestandtheile  der  Massen- 
molecüle mit  in  die  Bewegung  gezogen,  und  es  finden  Zerlegung' 
gen  und  Wiederzusammensetzungen  statt,  bei  denen  ohne  Zweifel 
die  Molecularkräfte ,  mit  welchen  die  Bestandtheile  auf  einander 
wirken,  eine  bedeutende  Thätigkeit  entwickeln.  Bei  näherer  Be- 
trachtung überzeugt  man  sich  jedoch  leicht,  dass  bei  der  Bestim- 
mung der  erzeugten  Wärme  die  von  den  Molecularkräften  getha- 
nen  Arbeitsgrössen ,  so  bedeutend  sie  auch  im  Einzelnen  sein  mö- 
gen, doch  nicht  berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  weil  sie  sich 
gegenseitig  vollständig  aufheben. 

Wenn  man,  während  der  Leiter  von  einem  stationären  Strome 
durchflössen  wird,  ein  zur  Betrachtung  ausgewähltes,  von  einer  ge- 
schlossenen Fläche  umgrenztes  Stück  desselben  zu  Anfang  und 
zu  Ende  einer  Zeiteinheit  untersucht,  so  findet  man,  dass  sein  Zu- 
stand während  dieser  Zeit  keine  wesentliche  Veränderung  erlitten 
hat.  Es  haben  sich  zwar  die  electro-positiven  Bestandtheile  vie- 
ler Molecüle  von  electro-negativen,  mit  welchen  sie  bisher  verbun- 
den waren,  getrennt,  aber  dafür  haben  sie  sich  mit  anderen  ganz 
gleichen  wieder  verbunden,  und  die  Arbeit,  welche  die  Molecular- 
kräfte bei  einer  solchen  Verbindung  thun,  ist  unzweifelhaft  eben 
so  gross,  wie  die,  welche    sie  bei  der  Trennung  erleiden  (oder 


Electricitätsleitung  in  Electrolyten.  157 

negativ  thun).  Ebenso  sind  für  alle  Massentheile,  welche  an  der 
einen  Seite  aus  dem  Räume  ausgetreten  sind,  eben  so  viele  solche 
an  der  anderen  Seite  eingetreten,  so  dass  die  ganze  in  dem  Räume 
befindliche  Masse  zu  Ende  der  Zeit  dieselbe  Dichtigkeit,  dieselbe 
Zusammensetzung  und  dieselbe  Anordnung  der  Molecüle  hat,  wie 
zu  Anfang.  Man  kann  daher,  ohne  die  Arbeitsgrössen ,  welche  bei 
den  einzelnen  Vorgängen  von  den  Molecularkräften  gethan  sind, 
zu  kennen,  mit  Sicherheit  den  Schluss  ziehen,  dass  die  algebraische 
Summe  dieser  Arbeitsgrössen  Null  ist.  Es  bleibt  also  nur  die  Ar- 
beit übrig,  welche  die  treibende  electaische  Kraft  bei  der  üeber- 
windung  des  Leitungswiderstandes  gethan  hat,  und  welche  sich, 
da  sie  keine  bleibende  Veränderung  in  dem  Leiter  hervorgebracht 
hat,  in  lebendige  Kraft,  und  da  keine  andere  lebendige  Kraft  vor- 
kommt, in  Wärme  verwandelt  haben  muss.      - 


§.  2.    Electrisches  Verhalten  der  Theilmolecüle. 

Wir  wollen  nun  auf  die  Art,  wie  man  sich  die  Electricitäts- 
leitung innerhalb  eines  Electrolyten  vorstellen  muss,  etwas  spe- 
cieller  eingehen. 

Die  Molecüle  des  Electrolyten  werden  durch  den  Strom  in 
zwei  Bestandtheile  zerlegt,  welche  entweder  einfache  Atome  oder 
selbst  auch  schon  aus  mehreren  Atomen  zusammengesetzte  Mole- 
cüle sein  können,  wie  z.  B.  im  Kupfervitriol  der  eine  Bestandtheil 
Cu  einfach  und  der  andere  SO4  zusammengesetzt  ist.  Ich  werde 
diese  Bestandtheile,  mögen  sie  nun  aus  einem  oder  aus  mehreren 
Atomen  bestehen,  die  Theilmolecüle  nennen,  und  ein  ganzes 
Molecül  des  Electrolyten,  wo  es  zur  Unterscheidung  nöthig  ist,  ein 
Gesammtmolecül. 

Aus  der  Art,  wie  die  Zersetzung  des  Electrolyten  mit  der 
Electricitätsleitung  zusammenhängt,  muss  man  schliessen,  dass  die 
beiden  Theilmolecüle  in  ihrer  Verbindung  zu  einem  Gesammt- 
molecül entgegengesetzte  electrische  Zustände  haben,  welche  auch 
nach  ihrer  Trennung  fortbestehen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
es  zwei  Electricitäten  gebe,  muss  man  also  annehmen,  dass  das 
eine  Theilmolecül  einen  Ueberschuss  an  positiver,  das  andere  einen 
eben  so  grossen  Ueberschuss  an  negativer  Electricität  habe ;  unter 
der  Voraussetzung  von  nur  Einer  Electricität  dagegen  muss  man 
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annehmen,  dass  das  eme  Theilmolecül  mehr  und  das  andere  weni- 
ger Electricität  besitze,  als  zum  neutralen  Zustande  nöthig  ist 

Dass  zwei  Molecüle  von  verschiedener  Natur  bei  ihrer  Be- 
rührung solche  entgegengesetzten  electrischen  Zustände  annehmen 
können,  ist  sehr  wohl  denkbar.  Eben  so  liegt  keine  Schwierig- 
keit darin,  sich  diese  Zustände  auch  nach  der  Trennung  als  fort- 
bestehend zu  denken,  so  lange  man  nur  annimmt,  dass  nirgends 
innerhalb,  des  Leiters  eine  grössere  Anzahl  positiver  Theilmolecüle 
allein  oder  negativer  Theilmolecüle  allein  angehäuft  sei,  sondern 
dass  beide  Arten  von  Theilmolecülen  überall  so  gleichmässig  ver- 
breitet seien,  dass  sich  in  jedem  messbaren  Baume  gleich  viel 
Molecüle  beider  Arten  befinden.  In  diesem  Falle  kann  nämlich 
aus  den  Kräften,  welche  die  an  einem  Theilmolecül  haftende  Elec- 
tricitätsmenge  von  den  Electricitätsmengen  der  umgebenden  Theil- 
molecüle erleidet,  wegen  der  entgegengesetzten  Wirkungen  der 
positiven  und  negativen  Theilmolecüle,  keine  starke  Resultante 
entstehen,  welche  jene  erstere  Electricitätsmenge  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  zu  treiben  imd  dadurch  von  seinem  Molecül, 
wenn  dieses  an  der  Bewegung  verhindert  wäre,  zu  trennen  suchte. 

Wäre  dagegen  in  einem  Räume  eine  grosse  Anzahl  von  Mo- 
lecülen  befindOich,  welche  alle  mit  gleicher  Electricität  geladen 
wären,  so  würde  die  Electricitätsmenge  irgend  eines  zur  Betrach- 
tung ausgewählten  Molecüls  von  den  Electricitätsmengen  aller 
anderen  abgestossen  werden,  und  diese  Kräfte  würden,  wenn  sich 
das  betrachtete  Molecül  nicht  gerade  in  der  Mitte  der  Masse  be- 
fände, durch  ihre  Vereinigung  eine  beträchtliche  in  der  Richtung 
von  innen  nach  aussen  wirkende  Kraft  bilden  können.  Da  auch 
die  an  den  anderen  Molecülen  haftenden  Electricitätsmengen  ganz 
ähnlichen  Wirkungen  unterworfen  wären,  indem  jede  durch  die 
Gresammtwirkung  aller  übrigen  nach  aussen  gedrängt  würde,  so 
würde  in  dem  electrischen  Zustande  der  ganzen  Masse  eine  Span- 
nung obwalten,  welche  sich  nur  dann  unverändert  erhalten  könnte, 
wenn  die  Masse  absolut  nichtleitend  wäre.  Im  anderen  Falle 
würde  die  freie  Electricität  aller  Molecüle,  je  nach  der  Güte  der 
Leitung  mehr  oder  weniger  schnell  nach  aussen  strömen,  zunächst 
an  die  Oberfläche  der  «Masse,  und  von  da,  wenn  die  Masse  nicht 
vollkommen  isolirt  wäre,  in  die  weiteren  Umgebungen. 
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§.  3.    Bedingung,  welche   als   erfüllt  voraus- 
zusetzen ist. 

Betrachten  wir  ferner  den  Vorgang  der  Zersetzung  selbst, 
wie  er  in  der  Flüssigkeit,  welche  als  Electrolyt  dient,  oder  den 
Electrolyten  aufgelöst  enthält,  stattfindet ,  so  darf  zunächst  so  viel 
als  feststehend  betrachtet  werden,  dass  nicht  die  an  der  einen 
Electrode  frei  werdenden  Theihnolecüle  sich  durch  die  Flüssig- 
keit bis  zur  anderen  Electrode  fortbewegen,  sondern  dass  in  der 
ganzen  zwischen  den  beiden  Electroden  befindlichen  Flüssigkeits- 
masse überall  Zersetzungen  und  neue  Verbindungen  geschehen, 
so  dass  die  positiven  Theihnolecüle,  welche  während  der  Zeit- 
einheit an  der  Kathode  ankommen,  zwar  der  Anzahl  nach  mit 
denen  übereinstimmen,  welche  von  der  Anode  ausgehen,  aber  nicht 
dieselben  sind,  und  ebenso  in  Bezug  auf  die  negativen  Theil- 
molecüle,  welche  an  der  Anode  ankommen. 

Die  Art,  wie  die  in  den  verschiedenen  Flüssigkeitsschichten 
stattfindenden  Zersetzungen  unter  einander  zusammenhängen,  be- 
darf aber  noch  einer  näheren  Feststellung,  und  namentlich  muss 
eine  Ansicht,  welche  ziemlich  nahe  zu  liegen  scheint,  welche  aber 
entschieden  unrichtig  ist,  von  vornherein  ausgeschlossen  werden. 

Man  könnte  sich  nämlich  möglicherweise  vorstellen,  dass  die 
Zersetzung  von  der  einen  Electrode,  z.  B.  von -der  Anode,  aus- 
ginge ,  dass  die  negativen  Theihnolecüle  der  zersetzten  Gesammt- 
molecüle  hier  festgehalten  würden,  die  positiven  dagegen  zur 
nächsten  Flüssigkeitsschicht  gingen  und  dort  eine  neue  Zersetzung 
bewirkten ,  indem  sie  sich  mit  den  negativen  Theilmolecülen  die- 
ser Schicht  verbänden,  und  die  positiven  frei  machten ,  dass  diese 
letzteren  dann  weiter  zur  folgenden  Schicht  gingen,  und  hier  aber- 
mals dieselbe  Wirkung  ausübten  u.  s.  f.  Hiemach  würde  die  Zer- 
setzung einer  Schicht  die  Ursache  für  die  Zersetzung  der  folgen- 
den Schicht  sein,  und  die  Wirkung  der  in  dem  liCiter  vorhande- 
nen treibenden  Kraft  würde  sich  darauf  beschränken,  erstens  die 
frei  gewordenen  positiven  Theilmolecüle  der  vorigen  Schicht  nach 
der  folgenden  zu  bewegen,  und  zweitens  dadurch,  dass  sie  die 
positiven  Theilmolecüle  dieser  Schicht  ebenfalls  vorwärts  drängt, 
die  Zersetzung  zu  erleichtem. 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Vorstellungsweise  ergiebt  sich  aber 
sogleich  daraus,  dass  nach  ihr  innerhalb  der  Flüssigkeit  während 
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des  Stromes  stets  ein  Ueberschuss  von.  positiven  Theilmolecülen, 
und  somit  auch  Yon  positiver  Electricität  vorhanden  sein  müsste, 
was,  wie  schon  erwähnt,  nach  den  Gesetzen  über  die  Vertheilung 
der  getrennten  Electricität  für  einen  stationären  Strom  eben  so 
unzulässig  ist,  wie  für  den  Gleichgewichtszustand.  In  derselben 
Weise  würde  man,  wenn  man  die  vorher  beschriebene  Art  der 
Fortpflanzung  der  Zersetzungen  in  umgekehrter  Richtung  von  der 
Kathode  zur  Anode  annehmen  wollte,  einen  Ueberschuss  von  nega- 
tiven Theilmolecülen  innerhalb  der  Flüssigkeit  erhalten ,  welcher 
natürlich  gleichfalls  unstatthaft  ist. 

Als  Grundbedingung  für  alle  weiteren  Betrachtungen  müssen 
wir  an  dem  Satze  festhalten,  dass  sich  innerhalb  jedes  mess- 
baren Raumes  der  Flüssigkeit  gleich  viel  positive  und 
negative  Theilmolecüle  befinden,  mögen  diese  nun  alle  je 
zwei  zu  Gesammtmolecülen  verbunden  sein,  oder  mögen  einige  im 
unverbundenen  Zustande  zwischen  den  Gesammtmolecülen  zer- 
streut sein. 

Hieraus  folgt,  dass  in  einer  electrolytischen  Flüssigkeit,  welche 
sich  in  ihrem  natürlichen  Zustande  befindet,  indem  keine  Art  von 
Theilmolecülen  in  ihr  überwiegt,  unter  dem  blossen  Einflüsse  der- 
jenigen Kraft,  welche  dazu  dient,  den  Leitungswiderstand  zu  über- 
winden, solche  abwechselnde  Zersetzungen  und  Wiederverbindun- 
gen der  Molecüle,  wie  sie  zur  Electricitätsleitung  nöthig  sind,  statt- 
finden können  i). 

Die  Erklärung  dieser  Thatsache  bietet  eine  eigenthümliche 
Schwierigkeit  dar,  welche,  wie  es  mir  scheint,  nur  dadurch  geho- 
ben werden  kann,  dass  man  ein  durchaus  anderes  Verhalten  der 
Flüssigkeiten  annimmt,  als  es  bisher  gebräuchlich  war.  Ich  will 
versuchen,  dieses  in  den  nächsten  Paragraphen  auseinander  zu 
setzen. 


1)  Um  einen  Fall  zu  haben,  wo  gar  keine  Electroden  vorkommen»  kann 
man  folgende  Annahme  machen.  Es  sei  aus*  eiiiem  electrolytischen  Leiter 
ein  in  sich  geschlossener  Ring  gebildet.  In  der  Nähe  dieses  leitenden 
Ringes  werde  ein  kreisförmiger  electrischer  Strom  oder  ein  Magnet 
bewegt,  z.  B.  angenähert  oder  entfernt.  Dadurch  wird  in  dem  Ringe  ein 
Inductionsstrom  erzeugt,  und  man  hat  somit  in  dem  Electrolyten  einen 
electrischen  Strom,  welcher  nicht  von  einer  Electrode  zu  einer  anderen, 
sondern  im  Kreise  durch  einen  überall  gleichartigen  Ring  geht  und  durch 
eine  electromotorische  Kraft  hervorgerufen  ist,  die  nicht  bloss  an  einzelnen 
Stellen  des  Ringes,  sondern  in  allen  seinen  Theilen  wirkt. 
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§.  4t.    Schwierigkeit  der  Erklärung. 

Es  sei  eine  Flüssigkeit  gegeben,  welche  entweder  ganz  oder 
zum  Theil  aus  electrolytischen  Molecülen  besteht,  und  wir  wollen 
zunächst  einmal  annehmen ,  diese  Molecüle  hätten  sich  im  natür- 
lichen Zustande  der  Flüssigkeit  in  irgend  einer  bestimmten  Anord- 
nung gelagert,  in  welcher  sie,  so  lange  keine  fremde  Kraft  auf  sie 
einwirkt,  verharrten,  indem  die  einzelnen  Molecüle  zwar  vielleicht 
um  ihre  Gleichgewichtslagen  oscilliren,  aber  nicht  ganz  aus  den- 
selben heraustreten  könnten;  femer  sei,  wie  man  es  bei  jeder  der- 
artigen Anordnung  voraussetzen  muss,  die  Anziehung  zwischen 
zwei  Theilmolecülen,  welche  zu  einem  Gesammtmolecül  verbunden 
sind,  und  daher  einander  sehr  nahe  sind,  grösser,  als  die  Anzie- 
hung zwischen  dem  positiven  Theilmolecül  eines  Gesammtmolecüls 
und  dem  negativen  eines  anderen.  Wenn  nun  innerhalb  dieser 
Masse  eine  electrische  Kraft  wirkt,  welche  die  positiv  electrischen 
Theilmolecüle  nach  einer  und  die  .negativ  electrischen  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  zu  treiben  sucht,  so  fragt  es  sich,  wel- 
chen Einfluss  diese  auf  das  Verhalten  der  Molecüle  ausüben  muss. 

Die  erste  Wirkung  würde  offenbar,  sofern  die  Molecüle  als 
drehbar  vorausgesetzt  werden,  darin  bestehen,  alle  Molecüle  in 
gleicher  Weise  zu  richten,  indem  die  beiden  entgegengesetzt  elec- 
trischen Bestandtheile  jedes  Gesammtmolecüls  sich  nach  den  Sei- 
ten drehen  würden,  wohin  sie  durch  die  wirksame  Kraft  getrieben 
werden. 

Femer  würde  die  Kraft  die  zu  einem  Gesammtmolecül  ver- 
einigten Theilmolecüle  zu  trennen  und  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  zu  bewegen  suchen,  und  wenn  diese  Bewegung  ein- 
träte, so  würde  dadurch  das  positive  Theilmolecül  des  einen  Ge- 
sammtmolecüls mit  dem  negativen  des  folgenden  zusammenkom- 
men und  sich  mit  ihm  verbinden.  Nun  muss  aber,  um  die  einmal 
verbundenen  Theilmolecüle  zu  trennen,  die  Anziehung,  welche  sie 
aufeinander  ausüben,  überwunden  werden,  wozu  eine  Kraft  von 
bestimmter  Stärke  nöthig  ist,  und  dadurch  wird  man  zu  dem 
Schlüsse  geführt,  dass,  so  lange  die  in  dem  Leiter  wirksame 
Kraft  diese  Stärke  nicht  besitzt,  gar  keine  Zersetzung 
der  Molecüle  stattfinden  könne,  dass  dagegen,  wenn  die 
Kraft  bis  zu  dieser  Stärke  angewachsen  ist,  sehr  viele 
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Molecüle  mit  einem  Male  zersetzt  werden  müssen,  indem 
sie  alle  unter  dem  Einflüsse  derselben  Kraft  stehen  und 
fast  gleiche  Lage  zu  einander  haben.  In  Bezug  auf  den 
electrischen  Strom  kann  man  diesen  Schluss,  wenn  man  voraus- 
setzt, dass  der  Leiter  nur  durch  Electrolyse  leiten  könne ,  so  aus- 
drücken: So  lange  die  im  Leiter  wirksame  treibende 
Kraft  unter  einer  gewissen  Grenze  ist,  bewirkt  sie  gar 
keinen  Strom,  wenn  sie  aber  diese  Grenze  erreicht  hat, 
so  entsteht  plötzlich  ein  sehr  starker  Strom. 

Dieser  Schluss  widerspricht  aber  der  Erfahrung  vollkommen. 
Schon  die  geringste  Kraft  i)  bewirkt  einen  durch  abwechselnde 
Zersetzungen  und  Wiederverbindungen  geleiteten  Strom,  und  die 
Intensität  dieses  Stromes  wächst  nach  dem  Oh  mischen  Gesetze 
der  Kraft  proportional. 

Demnach  muss  die  obige  Annahme,  dass  die  Theilmolecüle 
eines  Electrolyten  in  fester  Weise  zu  Gesammtmolecülen  verbun- 
den sind,  und  diese  eine  bestimmte  regelmässige  Anordnung  ha- 
ben, unrichtig  sein.  Man  kann  dieses  Resultat  noch  allgemeiner 
folgendermaassen  aussprechen.  Jede  Annahme,  welche  darauf 
hinauskommt,  dass  der  natürliche  Zustand  einer  electrolytischen 
Flüssigkeit  ein  Gleichgewichtszustand  ist,  in  welchem  jedes  posi- 
tive Theilmolecül  mit  einem  negativen  fest  verbunden  ist,  und 
dass  ferner,  um  die  Flüssigkeit  aus  diesem  Gleichgewichtszustande 
in  einen  anderen,  welcher  sich  vom  vorigen  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  eine  Anzahl  positiver  Theilmolecüle  mit  anderen 
negativen,  als  vorher,  verbunden  ist,  überzuführen,  eine  Kraft  von 
bestimmter  Stärke  auf  diejenigen  Molecüle,  welche  diese  Verände- 
rung erleiden  sollen,  wirken  muss,  —  jede  solche  Annahme  steht 
im  Widerspruche  mit  dem  Ohm'schen  Gesetze. 

Ich  glaube  daher,  dass  die  folgende  Annahme,  bei  welcher 
dieser  Widerspruch  gehoben  ist,  und  welche,  wie  es  mir  scheint. 


^)  Ich  muBs  hierbei  noch  einmal  ausdrücklich  hervorheben,  dass  hier, 
wie  in  diesem  ganzen  Abschnitte,  nicht  von  den  Kräften  die  Rede  ist, 
welche  an  den  Electroden  wirken,  wo  die  Zersetzongsprodacte  ausgeschie- 
den werden  und  die  Polarisation  überwunden  werden  muss,  sondern  ledig- 
üch  von  der  Kraft,  welche  innerhalb  des  Electrolyten  selbst  wirkt,  wo  je- 
des Theilmolecül,  welches  von  dem  bisher  mit  ihm  verbundenen  Theil- 
molecül getrennt  wird,  sich  sogleich  wieder  mit  einem  anderen  Theilmolecül 
derselben  Art  verbindet,  so  dass  die  Masse  im  Wesentlichen  ungeändert 
bleibt,  und  nur  der  Leitungswiderstand  zu  überwinden  ist 
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auch  mit  den  sonst  bekannten  Thatsachen  vereinbar  ist,   einige 
Beachtung  verdient. 


§.  5,    Veränderte  Annahme  über  das  moleculare  Ver- 
halten electrolytischer  Flüssigkeiten. 

In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen"  i),  habe  ich  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass 
in  Flüssigkeiten  die  Molecüle  nicht  bestimmte  Gleichgewichtslagen 
haben,  um  welche  sie  nur  oscilliren,  sondern  dass  ihre  Bewegun- 
gen so  lebhaft  sind,  dass  sie  dadurch  in  ganz  veränderte  und  im- 
mer neue  Lagen  zu  einander  kommen,  und  sich  unregelmässig 
durch  einander  bewegen. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Ansicht  wollen  wir  uns  in  der 
electrolytischen  Flüssigkeit  zunächst  einmal  ein  einzelnes  Theil- 
molecül,  z.  B.  ein  electro-positives,  befindlich  denken,  von  welchem 
wir  voraussetzen  wollen ,  dass  sein  electrischer  Zustand  noch  ganz 
derselbe  sei,  wie  in  dem  Momente,  wo  es  aus  einem  Gesammt- 
molecül  ausgeschieden  wurde.  Ich  glaube  nun,  dass,  indem  dieses 
Theilmolecül  sich  zwischen  den  Gesammtmolecülen  umherbewegt, 
unter  den  vielen  Lagen,  die  es  annehmen  kann,  auch  zuweilen 
solche  vorkommen,  in  welchen  es  das  negative  Theilmolecül  irgend 
eines  Gesammtmolecüls  mit  stärkerer  Kraft  anzieht,  als  die,  mit 
welcher  die  beiden  zu  dem  Gesammtmolecül  gehörigen  Theilmole- 
cüle,  deren  Lage  zu  einander  auch  nicht  ganz  unveränderlich  ist, 
sich  in  diesem  Augenblicke  gegenseitig  anziehen.  Sobald  es  in 
eine  solche  Lage  getreten  ist,  verbindet  es  sich  mit  diesem  nega- 
tiven Theilmolecül,  und  das  bisher  mit  demselben  verbundene  posi- 
tive Theilmolecül  wird  dadurch  frei.  Dieses  bewegt  sich  nun  eben- 
falls allein  umher  und  zerlegt  nach  einiger  Zeit  ein  anderes  Ge- 
sammtmolecül auf  dieselbe  Art  u.  s.  f.,  und  alle  diese  Bewegungen 
und  Zersetzungen  geschehen  eben  so  unregelmässig,  wie  die  Wärme- 
bewegungen, durch  welche  sie  veranlasst  werden. 

Betrachten  wir  ferner  das  Verhalten  der  Gesammtmolecüle 
unter  einander,  so  glaube  ich,  dass  es  auch  hier  zuweilen  geschieht, 
dass  das  positive  Theilmolecül  eines  Gesammtmolecüls  zu  dem 
negativen  eines  anderen  in  eine  günstigere  Lage  kommt,  als  jedes 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  353. 
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dieser  beiden  Theilmolecüle  im  Augenblicke  gerade  zu  dem  ande- 
ren Theilmolecül  seines  eigenen  Gesammtmolecüls  hat.  Dann 
werden  sich  jene  beiden  bisher  fremden  Theihnolecüle  zu  einem 
Gesammtmolecül  verbinden,  und  die  beiden  dadurch  frei  werden- 
den Theilmolecüle  (das  negative  des  ersten  und  das  positive  des 
zweiten  Gesammtmolecüls)  werden  sich  entweder  ebenfalls  unter 
einander  verbinden,  oder  wenn  die  Wärmebewegung  sie  daran 
verhindern  sollte,  so  werden  sie  sich  unter  die  übrigen  Gesammt- 
molecüle  mischen ,  und  dort  ähnliche  Zersetzungen  hervorbringen, 
wie  sie  vorher  von  einem  einzelnen  Theilmolecül  beschrieben 
wurden. 

Wie  häufig  in  einer  Flüssigkeit  solche  gegenseitige  Zerlegun- 
gen vorkommen,  wird  erstens  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  ab- 
hängen, ob  die  Theile  der  einzelnen  Gesammtmolecüle  mehr  oder 
weniger  innig  zusammenhängen ,  und  zweitens  von  der  Lebhaftig- 
keit der  Molecularbewegung,  d.  h.  von  der  Temperatur. 


§.  6.    Neue  Erklärung  der  electrolytischen  Leitung. 

Wenn  nun  in  einer  Flüssigkeit,  deren  Molecüle  sich  schon 
von  selbst  in  einer  solchen  Bewegung  befinden,  wobei  sie  ihre 
Theilmolecüle  in  unregelmässiger  Weise  austauschen,  eine  elec- 
trische  Kraft  wirkt,  welche  alle  positiven  Theilmolecüle  nach  einer 
und  alle  negativen  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  trei- 
ben sucht,  so  lässt  sich  leicht  einsehen,  welcher  Unterschied  da- 
durch in  der  Art  der  Molecularbewegung  eintreten  muss. 

Ein  freies  Theilmolecül  wird  dann  nicht  mehr  ganz  den  un- 
regelmässig wechselnden  Richtungen,  nach  welchen  es  durch  die 
Wärmebewegungen  getrieben  wird,  folgen,  sondern  es  wird  die 
Richtung  seiner  Bewegung  im  Sinne  der  wirksamen  Kraft  ändern, 
so  dass  unter  den  Richtungen  der  freien  positiven  Theilmolecüle, 
obwohl  sie  noch  sehr  unregelmässig  sind,  doch  eine  gewisse  Rich- 
tung vorherrscht,  und  ebenso  die  negativen  Theilmolecüle  sich 
vorherrschend  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen. 
Ausserdem  werden  bei  der  Einwirkung  eines  Theilmolecüls  auf  ein 
Gesammtmolecül  und  bei  der  Einwirkung  zweier  Gesammtmolecüle 
auf  einander  solche  Zerlegungen,  bei  welchen  die  Theilmolecüle  in 
ihren  Bewegungen  zugleich  der  electrischen  Kraft  folgen  können, 
erleichtert  werden  und  daher  häufiger  stattfinden,  als  ohne  die 
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Kraft,  indem  auch  in  Fällen,  wo  die  Lage  der  Molecüle  noch  nicht 
günstig  genug  ist,  dass  die  Zerlegung  von  selbst  eintreten  könnte, 
die  Mitwirkung  der  electrischen  Kraft  ihr  Eintreten  veranlassen 
kann.  Umgekehrt  solche  Zerlegungen,  bei  denen  die  Theilmole- 
cüle  sich  der  electrischen  Kraft  entgegen  bewegen  müssten,  wer- 
den durch  diese  Kraft  erschwert  und  dadurch  seltener  gemacht 
werden. 

Betrachtet  man  im  Inneren  dieser  Flüssigkeit,  während  die 
electrische  Kraft  wirkt,  ein  kleines  auf  der  Richtung  der  Kraft 
senkrechtes  Flächenstück ,  so  gehen  durch  dieses  während 
der  Zeiteinheit  mehr  positive  Theilmolecüle  in  posi- 
tiver als  in  negativer  Richtung  hindurch,  lind  mehr 
negative  Theilmolecüle  in  negativer  als  in  positiver 
Richtung.  Da  nun  für  jede  Art  von  Theilmolecülen  zwei  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  stattfindende  Durchgänge  sich  gegensei- 
tig in  ihrer  Wirkung  aufheben ,  und  nur  der  für  die  eine  Rich- 
tung bleibende  Ueberschuss  von  Durchgängen  in  Betracht  kommt, 
so  kann  man  das  Vorige  auch  einfacher  so  ausdrücken:  es  geht 
eine  gewisse  Anzahl  positiver  Theilmolecüle  in  posi- 
tiver und  eine  Anzahl  negativer  Theilmolecüle  in 
negativer  Richtung  durch  das  Flächenstück.  Die  Grösse 
dieser  beiden  Zahlen  braucht  nicht  gleich  zu  sein ,  weil  sie  ausser 
von  der  treibenden  Kraft,  welche  für  beide  Arten  von  Theilmole- 
cülen gleich  ist,  auch  noch  von  dem  Grade  der  Beweglichkeit  ab- 
hängt, welcher  bei  verschiedenartigen  Theilmolecülen  aus  mehre- 
ren Gründen  verschieden  sein  kann. 

Diese  entgegengesetzte  Bewegung  der  beiden  Arten  von  Theil- 
molecülen bildet  den  galvanischen  Strom  innerhalb  der  Flüssig- 
keit. Um  die  Stärke  des  Stromes  zu  bestimmen,  ist  es  nicht  nöthig, 
die  Anzahl  der  in  positiver  Richtung  durch  das  Flächenstück  ge- 
henden positiven  Theilmolecüle  und  die  Anzahl  der  in  negativer 
Richtung  hindurchgehenden  negativen  Theilmolecüle  einzeln  zu 
kennen,  sondern  es  genügt,  wenn  man  die  Summe  beider  Zahlen 
kennt.  Mag  man  nämlich  von  der  Vorstellung  ausgehen,  dass  es 
zwei  Electricitäten  gebe ,  und  dass  ein  negativ  electrisches  Theil- 
molecül  mit  einer  gewissen  Quantität  freier  negativer  Electricität 
begabt  sei,  oder  von  der  Vorstellung,  dass  es  nur  eine  Electricität 
gebe,  und  dass  ein  negativ  electrisches  Theilmolecül  weniger  Elec- 
tricität besitze,  als  für  den  neutralen  Zustand  nöthig  ist,  in  bei- 
den Fällen  muss  man  annehmen ,  dass  es  zur  Vermehrung  eines 
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galvanischen  Stromes  gleich  viel  beiträgt,  ob  ein  positiv -electri- 
sches  Theilmolecül  sich  nach  der  Bichtung  des  Stromes,  oder  ob 
ein  eben  so  stark  negativ-electrisches  Theilmolecül  sich  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  bewegt.  Wenn  wir  also  fiir  den  Fall, 
dass  die  Molecularbewegung  der  Art  wäre,  dass  nur  für  die  posi- 
tiven Theilmolecüle  ein  Ueberschuss  der  Bewegung  nach  einer 
Richtung  stattfände ,  und  dass  während  der  Zeiteinheit  n  positiTe 
Theilmolecüle  in  positiver  Richtung  durch  das  Flächenstück  gin- 
gen, die  dadurch  bedingte  Stromstärke  mit  C.n  bezeichnen,  so 
müssen  wir  dem  entsprechend  bei  einer  Bewegung,  bei  welcher 
gleichzeitig  n  positive  Theilmolecüle  in  der  positiven  und  w'  nega- 
tive Theilmolecüle  in  der  negativen  Richtung  hindurchgehen ,  die 
Stromstärke  mit  C  (n  -]-  n*)  bezeichnen. 


§.  7.  üebereinstimmung  der  neuen  Erklärung  mit  der 
Erfahrung  und  Unterschied  zwischen  ihr  und  der 
Grotthuss'schen  Erklärung. 

Bei  dieser  Auffassung  des  Zustandes  der  Flüssigkeiten  fallt 
die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  fort.  Man  sieht  leicht,  dass  der 
Einfluss,  welchen  die  electrische  Kraft  auf  die  schon  von  selbst 
stattfindenden ,  aber  noch  unregelmässigen  Zersetzungen  und  Be- 
wegungen der  Molecüle  übt,  nicht  erst  beginnt,  wenn  die  Kraft 
eine  gewisse  Stärke  erreicht  hat,  sondern  dass  schon  die  geringste 
Kraft  in  der  vorher  angegebenen  Weise  ändernd  auf  dieselben 
einwirken,  und  dass  die  Grösse  dieser  Wirkung  mit  der  Stärke 
der  Kraft  wachsen  muss.  Der  ganze  Vorgang  stimmt  also  mit  dem 
Ohm'schen  Gesetze  sehr  gut  überein. 

Weshalb  das  electrische  Leitungsvermögen,  welches  von  der 
Leichtigkeit,  mit  welcher  ^die  Zerlegungen  der  Molecüle  und  die 
Bewegungen  der  Theilmolecüle  innerhalb  der  Flüssigkeit  gesche- 
hen, abhängt,  bei  verschiedenen  Flüssigkeiten  so  verschieden  ist, 
weshalb  z.  B.  bei  den  Molecülen  des  Schwefelsäurehydrats  die 
Zerlegungen  so  sehr  viel  leichter  stattfinden,  als  bei  den  Wasser- 
molecülen,  und  woher  der  bedeutende  Einfluss  kommt,  welchen  die 
Verdünnung  der  Schwefelsäure  auf  die  Güte  der  Leitung  ausübt, 
ist  freilich  bisher  nicht  hinlänglich  erklärt,  indessen  sehe  ich  darin 
auch  nichts ,  was  als  Widerspruch  gegen  die  vorstehende  Theorie 
geltend  gemacht  werden  könnte. 
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Der  Umstand  dagegen,  dass  bei  Leitern  zweiter  Glasse  das 
Leitungsvermögen  mit  wachsender  Temperatur  zuninmit,  erklärt 
sich  aus  dieser  Theorie  in  sehr  ungezwungener  Weise,  indem  die 
grössere  Lebhaftigkeit  der  inneren  Bewegung  offenbar  dazu  bei- 
tragen muss,  die  gegenseitigen  Zerlegungen  der  Molecüle  zu  er- 
leichtem. 

Vergleichen  wir  die  ältere  Grotthuss'sche  Theorie  mit  der 
hier  entwickelten,  so  liegt  der  unterschied  hauptsächlich  darin, 
dass  in  jener  angenommen  wird,  die  Bewegung  werde  erst  durch 
die  electrische  Kraft  hervorgerufen ,  und  finde  nur  nach  zwei  be- 
stimmten Bichtungen  statt,  indem  die  Zersetzungen  regelmässig 
von  Molecül  zu  Molecül  fortschreiten,  während  nach  dieser  die 
schon  vorhandenen  Bewegungen  nur  geändert  werden,  und  auch 
das  nicht  so,  dass  sie  vollkommen  regelmässig  werden,  sondern 
nur  so,  dass  in  der  noch  immer  grossen  Mannichfaltigkeit  von  Be- 
wegungen die  beiden  bestimmten  Richtungen  vorherrschen. 


§.  8.    Eine  frühere  ähnliche  Ansicht  über  moleculare 

Vorgänge. 

Nachdem  ich  im  Jahre  1857  die  vorstehende  Ansicht  über  das 
Verhalten  electrolytischer  Flüssigkeiten  niedergeschrieben  hatte, 
erfuhr  ich  in  der  Unterhaltung  mit  einem  Chemiker,  dass  eine  ähn- 
liche Ansicht  über  das  Verhalten  zusammengesetzter  flüssiger  und 
luftförmiger  Körper  schon  von  Williamson  in  einer  Abhandlung 
über  die  Theorie  der  Aetherbildung  i)  ausgesprochen  ist.  Es 
heisst  in  dieser  Abhandlung  unter  anderen  *):  „Wir  werden  auf 
diese  Weise  zu  der  Annahme  geführt,  dass  in  einem  Aggregat  von 
Molecülen  jeder  Verbindung  ein  fortwährender  Austausch  zwi- 
schen den  in  ihr  enthaltenen  Elementen  vor  sich  geht.  Angenom- 
men z.  B.,  ein  Gefäss  mit  Salzsäure  würde  durch  eine  grosse  Zahl 
von  Molecülen  von  der  Zusammensetzung  CIH  ausgefüllt,  so 
würde  uns  die  Betrachtung,  zu  der  wir  gelangt  sind,  zu  der  An- 
nahme führen,  dass  jedes  Atom  Wasserstoff  nicht  in  ruhiger  Ge- 
geneinanderlagerung  neben  dem  Atom  Chlor  bleibe ,  mit  dem  es 


J)  Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie  Bd.  77,  S.  37.    Gelesen  vor  der 
British  Association  zu  Edinburg. 
»)  A.  a.  0.  S.  46. 
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zuerst  verbunden  war,  sondern  dass  ein  fortwährender  Wechsel 
des  Platzes  mit  anderen  WasserstofFatomen  stattfindet." 

Hiernach  scheint  Williamson  sogar  eine  bei  weitem  grössere 
Wandelbarkeit  in  der  Gruppirung  der  Theilmolecüle  anzunehmen, 
als  zur  Erklärung  der  Electricitätsleitung  nöthig  ist.  Er  spricht 
von  einem  fortwährenden  Wechsel  eines  WasserstoflFatoms  mit  an- 
deren WasserstofFatomen,  während  es  zur  Erklärung  der  Electri- 
citätsleitung genügt,  wenn  bei  den  Zusammenstössen  der  Gesammt- 
molecüle  hin  und  wieder  und  vielleicht  verhältnissmässig  selten 
ein  Austausch  der  Theilmolecüle  stattfindet. 

Williamson  führt  zur  Bestätigung  seiner  Ansicht  das  Ver- 
halten an,  welches  stattfindet,  wenn  in  einer  Flüssigkeit  zwei  Ver- 
bindungen mit  verschiedenen  electro- positiven  und  verschiedenen 
electro-negativen  Bestandtheilen  gelöst  sind,  dass  dann  die  beiden 
ursprünglichen  Verbindungen  nicht  einfach  bestehen  bleiben,  oder 
eine  andere  Anordnung  der  Art  entsteht,  bei  welcher  ein  electro- 
positiver  Bestandtheil  ausschliesslich  mit  Einem  der  beiden  electro- 
negativen  Bestandtheile  verbunden  ist,  und  umgekehrt,  sondern 
dass  alle  vier  möglichen  Gombinationen  sich  in  einem  gewissen 
Verhältnisse  bilden,  woher  es  kommt,  dass,  wenn  irgend  eine  der 
vier  Verbindungen  unlöslich  ist,  diese  sich  ausscheidet.  Auch  ich 
glaube,  dass  dieses  Verhalten  sich  sehr  natürlich  daraus  erklärt, 
dass  die  Verbindungen  je  zweier  Theilmolecüle  nicht  fest,  sondern 
wandelbar  sind,  und  dass  ein  positives  Theilmolecül  nicht  bloss 
ein  positives  Theilmolecül  derselben  Art,  sondern  auch  ein  solches 
von  anderer  Art  verdrängen  kann,  und  ich  habe  dieses  Verhalten 
bei  der  Aufstellung  der  oben  entwickelten  Theorie  gleich  mit  im 
Auge  gehabt.  Indessen  halte  ich  es  auch  hierbei  nicht  für  nöthig, 
dass  alle  Molecüle  in  fortwährendem  Wechsel  begriffen  sind,  son- 
dern es  scheint  mir  zu  genügen ,  wenn  sie  sich  hin  und  wieder  ge- 
genseitig austauschen,  denn  wenn  die  Anzahl  der  Austausche  auch 
im  Verhältniss  zur  Anzahl  der  Stösse  gering  ist,  so  kann  sie  doch 
an  sich  betrachtet  noch  sehr  gross  sein ,  und  daher  in  kurzer  Zeit 
eine  bedeutende  Aenderung  in  der  ursprünglichen  Verbindungsart 
hervorbringen. 

Da  ich  zu  dem  Schlüsse  über  die  im  Inneren  einer  Flüssig- 
keit stattfindenden  Austausche  der  Theilmolecüle  ganz  unabhän- 
gig und  auf  einem  durchaus  anderen  Wege  wie  Williamson  ge- 
langt bin ,  so  habe  ich ,  auch  nachdem  ich  die  Abhandlung  dessel- 
ben kennen  gelernt  habe ,  doch  noch  geglaubt ,  meine  Betrachtun- 
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gen  unverändert  mittheilen  zu  dürfen,  indem  es  dadurch  am  besten 
ersichtlich  sein  wird,  in  wie  fem  diese  beiden  Betrachtungsweisen 
einander  gegenseitig  zur  Bestätigung  dienen. 


§.  9.    Metallische  Lisitung  in  Electrolyten. 

Es  ist  in  neuerer  Zeit  mehrfach  die  Frage  erörtert,  ob  in 
Leitern  zweiter  Classe  neben  der  Leitung  durch  Electrolyse  auch 
noch  eine  Electricitätsleitung  der  Art,  wie  in  Leitern  erster  Classe 
'stattfinde. 

Vom  theoretischen  Gesichtspuncte  aus  scheint  mir  der  An- 
nahme, dass  beide  Arten  von  Leitung  in  demselben  Körper  gleich- 
zeitig stattfinden  können,  nichts  entgegen  zu  stehen.  Die  Bestim- 
mung aber,  wie  sich  in  einzelnen  Fällen  die  beiden  verschiedenen 
Leitungen  ihrer  Grösse  nach  zu  einander  verhalten,  wird  bei  dem 
Mangel  an  genau  festgestellten  Thatsachen ,  welche  als  Grundlage 
für  theoretische  Schlüsse  dienen  könnten,  für  jetzt  wohl  ganz  der 
experimentellen  Untersuchung  überlassen  bleiben  müssen. 

Für  diejenigen  Körper,  welche  bis  jetzt  in  dieser  Beziehung 
untersucht  sind,  und  welche  ihrer  vielfachen  Anwendung  wegen 
die  wichtigsten  sind,  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Leitung  ohne  Elec- 
trolyse, wenn  sie  überhaupt  existirt,  jedenfalls  sehr  gering  ist, 
und  es  wird  daher  nicht  nöthig  sein ,  auf  diese  Art  von  Leitung, 
welche  übrigens  theoretisch  nichts  wesentlich  Neues  darbieten 
würde,  hier  näher  einzugehen. 


ABSCHNITT    YIL 


Die  thermoeleotrisöhen  Ströme. 

§.  1.    Electriecher  Zustand  an  der  Berührungsfläche 

zweier  Stoffe. 

Während  die  beiden  vorigen  Abschnitte  nur  die  in  einem 
homogenen  Leiter  während  eines  stationären  electrischen  Stromes 
stattfindenden  Vorgänge  behandelten,  soll  nun  eine  Verbindung 
mehrerer  ohne  Electrolyse  leitender  StofiFe  betrachtet  werden, 
welche,  wenn  sie  eine  in  sich  geschlossene  Leitung  bilden  und  die 
Verbindungsstellen  der  Stoffe  auf  verschiedenen  Temperaturen 
erhalten  werden,  einen  thermoelectrischen  Strom  geben. 

Man  nimmt  gewöhnlich  als  Sitz  der  electromotorischen  Kräfte, 
welche  den  thermoelectrischen  Strom  hervorbringen,  die  eben  er- 
wähnten Verbindungsstellen  verschiedener  Stoffe  an,  während  man 
innerhalb  eines  einzelnen  Stoffes,  auch  wenn  seine  Theile  verschie- 
dene Temperaturen  haben,  keine  electromotorischen  Kräfte  vor- 
aussetzt. Wir  wollen  diese  Annahme,  welche  die  einfachste  ist, 
zunächst  auch  machen ,  und  untersuchen  zu  welchen  Folgerungen 
sie  führt.  Die  Vergleichung  dieser  Folgerungen  mit  der  Erfah- 
rung wird  dann  von  selbst  herausstellen,  ob  jene  einfache  An- 
nahme zur  Erklärung  aller  beobachteten  Thatsachen  genügt,  oder 
ob  und  in  welcher  Weise  sie  noch  modificirt  werden  muss. 

Für  die  Berührungsfläche  zweier  Stoffe  machen  wir  die  An- 
nahme, dass  dort  eine  Spannungsdifferenz  zwischen  den  Stoffen 
eintrete,  indem  die  Electricität  sich  ungleich  unter  ihnen  theile. 
Hiernach  muss  man  für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  anneh- 
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men,  daes  die  Potentialfunction  zwar  innerhalb  eines  jeden  einzel- 
nen Stoffes  constant  sei,  aber  in  zwei  sich  berührenden  Stoffen 
verschiedene  Werthe  habe  i),  und  für  den  während  eines  continuir- 
lichen  Stromes  stattfindenden  Zustand,  dass  die  Potentialfunction 
sich  innerhalb  jedes  einzelnen  Stoffes  nur  allmälig,  an  der  Berüh- 
rungsfläche zweier  Stoffe  aber  plötzlich  ändere.  Wir  können  somit, 
wenn  wir  die  Potentialfunction  innerhalb  zweier  Leiter,  welche  a 
und  b  heissen  mögen,  zur  Unterscheidung  mit  F«  und  Vt  bezeich- 
nen, für  je  zwei  Puncto,  welche  sich  zu  beiden  Seiten  der  Berüh- 
rungsfläche sehr  nahe  gegenüberliegen,  die  Gleichung 
(1)  n  -  F«  =  Bat, 

bilden,  worin  Eat  eine  von  der  Beschaffenheit  der  sich  berühren- 
den Stoffe  abhängige  Grösse  ist,  welche  wir  diePotentialniveau- 
differenz  der  beiden  Stoffe  nennen  wollen. 

Man  darf  diese  plötzliche  Aenderung  der  Potentialfunction 
natürlich  nicht  im  streng  mathematischen  Sinne  als  einen  Sprung 
betrachten,  welcher  in  einer  mathematischen  Fläche  stattfindet, 
sondern  nur  als  eine  sehr  schnelle  Aenderung  in  der  Nähe  dieser 
Fläche.  Zur  Erklärung  derselben  muss  man ,  wie  schon  mehrfach, 
und  besonders  bestimmt  von  Helmholtz')  ausgesprochen  ist,  zwei 
zu  beiden  Seiten  der  Berührungsfläche  sich  gegenüberliegende 
entgegengesetzt  electrische  Schichten  annehmen,  also  eine  ähn- 
liche Anordnung ,  wie  bei  einer  geladenen  Leidener  Flasche  oder 
Franklin 'sehen  Tafel.  Wir  wollen  den  die  beiden  electrischen 
Schichten  und  ihren  Zwischenraum  umfassenden  Baum,  welcher 
im  Ganzen  nur  eine  sehr  dünne  Schicht  bildet,  die  Uebergangs- 
schicht  der  beiden  Stoffe  nennen. 


§.  2.    Grund  der  Potentialniveaudifferenz. 

Es  entsteht  nun  aber  die  Frage,  was  es  für  eine  Kraft  ist, 
welche  diese  beiden  Schichten ,  die  doch  durch  keinen  nicbtleiten- 


^)  In  electrostatigchen  Untersuchungen  legt  man  gewöhnlich  den  Satz 
zu  Grunde,  dass  in  einem  ganzen  Systeme  unter  sich  verbundener  Leiter 
im  Zustande  des  Gleichgewichtes  die  Potentialfunction  überall  denselben 
Werth  habe ;  dadurch  sollen  aber  die  durch  Verschiedenheit  der  Stoffe  be- 
dingten Unterschiede  nicht  bestritten  werden,  sondern  sie  sind  nur  ihrer 
Kleinheit  wegen  vernachlässigt,  da  man  es  in  der  £lectrostatik  gewöhnlich 
mit  viel  grösseren  Unterschieden  zu  thun  hat. 

3)  Pogg.  Ann.  Bd.  89. 
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den  Körper  von  einander  getrennt  sind,  hindert,  sich  in  ihrem 
electrischen  Zustande  auszugleichen,  und  welche  sogar,  wenn  die 
Electricität  einen  anderen  Weg  zur  Ausgleichung  hat,  in  demsel- 
ben Maasse,  wie  dadurch  die  Differenz  an  der  Berührungsfläche 
geringer  werden  würde,  immer  neue  Electricität  von  der  negati- 
ven nach  der  positiven  Seite  hinübertreibt,  und  so  einen  fortwäh- 
renden electrischen  Strom  möglich  macht 

Helmholtz  spricht  sich  darüber  in  seiner  Schrift  „über  die 
Erhaltung  der  Kräfte  S.  47  folgendermaassen  aus:  „Es  lassen 
sich  nämlich  offenbar  alle  Erscheinungen  in  Leitern  erster  Classe 
(d.  h.  solchen ,  in-  denen  die  Leitung  der  Electricität  ohne  Electro- 
lyse  stattfindet)  herleiten  aus  der  Annahme ,  dass  die  verschiede- 
nen chemischen  Stoffe  verschiedene  Anziehungskräfte  haben  gegen 
die  beiden  Electricitäten  und  dass  diese  Anziehungskräfte  nur  in 
unmessbar  kleinen  Entfernungen  wirken,  während  die  Electricitä- 
ten auf  einander  es  auch  in  grösseren  thun.  Die  Gontactkraft 
würde  danach  in  der  Differenz  der  Anziehungskräfte  bestehen, 
welche  die  der  Berührungsstelle  zunächst  liegenden  Metalltheil- 
cben  auf  die  Electricitäten  dieser  Stelle  ausüben,  und  das  electri- 
sche  Gleichgewicht  eintreten,  wenn  ein  electrisches  Theilchen,  wel- 
ches von  dem  einen  zum  anderen  übergeht,  nichts  mehr  an  leben- 
diger Kraft  verliert  oder  gewinnt" 

Mit  dieser  Erklärung  stimmen  meines  Wissens  auch  die  An- 
sichten der  meisten  anderen  Physiker  überein,  wenn  die  darüber 
vothandenen  Aussprüche  auch  minder  klar  und  bestimmt  sind ;  des- 
sen ungeachtet  glaube  ich  ihr  wenigstens  theilweise  widersprechen 
zu  müssen.  Ob  überhaupt  eine  Potentialniveaudifferenz  in  der 
hier  angegebenen  Weise  bloss  durch  die  verschiedenen  Anziehungs- 
kräfte verschiedener  chemischer  Stoffe  gegen  die  Electricität  her- 
vorgebracht wird,  mag  vorläufig  dahingestellt  bleiben,  dass  sich 
aber  hieraus,  wie  behauptet  wird,  alle  Erscheinungen  in  Leitern 
erster  Classe  herleiten  lassen,  muss  ich  bestreiten.  Zur  Erklärung 
der  thermoelectrischen  Ströme,  und  der  von  Peltier  entdeckten, 
durch  einen  electrischen  Strom  verursachten  Wärme-  und  Kälte- 
erregung an  der  Berührungsstelle  zweier  Stoffe  reicht  diese  An- 
nahme nicht  hin,  sondern  dazu  ist  eine  andere  Annahme  nothwen- 
dig,  nämlich  die,  dass  die  Wärme  selbst  bei  der  Bildung  und 
Erhaltung  der  Potentialniveaudifferenz  an  der  Berüh- 
rungsstelle wirksam  ist,  indem  die  Molecularbewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen,  dieElectricität  von  dem  einen 
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Stoffe  zum  anderen  zu  treiben  strebt,  und  nur  durch  die 
entgegenwirkende  Kraft  der  beiden  dadurch  gebildeten 
electrischen  Schichten,  wenn  diese  eine  gewisse  Dich- 
tigkeit erreicht  haben,  daran  verhindert  werden  kann. 

Um  dieses  zuerst  aus  den  thermoelectrischen  Strömen  nach- 
zuweisen, denken  wir  uns  irgend  eine  aus  zwei  Stoffen,  als  welche 
wir  der  Regel  nach  Metalle  annehmen  können,  gebildete  Kette  ge- 
geben. Wenn  sich  die  ganze  Kette  in  gleicher  Temperatur  befindet, 
so  sind  natürlich  die  Potentialniyeaudifferenzen  an  den  beiden 
Berührungsstellen  gleich  gross,  und  die  Potentialfunction  kann 
daher  in  jedem  Metalle  für  sich  einen  constanten  Werth  haben, 
wie  es  dem  Gleichgewichtszustande  entspricht.  Werden  nun  aber 
die  beiden  Berührungsstdlen  in  verschiedene  Temperaturen  ge- 
bracht, so  entsteht  ein  Strom,  und  daraus  muss  man  schliessen, 
dass  in  Bezug  auf  die  Vertheilung  der  Electricität  eigenthümliche 
Bedingungen  eingetreten  sind,  die  sich  durch  keinen  Gleichge- 
wichtszustand erfüllen  lassen. 

Solche  Bedingungen  lassen  sich  aus  der  Annahme,  dass  die  Po- 
tentialniveaudifferenzen  nur  durch  die  verschiedenen  Anziehungs- 
kräfte chemisch  verschiedener  Stoffe  gegen  die  Electricität  her- 
vorgebracht werden,  nicht  herleiten.  Zunächst  ist  es  überhaupt 
sehr  unwahrscheinlich ,  dass  solche  Anziehungskräfte  sich  mit  der 
Temperatur  ändern  sollten,  und  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre, 
so  würde  die  Wärmevertheilung  auf  die  Electricitätsvertheilung 
gar  keinen  Einfluss  haben.  Aber  wenn  man  auch  diesen  Einwand 
fallen  lässt,  und  die  Abhängigkeit  der  Anziehungskräfte  von  der 
Temperatur  als  möglich  zugiebt,  so  ist  damit  doch  zur  Erklärung 
einer  fortwährenden  Bewegung  der  Electricität  noch  gar  nichts 
gewonnen,  denn  alsdann  würde  einfach  jeder  Theil  der  Kette  so 
viel  Electricität  zu  sich  heranziehen ,  wie  seiner  augenblicklichen 
Anziehungskraft  entspräche,  und  würde  diese,  so  lange  die  Tem- 
peraturverhältnisse der  Kette  dieselben  blieben,  festhalten.  Man 
kann  denselben  Schluss  auch  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Wenn  ein  Stoff  bei  verschiedenen  Temperaturen  verschiedene  An- 
ziehungskräfte gegen  die  Electricität  besässe,  so  würden  sich  ver- 
schieden warme  Theile  desselben  Stoffes  in  dieser  Beziehung  eben 
so  zu  einander  verhalten,  wie  verschiedene  Stoffe  bei  gleicher  Tem- 
peratur, so  dass  auch  zwischen  ihnen  Potentialniveaudifferenzen 
entstehen  müssten,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  eine  Temperatur- 
verschiedenheit  in  den  Theilen  einer  thermoelectrischen  Kette  ge- 


174  Abschnitt  Vn. 

rade  so  wirken  würde,  wie  eine  vermehrte  Stoffverschieden- 
heit  bei  gleicher  Temperatur,  welche  wohl  einen  veränder- 
ten electrischen  Gleichgewichtszustand ,  aber  nie  einen  dauernden 
electrischen  Strom  zur  Folge  haben  kann. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Wärme 
selbst  bei  der  Bildung  der  Potentialniveaudifferenzen  an  den  Be- 
rührungsstellen wirksam  sei.  Diese  Annahme  macht  es  nicht  nur 
möglich,  sondern  sogar  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  Grösse  der 
Differenzen  von  den  dort  stattfindenden  Temperaturen  abhänge, 
und  giebt  dabei  doch  durchaus  keine  Veranlassung  zu  dem 
Schlüsse,  dass  auch  zwischen  den  verschieden  warmen  Theilen 
eines  und  desselben  Stoffes  entsprechende  Potentialniveaudifferen- 
zen entstehen  müssen.  Man  erhält  also  bei  dieser  Annahme  in  der 
That  den  eigenthümlichen  Fall,  dass  einerseits  die  Verschiedenheit 
der  Potentialniveaudifferenzen  an  den  beiden  Berührungsstellen 
es  noth wendig  macht,  dass  die  Potentialfunction  in  den  verschie- 
denen Theilen  der  einzelnen  Stoffe  verschiedene  Werthe  be- 
sitzt, und  dass  sich  andererseits  innerhalb  jedes  einzelnen  Stoffes 
der  electrische  Zustand  so  auszugleichen  sucht,  dass  die  Poten- 
tialfunction in  allen  seinen  Theilen  denselben  Werth  hat.  Diese 
beiden  Bedingungen  lassen  sich  durch  einen  Gleichgewichtszustand 
nicht  gleichzeitig  erfüllen,  sondern  erfordern  einen  continuirlichen 
Strom,  ganz  so,  wie  es  der  wirklichen  Beobachtung  entspricht 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  zweiten  der  oben  erwähnten  Er- 
scheinungen, zu  der  von  Peltier  entdeckten,  an  der  Berührungs- 
fläche zweier  Stoffe  durch  einen  electrischen  Strom  verursachten 
Wärme-  oder  Kälteerregung.  Von  dieser  Wirkung  gilt  natürlich 
dasselbe,  was  oben  von  der  Veränderung  der  Potentialfunction  ge- 
sagt ist,  dass  sie  nicht  auf  eine  mathematische  Fläche  beschränkt 
sein  kann,  sondern  über  den  körperlichen  Raum*  derjenigen  Schicht 
vertheilt  sein  muss,  welche  wir  oben  mit  dem  Namen  Ueber- 
gangsschicht  bezeichnet  haben.  Zur  Erklärung  der  in  dieser 
Schicht  stattfindenden  Erzeugung  oder  Vernichtung  von  Wärme 
ist  es  erforderlich,  eine  entprechende,  von  irgend  einer 
Kraft  gethane  positive  oder  negative  Arbeit  nachzu- 
weisen. 

Um  zu  sehen,  wie  die  beiden  einander  gegenüberstehenden 
Annahmen  sich  in  Bezug  auf  dieses  Erfordermss  verhalten,  wollen 
wir  zunächst  wieder  von  der  von  Helmholtz  ausgesprochenen 
Annahme  ausgehen.    Nach  dieser  wirken  auf  ein  in  diesem  Baume 


Die  thermoelectrischen  Ströme.  175 

befindliches  Electricitätstheilchen  zwei  verschiedene  Kräfte,  er- 
stens eine  rein  electrische  Kraft,  indem  das  Theilchen  zwischen 
den  beiden  electrischen  Schichten  von  der  einen  angezogen  und 
von  der  anderen  abgestossen  wird,  und  zweitens  eine  Molecular- 
kraft,  indem  das  Theilchen  von  den  auf  beiden  Seiten  befind- 
lichen verschiedenartigen  Molecülen  verschieden  stark  angezogen 
wird.  Wenn  sich  der  Gleichgewichtszustand  hergestellt  hat,  so 
wirken  sich  diese  beiden  Kräfte  mit  gleicher  Stärke  entgegen,  so 
dass  beim  Uebergange  des  Theilchens  eine  eben  so  grosse  Arbeit 
von  der  einen  erlitten,  wie  von  der  anderen  gethan  werden  würde, 
und  daher,  wie  es  auch  Helmholtz  ausspricht,  weder  ein  Ge- 
winn noch  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eintreten  könnte.  Wäh- 
rend eines  Stromes  dagegen  ist  die  electrische  Kraft  ein  wenig 
grösser  oder  kleiner,  als  die  Molecularkraft,  so  dass  das  Electri- 
citätstheilchen jener  oder  dieser  folgen  muss.  Man  kann  dieses 
Verhältniss  am  einfachsten  dadurch  darstellen,  dass  man  die  wäh- 
rend des  Gleichgewichts  wirksamen  einander  gleichen  Kräfte  auch 
jetzt  ganz  unverändert  beibehält,  ausserdem  aber  noch  eine  kleine 
electrische  Kraft  als  dritte  hinzufügt,  welche  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  gerichtet  ist,  und  gerade  nur  dazu  hinreicht,  den 
Leitungswiderstand  innerhalb  der  Uebergangsschicht  zu  überwin- 
den, und  so  die  Electricität  in  Bewegung  zu  erhalten.  Diese  Kraft 
ist  ganz  dieselbe,  welche  bei  gleicher  Stromstärke  auch  in  jeder 
mit  einem  gleichen  Leitungswiderstande  versehenen  Schicht  eines 
homogenen  Leiters  vorhanden  sein  muss,  und  somit  können  auch 
die  von  ihr  gethane  Arbeit  und  erzeugte  Wärme  keine  anderen 
sein,  als  die,  welche  in  einer  solchen  homogenen  Schicht  vorkom- 
men, und  welche  bei  der  Kleinheit  des  Leitungswiderstandes  einer 
so  dünnen  Schicht  hier  vernachlässigt  werden  können.  Die  an  der 
Berührungsstelle  stattfindende  eigenthümliche  Erscheinung, 
welche  von  Peltier  beobachtet  ist,  bleibt  bei  dieser  Annahme  also 
unerklärt. 

Wir  wollen  nun  in  gleicher  Weise  von  der  anderen  Annahme 
ausgehen,  nach  der  es  die  Wärme  ist,  welche  innerhalb  der  Ueber- 
gangsschicht die  Electricität  von  der  einen  nach  der  anderen  Seite 
zu  treiben  strebt,  und  dadurch  der  electrischen  Kraft  entgegen- 
wirkt. Während  des  Gleichgewichtszustandes  wird  dieses  Streben 
von  der  electrischen  Kraft  gerade  compensirt;  während  eines 
Stromes  dagegen  ist  die  letztere,  wie  vorher  erwähnt,  etwas  ver- 
grössert  oder  verkleinert  und  dadurch  wird  der  Uebergang  der 
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Electricität  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  veranlasst.  Dabei 
thut  oder  erleidet  die  electrische  Kraft  eine  gewisse  Arbeit,  und 
diese  kann  nicht  durch  eine  entgegengesetzte  Arbeit  einer  ande- 
ren Kraft  aufgehoben  werden^  da  unserer  Annahme  nach  keine 
zweite  Kraft  vorhanden  ist,  sondern  die  Wirkungen,  welche  Helm- 
holtz  einer  solchen  zuschreiben  zu  müssen  glaubte,  durch  die 
Wärme,  also  durch  eine  Bewegung,  hervorgebracht  werden. 
Demnach  muss  jene  ganze  Arbeit  eine  äquivalente  Vermehrung 
oder  Verminderung  der  lebendigen  Kraft  zur  Folge  haben,  und 
daraus  erhalten  wir,  da  lebendige  Kraft  hier  nur  in  der  Form  von 
Wärme  vorkommt,  die  von  Peltier  beobachtete  Wärme-  oder 
Kälteerregung. 

Ich  glaube  den  ganzen  Zustand  in  der  Uebergangsschicht  am 
besten  mit  dem  vergleichen  zu  können,  wenn  ein  in  einer  aus- 
dehnsamen  Hülle  befindliches  Quantum  Gas  durch  einen  äusseren 
Druck  zusammengehalten  wird,  während  die  Wärmebewegung  sei- 
ner Molecüle  es  auszudehnen  sucht  Wird  die  äussere  Kraft,  welche 
vorher  dem  Ausdehnungsbestreben  der  Wärme  gerade  das  Gleich- 
gewicht hielt,  ein  Wenig  vergrössert  oder  verkleinert,  so  drückt 
sie  das  Gas  weiter  zusammen  oder  lässt  es  sich  weiter  ausdehnen; 
dabei  thut  oder  erleidet  sie  eine  gewisse  Arbeit,  und  zugleich 
wird  in  dem  Gase  eine  äquivalente  Menge  Wärme  erzeugt  oder 
vernichtet 

Will  man  in  Bezug  auf  die  Arbeit  diejenige  Ausdrucksweise 
anwenden,  welche  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  gebräuch- 
lich ist,  dass  man  die  durch  die  Wärme  bewirkte  Ueberwindung 
einer  Kraft  als  gewonnene  Arbeit  und  die  von  der  Kraft  selbst 
gethane  Arbeit  als  verbrauchte  Arbeit  bezeichnet,  so  kann  man 
sagen :  wenn  die  Electricität  sich  unter  dem  Einflüsse  der  Wärme 
in  dem  der  electrischen  Kraft  entgegengesetzten  Sinne  bewegt,  so 
wird  Arbeit  gewonnen  und  dafür  eine  entsprechende  Menge  Wärme 
verbraucht  Findet  dagegen  die  Bewegung  der  Electricität  im 
Sinne  der  electrischen  Kraft  statt,  so  wird  Arbeit  verbraucht  und 
dafür  Wärme  gewonnen,  gerade  so  wie  bei  der  Ausdehnung  eines 
Gases  und  der  dabei  stattfindenden  Ueberwindung  des  Gegen- 
druckes Arbeit  gewonnen  und  Wärme  verbraucht,  und  bei  der  Zu- 
sammendrückung des  Gases  Arbeit  verbraucht  und  Wärme  ge- 
wonnen wird. 
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§.  3.    Unterscheidung  der  hier  angenommenen  Potential- 
niveaudifferenz von  einer  anderen. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  wenn  man  an  der  Berührungs- 
stelle zweier  StofiFe  eine  durch  die  Wärme  verursachte  Potential- 
niveaudifferenz annimmt,  dann  die  durch  den  Strom  je  nach  sei- 
ner Richtung  erregte  Wärme  oder  Kälte  eine  nothwendige  Folge 
davon  ist.  Demgemäss  können  wir  nun  auch  umgekehrt  die  letz- 
tere Erscheinung  als  einen  Beweis  für  das  Vorhandensein,  und  zu- 
gleich als  ein  Maass  jener  Potentialniveaudifferenz  betrachten. 
Hiermit  scheint  aber  eine  andere  Thatsache  im  Widerspruche  zu 
stehen.  Da  nämlich  die  Wärme-  oder  Kälteerregung  am  stärksten 
beim  Wismuth  und  Antimon  stattfindet,  so  muss  man  schliessen, 
dass  zwischen  diesen  beiden  Metallen  auch  die  Potentialniveau- 
differenz am  grössten  ist;  electroskopische  Versuche  dagegen  zei- 
gen zwischen  anderen  Metallen,  wie  z.  B.  Kupfer  und  Zink,  viel 
grössere  Differenzen,  als  zwischen  Wismuth  und  Antimon.  Dieser 
Widerspruch  lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Weisen  erklären. 

Erstens  kann  man  annehmen,  dass  ausser  der  durch  die  Wärme 
verursachten  Potentialniveaudifferenz  gleichzeitig  noch  eine  an- 
dere bestehe,  welche  in  der  von  Helmholtz  angegebenen  Weise 
nur  durch  die  verschiedenen  Molecularanziehungen  hervorgebracht 
werde,  und  dass  diese,  wenn  sie  auch  auf  die  thermoelectrischen 
Erscheinungen  keinen  Einfluss  übe,  doch  bei  den  electroskopi- 
schen  Erscheinungen  zur  vollen  Geltung  komme,  und  sich  dabei 
sogar  meistens  als  die  grössere  von  beiden  erweise.  Zweitens  kann 
man  annehmen,  dass  die  bei  electroskopischen  Versuchen  beob- 
achtete Differenz  nicht  durch  die  unmittelbare  Berührung  der  bei- 
den untersuchten  Stoffe,  z.  B.  des  Kupfers  und  Zinks,  entstehe, 
und  überhaupt  gar  nicht  zur  Zahl  derjenigen  Erscheinungen  ge- 
höre, welche  bei  der  Berührung  von  nur  Leitern  erster  Classe 
eintreten,  sondern  zur  Zahl  derer,  welche  durch  die  Mitwirkung 
von  Leitern  zweiter  Classe  (d.  h.  von  solchen,  die  die  Electricität 
durch  Electrolyse  leiten)  veranlasst  werden.  Man  kann  in  dieser 
Beziehung  anführen,  dass  bei  einem  electroskopischen  Versuche, 
selbst  wenn  die  untersuchten  Metalle  mit  keinem  fremden  Körper, 
wie  z.  B.  mit  der  Hand,  sondern  nur  unter  sich  in  Berührung  ge- 
bracht werden,  dadurch  doch  die  Mitwirkung  fremder  Stoffe  nicht 
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ganz  ausgeschlossen  werden  könne,  denn  die  Metalle  selbst  seien 
an  ihrer  Oberfläche  von  einer  Schicht  comprimirter  Gase  und  viel- 
leicht auch  condensirter  Dämpfe  bedeckt,  welche  bei  nicht  zusam- 
mengelötheten ,  sondern  nur  zusammengedrückten  Metallstücken 
den  wirklich  metallischen  Contact  verhindere,  und  durch  ihr  Da- 
zwischentreten die  electroskopischen  Erscheinungen  wesentlich 
modificire. 

Welche  von  diesen  beiden  Erklärungsarten  vorzuziehen  ist, 
soll  hier  nicht  erörtert  werden,  da  es  für  die  Untersuchung  der 
thermoelectrischen  Ströme  und  ihrer  Wirkungen  gleichgültig  ist 
Für  diese  genügt  es,  wenn  die  durch  die  Wärme  verursachte 
Potentialniveaudifferenz  dem  obigen  Schlüsse  gemäss  als  existirend 
anerkannt  wird,  denn  nur  mit  ihr  haben  wir  es  hier  zu  thun,  und 
wenn  daher  im  Folgenden  kurz  von  der  Potentialniveaudifferenz 
die  Rede  ist,  so  soll  damit  immer  nur  diese  eine  gemeint  sein, 
ganz  abgesehen  davon,  ob  daneben  noch  eine  andere  besteht, 
oder  nicht 


§.  4.    Stromstärke  in  einer  aus  zwei  Stoffen  bestehen- 
den Thermokette. 

Wir  wollen  nun  die  Thermokette  im  Ganzen  betrachten,  und 
dazu  zunächst  eine  solche  wählen,  die  nur  aus  zwei  leitenden 
Stoffen  besteht.  Dabei  wollen  wir  die  Voraussetzung  machen,  dass 
die  Thermokette  keinerlei  inducirende  Wirkungen  nach  Aussen 
hin  ausübe  oder  von  Aussen  her  erleide,  sondern  einfach  sich  selbst 
überlassen  sei. 

Die  beiden  der  Einfachheit  wegen  als  linear  vorausgesetzten 
Leiter  mögen  a  und  b  und  ihre  Verbindungsstellen  p'  und  jj" 
heissen,  und  die  dort  herrschenden  absoluten  Temperaturen  mit 
T  und  T"  bezeichnet  werden.  Für  den  Strom  und  ebenso  für 
die  electromotorische  Kraft  nehmen  wir  eine  bestimmte  Richtung 
als  die  positive  an,  und  zwar  wollen  wir  dazu  die  Richtung 
p'ap"bp'  wählen.  Die  Potentialfunction  im  Leiter  a  bezeichnen 
wir  mit  F«  und  ihre  Grenzwerthe  an  den  Puncten  p*  und  p"  mit 
V'a  und  Fo,  und  ebenso  bezeichnen  wir  im  Leiter  b  die  Potential- 
function allgemein  mit  Vt  und  ihre  Grenzwerthe  mit  Fi  und  FJ'. 
Die  an  den  Verbindungsstellen  stattfindenden  Potentialniveau- 
differenzen, beide  im  Sinne  des  positiven  Stromes  genommen,  mö- 
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gen  für  2>"  nüt  Eät,  und  für  p'  mit  E^a  bezeichnet  werden;  dann 
haben  wir  zu  setzen: 

1?//     TT//    TT// 


(2) 


Eba  =     r  «    —      Vi 


'b  a  '  a  '  b' 

Um  nun  die  durch  diese  Potentialniveaudifferenzen  ver- 
ursachte Stromstärke  zu  bestimmen,  bilden  wir  zunächst,  indem 
wir  die  Leitungswiderstände  in  den  beiden  Leitern  a  und  b  mit 
la  und  Zft  bezeichnen,  folgende  zwei  Gleichungen: 

V'  —  V" 


Stromstärke  in  a  =-         , 
Stromstärke  in  ft  = 


Fi'  -  Fi 


Ib 

Beide  Stromstärken  müssen  unter  einander  gleich  sein,  und 
wir  wollen  ihren  gemeinsamen  Werth,  welchen  wir  einfach  die 
Stromstärke  der  Thermokette  nennen ,  mit  J  bezeichnen.  Indem 
wir  nun  die  vorigen  Brüche  beide  gleich  J  setzen  und  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen  mit  la  und  li,  multipliciren,  erhalten  wir: 

ji,  =  f;  ~  Fi' 
ji,==r','  •-•  Fi. 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  kommt: 

J(l,  +  k)  =ra-    V'a   +    Fi'   ~    VI 

Führen  wir  hierin  gemäss  (2)  die  Zeichen  Eab  und  E^a  ein,  und 
bezeichnen  zugleich  die  Summe  la  -\-  h^  welche  den  ganzen  Lei- 
tungswiderstand der  Kette  bedeutet,  mit  L,  so  kommt: 

JL  =  Eab  -\-  Eia 

oder  auch: 

(3)  J- j 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nach  dem  Ohm 'sehen  Gesetze, 
dass  die  im  Zähler  des  Bruches  stehende  Summe  der  beiden  Po- 
tentialniveaudifferenzen die  ganze  electromotorische  Kraft  der 
Thermokette  ist.  Bezeichnen  wir  diese  mit  F^  so  haben  wir  zu 
setzen : 

(4)  F  =  E'i,  +  EL- 


12* 
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§.  5.     Arbeitsleistung  und  Wärmeerzeugung  in  der 

Thermokette, 

Da  jedes  Theilchen  der  in  der  Kette  strömenden  Electricität 
nach  einander  an  Stellen  von  verschiedenem  Potentialniveau  kommt, 
so  wird  dabei  von  den  electrischen  Kräften  Arbeit  geleistet,  welche 
an  einigen  Stellen  positiv,  an  anderen  negativ  ist. 

Betrachten  wir  zuerst  eine  Uebergangsschicht,  z.  B.  die  bei 
y,  so  gelangt  jedes  Electricitätstheilchen  äg,  indem  es  sich  durch 
die  Schicht  bewegt,  vom  Potentialniveau  FJ,'  zum  Potentialniveau 
F".  Die  dabei  von  der  electrischen  Kraft  gethane  Arbeit,  welche 
durch  die  Abnahme  des  Potentials  der  getrennt  vorhandenen 
Electricität  auf  das  Theilchen  dq  dargestellt  wird,  ist  gleich 
(Vä  —  yb)dq  öder  —  Eäbdq.  Wenn  wir  dieses  auf  alle  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  die  Schicht  strömende  Electricität^ 
deren  Menge  gleich  J  ist ,  anwenden ,  so  erhalten  wir  für  die  Ar- 
beit, welche  während  der  Zeiteinheit  in  dieser  Uebergangsschicht 
von  der  electrischen  Kraft  gethan  wird,  den  Ausdruck  —  Eab  J- 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  in  der  Uebergangsschicht  bei  p'  ge- 
thane Arbeit  den  Ausdruck  —  E^aJ»  Setzen  wir  in  diese  Aus- 
drücke für  J  seinen  Werth  aus  (3)  ein,  so  erhalten  wir: 


(5) 


Arbeit  in  der  Uebergangsschicht  bei p"  =  —  Eab  — ^^-r- — ^ 
Arbeit  in  der  Uebergangsschicht  bei  jp'  =  —  Eia     "^"t" — — 


Diese  Arbeitsgrössen  sind  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  die  die 
Schicht  durchströmende  Electricität  von  niedrigerem  zu  höherem 
oder  von  höherem  zu  niedrigerem  Potentialniveau  gelangt. 
Fasst  man  beide  Ausdrücke  zusammen,  so  erhält  man : 

(6)   Arbeit  in  beiden  Uebergangsschichten  =  —  (^«^  +  ^>«)\ 

Dieser  Ausdruck  ist  jedenfalls  negativ  und  der  Durchgang  der 
Electricität  durch  beide  Uebergangsschichten  zusammen  findet  also 
gegen  die  electrischen  Kräfte  statt,  was  daraus  zu  erklären  ist, 
dass  die  electrischen  Kräfte  durch  die  Wirkung  der  Wärme  über- 
wunden werden. 
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Betrachten  wir  nun  weiter  die  homogenen  Leiter  a  und  i,  so 
wird  in  diesen  von  den  electrischen  Kräften  beim  Strömen  der 
Electricität  diejenige  Arbeit  geleistet,  welche  zur  Ueberwindung 
des  Leitungs Widerstandes  nöthig  ist.  Diese  Arbeit  ist,  gemäss  der 
in  Abschnitt  V.  unter  (6)  gegebenen  Gleichung,  im  Leiter  a  gleich 
latP  und  im  Leiter  b  gleich  l^J^-  Für  beide  Leiter  zusammen  er- 
halten wir  also,  wenn  wir  wieder  die  Summe  ?«  -|-  It  mit  L  be- 
zeichnen, den  Ausdruck  L  J^,  und  wenn  wir  hierin  für  J  seinen 
Werth  aus  (3)  setzen,  so  kommt: 

(7)  Arbeit  in  den  Leitern  =  1^±L+-^' 

Da  dieser  Ausdruck  dem  in  (6)  gegebenen  Ausdrucke  der  in 
den  beiden  Uebergangsschichten  zusammen  gethanen  Arbeit  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Summe  aller  in 
der  Thermokette  von  den  electrischen  Süräften  gethanen  Arbeits- 
grössen  gleich  Null  ist.  Dieses  ist  auch  von  vornherein  selbstver- 
ständlich. Wenn  nämlich  die  electrischen  Kräfte  während  einer 
gegebenen  Zeit  innerhalb  der  Thermokette  im  Ganzen  eine  Arbeit 
thun  oder  erleiden  sollten ,  so  könnte  dieses  nur  durch  eine  ver- 
änderte Anordnung  der  Electricität  geschehen,  und  jede  solche 
Aenderung  ist  durch  die  Annahme,  dass  der  Strom  stationär  sei, 
ausgeschlossen. 

Mit  der  vorher  besprochenen  in  den  verschiedenen  Theilen 
der  Kette  von  den  electrischen  Kräften  gethanen ,  theils  positiven, 
theils  negativen  Arbeit  hängt  nun  auch  Erzeugung  und  Verbrauch 
von  Wärme  zusammen.  In  den  Uebergangsschichten  wird,  je  nach- 
dem die  Bewegung  der  Electricität  im  Sinne  der  electrischen  Kraft 
oder  ihr  entgegen  geschieht,  Wärme  erzeugt  oder  verbraucht.  In 
beiden  Uebergangsschichten  zusammen  findet  Verbrauch  von 
Wärme  statt,  weil  dem  Obigen  nach  die  Summe  der  in  ihnen  ge- 
thanen Arbeitsgrössen  negativ  ist  In  den  homogenen  Leitern,  wo 
die  electrischen  Kräfte  den  Leitungswiderstand  zu  überwinden  ha- 
ben, findet  Erzeugung  von  Wärme  statt  Was  die  Mengen  der  er- 
zeugten und  verbrauchten  Wärme  anbetrifil,  so  sind  sie  unter  der 
von  uns  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Thermokette,  ohne 
Wirkungen  nach  Aussen  hin  auszuüben  oder  von  Aussen  her  zu 
erleiden,  nur  sich  selbst  überlassen  ist,  und  dass  in  ihr  neben  den 
Wärmeveränderungen  keine  weiteren  Veränderungen  mechanischer 
oder  chemischer  Natur  vorkommen,  den  oben  bestimmten  Arbeits- 
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grossen  äquivalent.  Wenn  wir  uns  die  Wärme  nach  mechani- 
schem Maasse  gemessen  denken,  so  werden  die  Wärmemengen 
einfach  durch  dieselben  Ausdrücke  dargestellt,  wie  die  betreffen- 
den Arbeitsgrössen,  und  es  wird  daher  nicht  nöthig  sein,  länger 
dabei  zu  verweilen.  Es  möge  nur  noch  angeführt  werden,  dass  die 
algebraische  Summe  aller  in  der  Thermokette  erzeugten  Wärme- 
mengen (wobei  verbrauchte  Wärmemengen  negativ  gerechnet  wer- 
den), ebenso  wie  die  Summe  aller  von  den  electrischen  Kräften 
gethanen  Arbeitsgrössen,  gleich  Null  ist. 

Wir  können  diejenigen  Theile  der  Thermokette,  in  welchen 
die  Wärme  selbst  thätig  ist,  indem  sie  entweder  die  Electricität 
nach  einer  bestimmten  Richtung  treibt ,  oder  der  vorhandenen  Be- 
wegung widerstrebt,  also  in  unserem  bisher  betrachteten  einfachen 
Falle  die  beiden  Uebergangsschichten  bei  p'  und  ^",  mit  jeder  voll- 
kommenen durch  Wärme  getriebenen  Maschine  vergleichen.    Wie 
durch  die  Maschine  z.  B.  ein  Gewicht  gehoben ,  also  der  Schwer- 
kraft entgegen  bewegt  werden  kann,  wobei  die  Schwerkraft  eine 
Arbeit  erleidet,  so  wird  hier  die  Electricität  zu  einer  Bewegung 
gezwungen,  welche   der  electrischen  Kraft  entgegengerichtet  ist, 
und  bei  der  diese  daher  eine  Arbeit  erleidet.    Wie  man  femer 
dort  das  gehobene  Gewicht  nachlier  wieder  sinken  und  somit  der 
Schwerkraft  folgen  lassen  kann ,  wobei  diese  eine  Arbeit  thut ,  die 
der  vorher  erlittenen  genau  gleich  ist,  und  welche  man  zur  Her- 
vorbringung verschiedener  Wirkungen  benutzen  kann,  so  strömt 
auch  hier  die  Electricität  wieder  zurück ,  indem  sie  innerhalb  der 
homogenen  Leiter  der  electrischen  Kraft  folgt,  und  die  von  dieser 
dabei  gethane  Arbeit  kann  ebenfalls  zu  verschiedenen  Wirkungen 
benutzt  werden,   da  man  ja  aus  den  electrischen   Strömen  eine 
mechanische  Triebkraft  gewinnen  kann.  Wenn  wir,  um  die  Ueber- 
einstimmung  noch  vollständiger  zu  machen,  auch   die  beschrän- 
kende Voraussetzung,  welche  wir  über  die  Wirkungen  des  Stromes 
im  Vorigen  gemacht  haben,  in  entsprechender  Weise  bei  der  Ma- 
schine machen  wollen,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  die  ganze 
Arbeit  der  Maschine  nur  zur  Ueberwindung  von  Reibung  benutzt 
werde.    In  diesem  Falle  wird  durch  die  Reibung  gerade  so  viel 
Wärme  erzeugt,  wie  in  der  Maschine  selbst  verbraucht  wird ,  und 
betrachten  wir  daher,  um  ein  mit  der  ganzen  Thermokette  ver- 
gleichbares System  zu  erhalten,  die  sich  reibenden  Körper  als  mit 
der  Maschine  zusammengehörig,  so  findet  in  diesem  Systeme  eben- 
falls weder  ein  Gewinn  noch  ein  Verlust  an  Wärme  statt. 
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§.  6.    Vorhandensein  eines  durch  die  Thermokette 
vermittelten  Wärmeüberganges. 

Indem  wir  vorher  die  Theile  der  Thermokette,  in  welchen  die 
Wärme  selbst  thätig  ist,  also  die  beiden  Uebergangsschichten,  mit 
einer  thermodynamischen  Maschine  verglichen,  richteten  wir  unser 
Augenmerk  nur  auf  den  Verbrauch  oder  die  Erzeugung  von  Wärme. 
Nun  findet  aber  in  einer  thermodynamischen  Maschine,  ausser  der 
Veränderung  der  Quantität  der  im  Ganzen  vorhandenen  Wärme, 
auch  ein  Uebergang  von  Wärme  von  einem  warmen  zu 
einem  kalten  Körper  statt,  welcher  durch  den  zweiten  Haupt- 
satz der  mechanischen  Wärmetheorie  näher  bestimmt  wird,  und 
wir  müssen  daher  die  Thermokette  auch  von  diesem  Gesichts- 
puncte  aus  betrachten. 

Zunächst  wollen  wir  uns  die  allgemeinere  Frage  stellen ,  ob 
sich  in  der  Thermokette  überhaupt  ein  Wärmeübergang  von  einem 
warmen  zu  einem  kalten  Körper  nachweisen  lässt.  Wir  betrach- 
ten dabei  wieder,  wie  bisher,  die  aus  nur  zwei  homogenen  Stoffen 
bestehende  Kette,  bei  welcher  die  Wärme  nur  in  den  beiden  üeber- 
gangsschichten  thätig  ist.  Oben  wurde  gezeigt,  dass  der  Aus- 
druck für  die  in  beiden  Schichten  zusammen  erzeugte  Wärme  nega- 
tiv ist;  daraus  darf  man  aber  nicht  denselben  Schluss  für  jede 
Schicht  einzeln  ziehen,  sondern  man  kann  vielmehr,  wenigstens 
für  geringe  Temperaturintervalle,  im  Voraus  als  Regel  annehmen, 
dass  die  beiden  einzelnen  Ausdrücke  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind.  Bei  gleichen  Temperaturen  sind  nämlich  die  Poten- 
tialniveaudiflFerenzen  an  beiden  Berührungsstellen  gleich  und  ent- 
gegengesetzt; wenn  sich  nun  die  Temperatur  der  einen  Stelle  än- 
dert, so  ändert  sich  auch  ihre  PotentialniveaudiflFerenz ,  da  diese 
Aenderung  aber  stetig  vor  sich  geht,  so  kann  sie  wenigstens  nicht 
gleich  anfänglich  eine  Umkehrung  des  Vorzeichens  bewirken,  und 
so  lange  dieses  nicht  geschieht,  behalten  die  PotentialniveaudiflFe- 
renzen ,  und  mit  ihnen  natürlich  auch  die  entsprechenden  Arbeits- 
grössen  und  Wärmemengen  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Dieses 
Verhalten  wollen  wir  daher  auch  in  der  von  uns  betrachteten 
Thermokette  voraussetzen,  indem  wir  die  bei  grossen  Temperatur- 
unterschieden zuweilen  vorkommenden  Abweichungen ,  von  denen 
später  die  Bede  sein  wird ,  für  jetzt  unberücksichtigt  lassen.   Da 
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der  Zustand  der  ganzen  Kette  der  Annahme  nacli  stationär  sein 
soll,  und  somit  die  an  den  beiden  Berührungsstellen  stattfindenden 
Temperaturen  T  und  T"  constant  sein  müssen,  so  denken  wir  uns 
dieses  dadurch  bewirkt,  dass  die  beiden  Berührungsstellen  mit  zwei 
Körpern  in  Verbindung  gesetzt  sind,  welche  bleibend  auf  den  Tem- 
peraturen T  und  T"  erhalten  werden,  und  von  denen  der  eine 
seiner  Berührungsstelle  die  verbrauchte  Wärme  wieder  ersetzt,  der 
andere  der  seinigen  die  erzeugte  Wärme  entzieht  Dadurch  er- 
fahrt der  eine  Körper  einen  Verlust,  der  andere  einen  Gewinn  an 
Wärme,  und  wir  erhalten  somit  wirklich  einen  durch  die  Thermo- 
kette  vermittelten  Uebergang  von  Wärme  von  einem  Körper  zu 
einem  anderen. 

Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  dieser  Uebergang  auch  der  Be- 
dingung genüge,  dass  er  vom  warmen  zum  kalten  Körper,  und 
nicht  etwa  in  umgekehrter  Richtung  geschieht.  Betrachten  wir 
in  dieser  Beziehung  die  beiden  Stoffe,  deren  thermoelectrische 
Wirkungen  am  meisten  experimentell  untersucht  sind,  und  bei 
denen  die  Entscheidung  daher  am  sichersten  ist,  nämlich  Wismuth 
und  Antimon,  so  ergiebt  sich  in  der  That  das  erstere,  denn  bei 
einer  aus  diesen  Stoffen  zusammengesetzten  Kette  geht  der  Strom 
an  der  warmen  Berührungsstelle  vom  Wismuth  zum  Antimon ,  und 
an  der  kalten  vom  Antimon  zum  Wismuth,  und  andererseits  weiss 
man,  dass  ein  durch  die  Berührungsstellen  gehender  Strom  bei  der 
ersteren  Richtung  Abkühlung  hervorbringt,  also  Wärme  verbraucht, 
und  bei  der  letzteren  Wärme  erzeugt  Demnach  erfährt,  wie  es 
sein  muss,  der  wärmere  Körper  den  Verlust  und  der  kältere  den 
Gewinn  an  Wärme,  und  in  ähnlicher  Weise  stellt  sich  die  Ueber- 
einstimmung  auch  bei  den  anderen  bis  jetzt  untersuchten  Stoffen 
heraus.  Man  sieht  leicht,  wie  durch  dieses  Resultat  die  oben 
durchgeführte  Analogie  zwischen  der  Thermokette  und  einer  durch 
die  Wärme  getriebenen  Maschine  noch  vervollständigt  wird ,  denn 
offenbar  entspricht  die  warm  gehaltene  Berührungsstelle  dem 
geheizten  Theile  der  Maschine,  und  die  kalt  gehaltene  dem 
üondensator  der  Dampfmaschine  oder  dem  Theile,  wo  die  kalte 
Luft  comprimirt  wird,  in  der  durch  warme  Luft  getriebenen  Ma- 
schine. 
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§.  7.    Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
mechanischen  Wärmetheorie. 

Nachdem  so  das  Vorhandensein  des  Wärmeüberganges  nach- 
gewiesen ist,  wollen  wir  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie  auf  ihn  anwenden.  Eine  sehr  einfache  Form  dieses 
Satzes  erhält  man,  wenn  man  die  Temperaturen  der  beiden  Kör- 
per, welche  die  Wärmezu-  und  -abfuhr  bewirken,  als  unendlich 
wenig  von  einander  verschieden  annimmt.  Wir  wollen  die  bei  p" 
stattfindende,  bisher  mit  T"  bezeichnete  Temperatur,  welche  wir 
als  die  höhere  voraussetzen ,  jetzt  einfach  mit  T  bezeichnen ,  und 
die  bei  p'  stattfindende,  bisher  mit  T  bezeichnete  Temperatur 
gleich  T  —  dT  setzen.  Dann  gilt  für  den  vollständigen  Process, 
bei  welchem  eine  gewisse  Wärmemenge  in  Arbeit  verwandelt  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann ,  zu  Arbeit  verbraucht  wird ,  und  eine 
andere  Wärmemenge  von  dem  wärmeren  zu  dem  kälteren  Körper 
übergeht,  die  Gleichung: 

.^.  die  verbrauchte  Wärme    dT 

^  ^    .  die  übergegangene  Wärme        T 

Um  nun  die  an  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  im  Zähler 
und  Nenner  stehenden  Wärmemengen  zu  bestimmen,  müssen  wir 
die  auf  die  beiden  Uebergangsschichten  bezüglichen  Gleichungen 
(5)  anwenden,  welche  zunächst  für  die  dort  gethanen  Arbeits- 
grössen  aufgestellt  sind,  aber  auch  für  die  dort  erzeugten  Wärme- 
mengen gelten,  und  in  welche  wir  nur  für  die  die  Potentialniveau- 
difiPerenzen  darstellenden  Zeichen  die  auf  unseren  Fall  bezüglichen 
Werthe  einzusetzen  haben.  Die  bei  j)"  stattfindende  Potential- 
niveaudififere!nz  wollen  wir  jetzt  einfach  mit  E  bezeichnen,  so  dass 
zu  setzen  ist : 

r?n    rp 

tjab  —  ^' 

Was  die  bei  p'  stattfindende  Potentialniveaudifferenz  Ej,a  anbe- 
trifft, so  ist  erstens  zu  bemerken,  dass  sie  wegen  der  umgekehrten 
Reihenfolge  der  Stoffe  a  und  h  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat,  und  zweitens  ist  ihr  absoluter  Werth  um  so  viel  vom  vorigen 
verschieden  anzunehmen,  wie  es  der  um  d  T  niedrigeren  Tempera- 
tur entspricht.   Es  ist  also  zu  setzen: 
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^-  =  -(^-jf'^^) 


Aus  der  Vereinigung  beider  Gleichungen  folgt: 

d  E 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  kommt : 


(9) 


Bei  p"  erzeugte  Wärme  =  —  y-  -r^ 


Bei  p'  erzeugte  Wärme  =  y  j-pp  dT  —  j-  ( j^)  dT^^ 
und  hieraus  folgt  weiter: 
(10)      Bei  p'  und  p"  erzeugte  Wärme  =  —  -^  (^^  dT\ 

Da  der  letzte  Ausdruck  negativ  ist,  so  ergiebt  sich  daraus, 
wie  schon  oben  besprochen  wurde,  für  beide  Uebergangsschichten 
zusammen  ein  Wärmeverbrauch,  und  der  absolute  Werth  des 
Ausdruckes  stellt  die  Menge  der  verbrauchten  Wanne  dar,  also 
die  Grösse,  welche  in  dem  in  der  Gleichung  (8)  vorkommenden 
Bruche  den  Zähler  bildet. 

Was  ferner  die  im  Nenner  stehende  übergegangene  Wärme- 
menge anbetrifft,  so  ist  als  solche  die  bei  p*  erzeugte  Wärme- 
menge anzusehen,  welche  durch  die  zweite  der  Gleichungen  (9) 
bestimmt  wird,  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  wir  in  dem  be- 
treffenden Ausdrucke  das  in  Bezug  auf  dT  quadratische  Glied 
gegen  das  lineare  vernachlässigen  können.  Die  Gleichung  (8)  geht 
also  über  in: 

IVdr)  ^^'      dT 


EdE  -     T' 

welche  Gleichung  sich  vereinfacht  in: 

(11)  dE^dT 

und  aus  welcher  sich  durch  Integration  ergiebt: 

(12)  E=bT, 

worin  b  eine  von  der  Natur  der  sich  berührenden  Stoffe  abhän- 
gige  Constante  bedeutet. 
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Wir  sind  somit  in  Bezug  auf  die  Art,  wie  die  zwischen  zwei 
verschiedenen  StoflFen  stattfindende  Potentialniveaudifferenz  sich 
mit  der  Temperatur  ändert,  zu  dem  einfachen  Gesetze  gelangt, 
dass  die  Potentialniveaudifferenz  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  ist.  Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten, 
dass  die  das  Gesetz  ausdrückende  Gleichung  (12)  in  der  einfachen 
Form,  dass  s  constant  ist,  nur  so  weit  als  gültig  angesehen  wer- 
den darf,  wie  die  unserer  bisherigen  Entwickelung  zu  Grunde  lie- 
gende Voraussetzung,  dass  innerhalb  der  einzelnen  Stoffe  keine 
electromotorischen  Kräfte  auftreten,  erfüllt  ist. 

Wenden  wir  jenen  für  E  gewonnenen  Ausdruck  auf  eine 
Thermokette  an,  deren  Verbindungsstellen  p'  und  p"  beliebige 
Temperaturen  T*  und  T"  haben,  so  haben  wir  zu  setzen  : 

Eba   =  ^ba   T    =  —   Sab   T  . 

Dadurch  geht  die  für  die  ganze  electromotorische  Kraft  der  Thermo- 
kette geltende  Gleichung  (4)  über  in: 

(13)  F=Ba,{r  ^  r). 

Wir  wollen  uns  nun  statt  der  aus  zwei  Stoffen  bestehenden 
Thermokette  eine  solche  gegeben  denken,  welche  aus  einer  beliebi- 
gen Anzahl  n  von  leitenden  Stoffen  besteht,  die  a,  6,  c . . .  ä  heissen 
mögen.     Die  Verbindungsstellen  wollen  wir,  vom  Anfangspuncte 

des  Leiters  a  beginnend,  mit  p\  p'\  p'" !>(♦»)  bezeichnen,  so 

dass  p"  die  Verbindungsstelle  zwischen  a  und  6,  p"^  die  Verbin- 
dungsstelle zwischen  b  und  c  und  zuletzt  p'  die  Verbindungsstelle 
zwischen  A  und  a  ist.  Die  an  diesen  Verbindungsstellen  stattfin- 
denden Potentialniveaudifferenzen  mögen  E'J^i,^  E*i[ E^a  heissen. 

Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  electromotorischen  Kraft  der 
Thermokette,  entsprechend  der  Gleichung  (4),  zu  setzen: 

(14)  ir=i5;;',  +  £?J  +  ...+  EL. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  in  den  Ausdrücken  der  Potentialniveau- 
differenzen vorkommenden  constanten  Factoren  der  Reihe  nach 
mit  Bab-,  «6c ... .  «Aa  und  nennen  die  Temperaturen  der  Verbin- 
dungsstellen, von  derjenigen,  welche  den  Anfangspunct  des  Leiters 
a  bildet,  beginnend,  T',  T",  T'" T("),  so  geht  die  vorige  Glei- 
chung über  in: 

(15)  F=^  a„»  T"  -f  «».  T"'  + +  6»,  r. 
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§.  8.    Uebereinstimmungspuncte  des  obigen  Resultates 

mit  der  Erfahrung. 

Vergleicht  man  das  in  der  Gleichung  (12)  ausgedrückte  Re- 
sultat der  obigen  Entwickelungen  mit  der  Erfahrung,  so  findet 
man  in  mehrfacher  Beziehung  eine  unzweifelhafte  üeberein- 
stimmung. 

Der  erste  zu  besprechende  Punct  bezieht  sich  nur  darauf,  dass 
der  in  (12)  gegebene  Ausdruck  einem  allgemeinen  Erfordernisse 
entspricht.  Wenn  in  einer  aus  beliebig  vielen  Stoflfen  a^  b^  c  ....  h 
bestehenden  Thermokette  alle  Verbindungsstellen  eine  und  die- 
selbe Temperatur  T  haben,  so  entsteht  kein  Strom  und  die  elec- 
tromotorische  KraiTt  der  Kette  muss  somit  Null  sein.  Man  hat 
also  für  diesen  Fall,  gemäss  (14),  zu  setzen: 

und  dieser  Gleichung  müssen  die  Potentialniveaudifferenzen  für 
jeden  beliebigen  Werth  der  gemeinsamen  Temperatur  T  ge- 
nügen. Setzt  man  nun  für  die  Potentialniveaudifferenzen  ihre  Aus- 
drücke nach  (12),  indem  man  bei  allen  dieselbe  Temperatur  Tin 
Anwendung  bringt,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

und  aus  der  Form  dieser  Gleichung  ersieht  man  sofort,  dass,  wenn 
die  (konstanten  solche  Werthe  haben ,  dass  die  Gleichung  für  Eine 
Temperatur  erfüllt  ist,  sie  auch  für  alle  Temperaturen  erfüllt  ist 

Wir  wollen  nun  einige  specielle  Folgerungen,  welche  sich  aus 
(12)  ergeben,  mit  der  Erfahrung  vergleichen. 

1.  Nach  (12)  nehmen  die  Potentialniveaudifferenzen 
bei  wachsender  Temperatur  zu  und  nicht  ab.  Um  die 
Richtigkeit  dieses  Schlusses  zu  prüfen,  müssen  wir  uns  erinnern, 
dass  der  Strom  immer  die  Richtung  wählt,  in  welcher  die  Summe 
der  Potentialniveaudifferenzen  positiv  ist,  also  für  den  Fall,  wo  nur 
zwei  Differenzen  vorkommen,  die  Richtung,  in  welcher  die  grössere 
von  ihnen  positiv  ist.  Es  braucht  also  zum  Beweise ,  dass  die  Po- 
tentialniveaudifferenz an  der  wärmeren  Berührungsstelle  die 
grössere  ist,  nur  gezeigt  zu  werden,  dass  sie  in  Bezug  auf  die 
Stromrichtung  die  positive  ist,  und  dieses  ist  schon  oben  ge- 
schehen, indem  aus  der  Erfahrung  nachgewiesen  ist,  dass  an  der 
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wärmeren  Berührungsstelle  ein  Verbrauch  von  Wärme  statt- 
findet, was  einer  negativen  Arbeit  und  somit  einer  im  Sinne  des 
Stromes  stattfindenden  Zunahme  des  Potentialniveaus  entspricht. 

2.  Nach  (12)  sind  die  Aenderungen  jeder  Potential- 
niveaudifferenz den  entsprechenden  Temperaturände- 
rungen proportional  Hiernach  mu8s,wie  aus (13)  zu  ersehen  ist, 
bei  jeder  aus  zwei  homogenen  Stofien  zusammengesetzten  Thermo- 
kette  die  electromotorische  Kraft  ^)  dem  an  beiden  Berührungs- 
stellen angewandten  Temperaturunterschiede  proportional  sein, 
und  dieses  kann  in  der  That  für  nicht  zu  grosse  Temperaturunter- 
schiede im  Allgemeinen  als  Regel  bezeichnet  werden. 

3.  Nach  (12)  müssen  diejenigen  Potentialniveaudiffe- 
renzen, deren  Zunahme  mit  der  Temperatur  am  gröss- 
ten  ist,  auch  ihren  ganzen  Werthen  nach  die  grössten 
sein.  Betrachten  wir  nämlich  irgend  zwei  Combinationen  von  je 
zwei  Stoffen,  etwa  a,  b  und  c,  ä,  so  haben  wir  zu  setzen : 

woraus  folgt: 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  die  Proportion: 

dEgt  .  dEcd jj,    .  E» 

Auch  dieser  Schluss  bestätigt  sich,  indem  diejenigen  Sto£fcombi- 
nationen,  welche  bei  einem  bestimmten  Temperaturunterschiede 
die  stärksten  Ströme  geben,  wie  z.  B.  die  von  Wismuth  und  Anti- 
mon, sich  auch  dadurch  auszeichnen,  dass  ein  durch  ihre  Berüh- 
rungsstelle gehender  Strom  dort  am  meisten  Wärme  erzeugt  oder 
vernichtet,  wobei  die  erstere  Eigenschaft  auf  einen  grossen  Werth 

dE 
des  Diiferentialcoefiicienten  -^^  und  die  letztere  auf  einen  grossen 

Werth  der  Function  E  selbst  schliessen  lässt. 


1)  Man  darf  hier  statt  der  electromotorischen  Kraft  nicht  ohne  Weite- 
res die  Stromstarke  setzen,  weil  die  letztere  •  auch  vom  Leitungswiderstand» 
abhängt,  welcher  sich  mit  der  Temperatur  ändert. 
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§.  9.    Abweichungen  des  obigen  Resultates  von  der 
Erfahrung  und  ihre  Erklärung. 

Die  vorstehend  erwähnten  Bestätigungen  lassen  wohl  keinen 
Zweifel  daran  bestehen,  dass  der  in  der  Gleichung  (12)  gegebene 
Ausdruck  nicht  bloss,  wie  eine  empirische  Formel  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  eine  äusserliche,  vielleicht  zufallige  AehnUchkeit 
mit  dem  Verhalten  der  Potentialniveaudifierenzen  zeigt,  sondern 
dass  er  in  der  Natur  der  Sache  selbst  begründet  ist.  Dessen  un- 
geachtet stellt  er  allein  die  Erscheinungen  noch  nicht  genau  dar, 
vielmehr  findet  man  bei  näherer  Untersuchung  derselben ,  beson- 
ders in  den  Fällen,  wo  hohe  Temperaturen  vorkommen,  erhebUche 
Abweichungen,  welche  zeigen,  dass  bei  der  Hervorbringung  dieser 
Erscheinungen  noch  Nebenumstände  mitwirken  müssen,  die  bei 
der  Ableitung  des  Ausdruckes  nicht  berücksichtigt  sind.  Am  deut- 
lichsten tritt  dieses  bei  einer  aus  Eisen  und  Kupfer  bestehenden 
Thermokette  hervor,  welche  bekanntlich  bei  allmälig  fortschreiten- 
der Erwäimung  der  einen  Berührungsstelle  statt  beständiger  Zu- 
nahme des  Stromes  von  einer  gewissen  Temperatur  an  eine  Ab- 
nahme, und  bei  der  Glühhitze  sogar  eine  ümkehrung  des  Stro- 
mes zeigt. 

Diese  Abweichungen  lassen  darauf  schliessen,  dass  die  unse- 
rer obigen  Entwickelung  zu  Grunde  gelegte  Voraussetzung,  dass 
die  in  einer  Thermokette  vorkommenden  electromotorischen  Kräfte 
nur  an  den  Verbindungsstellen  verschiedener  StoflFe  ihren  Sitz  ha- 
ben, während  im  Inneren  eines  einzelnen  StoflFes,  auch  wenn  seine 
Theile  verschiedene  Temperaturen  haben,  keine  electromotori- 
schen Kräfte  vorkommen,  ungenau  sein  muss.  Wollte  man  z.  B, 
bei  der  Eisen-Kupferkette  die  Entstehung  des  Stromes  nur  aus  den 
beiden  an  den  Berührungsstellen  stattfindenden  Potentialniveau- 
düferenzen  erklären,  so  müsste  man  schUessen,  dass  bei  der  Tem- 
peratur, bei  welcher  die  Umkehrung  des  Stromes  eintritt,  die  Po- 
tentialniveaudifferenz an  der  warmen  Berührungsstelle  gerade  wie- 
der gleich  der  an  der  kalten  geworden  wäre,  und  sich  so  auf  dem 
Durchgangspuncte  aus  einem  grösseren  in  einen  kleineren,  oder 
aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Werth  befände.  Bei  die- 
ser Aenderung  ihres  Werthes  würde  natürUch  ihr  Vorzeichen  zu- 
nächst ungeändert  bleiben,  und  es  müssten  sich  daher  bei  der 
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Umkehrung  des  Stromes  auch  seine  thermischen  Wirkungen  an 
den  heiden  Berührungsstellen  in  die  entgegengesetzten  yerwan- 
deln,  so  dass,  wenn  vorher  Wärme  von  einem  warmen  zu  einem 
kalten  Körper  überging,  nun  der  umgekehrte  Uebergang  einträte, 
was  dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie 
direct  widerspricht  Man  ist  also  zu  der  Annahme  genöthigt,  dass 
auch  im  Inneren  der  beiden  verbundenen  Metalle,  oder  eines  der- 
selben, Potentialniveaudifferenzen  entstanden  seien,  welche  als  elec- 
tromotorische  Kräfte  zur  Hervorbringung  des  Stromes  mitwirken, 
und  hat  zugleich  durch  die  Bedingung,  dass  der  zweite  Hauptsatz 
der  mechanischen  Wärmetheorie  immer  erfüllt  bleiben  muss ,  ein 
Mittel  über  das  Verhältniss,  in  welchem  diese  verschiedenen  DiflFe- 
renzen  zu  einander  stehen  müssen,  wenigstens  Einiges  zu  schliessen. 

Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  jede  Temperaturver- 
schiedenheit schon  als  solche  nothwendig  von  einer  Po- 
tentialniveaudifferenz begleitet  sein  müsse,  sondern  ich 
glaube,  dass  es  zur  Erklärung  jener  Abweichungen,  so  weit  sie  bis 
jetzt  beobachtet  sind,  hinreicht,  wenn  man  die  im  Inneren  eines 
Metalles  entstehende  Potentialniveaudifi'erenz  nur  als  eine  secun- 
däre  Wirkung  der  Temperaturverschiedenheit  betrachtet,  welche 
dann  eintritt,  wenn  durch  die  Temperaturänderung  des 
einen  Theiles  eine  Aenderung  seines  Molecularzustan- 
des  veranlasst  ist,  so  dass  der  veränderte  und  der  unveränderte 
Theil  desselben  Metalles  sich  wie  verschiedene  Metalle  zu  einander 
verhalten.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch,  wenn  beide  Theile  ihren 
Molecularzustand  geändert  haben,  aber  die  Aenderungen  nicht 
gleich  sind, 

Dass  dergleichen  Aenderungen  in  bedeutendem  Maasse  statt- 
finden, lässt  sich  in  manchen  Fällen  mit  ziemlicher  Sicherheit 
nachweisen ,  und  es  möge  als  ein  Beispiel  der  Art  hier  der  Stahl 
betrachtet  werden,  bei  welchem  die  Wirkungen  der  Wärme  beson- 
ders auffällig  sind.  Harter  und  weicher  Stahl  stehen  sich  in  den  be- 
deutendsten Eigenschaften,  wie  Härte,  Elasticität  und  Sprödigkeit, 
so  fern ,  wie  zwei  ganz  verschiedene  Metalle ,  und  es  ist  bekannt, 
dass  bei  ihrer  Berührung  auch  eine  electrische  Potentialniveau- 
differenz entsteht,  indem  sich  aus  ihnen  eine  wirksame  Thermo- 
kette ,  und  durch  mehrfache  Wiederholung  eine  ziemlich  kräftige 
Thermosäule  bilden  lässt.  Da  der  ganze  zvrischen  hartem  und  wei- 
chem Stahl  bestehende  Unterschied  seine  Ursache  nur  in  der 
grösseren  oder  geringeren  Geschwindigkeit  der  Abkühlung  hat. 
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so  muss  man  annehmen,  dass  die  bei  höherer  Temperatur  stattfin- 
dende Art  der  Verbindung  des  Eisens  mit  der  Kohle,  und  der 
damit  zusammenhängende  Molecularzustand  der  ganzen  Masse  sich 
bei  der  Abkühlung  zu  ändern  sucht,  dass  diese  Aenderung  aber 
einiger  Zeit  bedarf,  und  daher  durch  die  Schnelligkeit  der  Abküh- 
lung ganz  oder  theilweise  verhindert  werden  kann,  während  sie 
bei  langsamer  Abkühlung  wirklich  eintritt  In  Uebereinstimmung 
hiermit  kann  man  aus  der  Verschiedenheit,  welche  man  zwischen 
langsam  und  schnell  gekühltem  Stahle  beobachtet,  auf  eine  entspre- 
chende Verschiedenheit  zwischen  langsam  gekühltem  und  heissem 
Stahle  schliessen,  und  denselben  Schluss  hat  auch  Seebeck  aus 
seinen  thermoelectrischen  Versuchen  gezogen  i). 

Für  das  häufige  Vorkommen  und  den  electrischen  Einfluss 
solcher  Verschiedenheiten  des  Molecularzustandes  sprechen  femer 
alle  thermoelectrischen  Ströme ,  welche  man  bei  Anwendung  eines 
einzigen  Metalles  erhält,  wenn  man  einzelne  Stellen  desselben  er- 
wärmt. Besonders  stark  sind  diese  bei  solchen  Metallen,  die  ein 
deutlich  ausgeprägtes  krystallinisches  Gefüge  zeigen.  So  beobach- 
tete Seebeck >)  z.  B.  bei  einem  im  Ganzen  gegossenen  Ringe  aus 
Antimon,  dass  er  sich  gerade  so  verhielt,  als  ob  er  aus  zwei  ver- 
schiedenen Metallen  bestände,  deren  Grenzen  sich  genau  feststel- 
len Hessen.  Als  später  der  Ring  zerbrochen  wurde,  fand  sich,  dass 
der  eine  Theil  sternförmig  krystallisirt  war,  während  der  andere 
ein  feinkörniges  Gefüge  besass,  und  eine  weitere  Untersuchung 
des  Gegenstandes  ergab  als  Ursache  dieses  Unterschiedes  die  ver- 
schiedene Erkaltungsgeschwindigkeit  der  beiden  Theile.  Für  dehn- 
bare Metalle  ist  in  neuerer  Zeit  Magnus  durch  sorgfältige  expe- 
rimentelle Untersuchungen  ^)  ebenfalls  zu  dem  Resultate  gelangt, 
dass  die  in  einem  einzigen  Metalle  entstehenden  Ströme  ihren 
Grund  in  dem  verschiedenen  Zustande  seiner  Theile,  besonders 
in  der  verschiedenen  Härte  haben.  Da  demnach  durch  verschie- 
dene Behandlung  in  den  Theilen  eines  Metalles  bleibend  ein  sol- 
cher Unterschied  des  Zustandes  entstehen  kann,  dass  sie  sich  in 
Bezug  auf  die  Bildung  von  thermoelectrischen  Strömen  wie  ver- 


^)  Ueber  die  magnetische  Polarisation  der  Metalle  und  Erze  durch 
Temperatur -DiflFerenz,  von  Dr.  T.  J.  Seebeck,  Denkschr.  der  Berliner 
Akad.  für  1822  u.  1823,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  6,  §.  47. 

«)  A.  a.  0.  §.  46. 

')  Denkschriften  der  Berliner  Akad.  für  1851,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  88, 
S.  469. 


Die  thermoelectrißchen  Strome.  193 

schiedene  Metalle  verhalten,  so  ist  es  wohl  keine  unwahrschein- 
liche Annahme,  dass  auch  durch  Temperaturverschiedenheit  vor- 
übergehend ein  solcher  Unterschied  hervorgerufen  werden  könne. 
Wenn  nun  in  einer  Thermpkette  dieser  Fall  eintritt,  dass  ein 
Theil  des  einen  Metalles  seinen  Molecularzustand  ändert,  so  ent- 
steht dabei  erstens,  wie  erwähnt,  zwischen  diesem  veränderten  und 
dem  unveränderten  Theile  desselben  Metalles  eine  vorher  nicht 
vorhandene  Potentialniveaudifferenz,  und  zweitens  erleidet  an  der 
Stelle,  wo  der  veränderte  Theil  ein  anderes  Metall  berührt,  die 
dort  schon  vorhandene  Potentialniveaudifferenz  eine  Aenderung, 
welche  in  der  Gleichung  (12)  nicht  mit  ausgedrückt  ist,  und  daher 
noch  besonders  in  Rechnung  gebracht  werden  muss,  und  beide 
Umstände  vereinigen  sich  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Strom.  Um 
in  solchen  Fällen  mit  dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen 
Wärmetheorie  im  Einklänge  zu  bleiben,  braucht  man  sich  nur  die 
durch  die  Wärme  in  der  Thermokette  hervorgebrachten  electri- 
schen  Wirkungen  in  zwei  Theile  zerlegt  zu  denken,  nämlich  in  die 
unmittelbaren  und  die  durch  Aenderungen  des  Molecularzustan- 
des  vermittelten,  und  dann  die  letzteren  so  zu  behandeln,  als  ob 
sie  durch  wirkliche  Stoffveränderungen  veranlasst  wären,  für  die 
ersteren  dagegen  die  Gleichung  (12)  ungeändert  beizubehalten  und 
diese  nach  jeder  Aenderung  des  Molecularzustandes  auf  die  verän- 
derte Kette  gerade  so  anzuwenden,  wie  vorher  auf  die  unverän- 
derte. Oß  die  Aenderung  des  Molecularzustandes  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur  sprungweise  eintritt,  oder  ob  ein  allmäliger 
Uebergang  aus  dem  einen  Zustande  in  den  anderen  stattfindet, 
macht  hierbei  keinen  wesentlichen  Unterschied,  denn  im  letzteren 
Falle  kann  man  statt  Einer  endlichen  Differenz  eine  unendliche 
Reihe  von  imendlich  kleinen  Differenzen  annehmen. 


§.  10.    Erweiterung  der  Theorie. 

Nachdem  ich  die  vorstehend  mitgetheilte  Theorie  der  'thermo- 
electrischeu  Ströme  in  einer  zuerst  im  Jahre  1853  erschienenen 
und  später  wieder  abgedruckten  Abhandlung  auseinandergesetzt 
hatte,  und  am  Schlüsse  derselben  von  den  noch  vorkommenden 
Abweichungen  der  Resultate  von  der  Erfahrung  die  im  vorigen 
Paragraphen  enthaltene  Erklärung  gegeben  und  zugleich  angedeu- 
tet hatte ,  wie  die  Entwickelungen  zu  erweitem  sein  würden ,  um 
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die  vollständige  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  herzustel- 
len, hat  Hr.  Budde  in  einer  im  Jahre  1874  veröffentlichten  schö- 
nen Abhandlung  i)  den  Gegenstand  wieder  aufgenommen  und  jene 
Erweiterung  der  Entwickelungen  ausgeführt.  Von  dieser  Behand- 
lung will  ich  das  Wesentlichste  in  etwas  veränderter  Form  hier 
hinzufügen,  indem  ich  in  Bezug  auf  die  mehr  ins  Einzelne  gehende 
Durchführung  auf  die  Abhandlung  selbst  verweise. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Verschiedenheiten 
des  Molecularzustandes  oder  der  Structur,  welche  in  einem  che- 
misch gleichartigen  Stoffe  vorkommen  und  dann  bewirken  können, 
dass  zwei  Theile  dieses  Stoffes  sich  in  thermoelectrischer  Beziehung 
wie  zwei  verschiedene  Stoffe  zu  einander  verhalten,  können  in  dop- 
pelter Weise  von  der  Temperatur  abhängen. 

Es  giebt  Fälle,  wo  durch  eine  Aenderung  der  Temperatur 
auch  eine  Aenderung  der  Structur  des  Stoffes  hervorgerufen  wird, 
wo  aber  die  Temperatur  und  die  Structur  doch  nicht  in  so  be- 
stimmtem Zusammenhange  unter  einander  stehen,  dass  der  Stoff 
bei  der  Rückkehr  zur  ursprünglichen  Temperatur  auch  nothwen- 
dig  seine  ursprüngliche  Structur  wieder  annehmen  müsste.  So  ist 
es  z.  B.  bekannt,  dass  Körper,  welche  in  verschiedener  Weise  kry- 
stallisiren  können,  zuweilen  bei  der  Temperaturerhöhung  eine 
Aenderung  des  crystallimschen  Gefüges  erleiden,  ohne  dass  bei 
nachheriger  Abkühlung  das  erste  crystallinische  Gefüge  sich  wie- 
der herstellt.  Ebenso  weiss  man,  dass  Stahl,  wenn  er  erwärmt  und 
nachher  wieder  zur  ursprünglichen  Temperatur  abgekühlt  wird, 
dadurch  eine  bedeutende  Aenderung  der  Härte  erleiden  kann.  Bei 
Stoffen  dieser  Art  würde  es  schwer  sein,  ihr  Verhalten  in  der 
Thermokette  durch  allgemeingültige  Gleichungen  darzustellen,  und 
es  möge  hier  nur  gesagt  werden ,  dass  man  für  jeden  Thell  eines 
solchen  Stoffes  die  seiner  augenblicklich  stattfindenden  Structur 
entsprechenden  thermoelectrischen  Eigenschaften  in  Rechnung  zu 
bringen  hat 

Es  kommen  aber  auch  Stoffe  vor,  besonders  Metalle,  welche 
mit  der  Temperatur  ihre  Structur  in  der  Weise  ändern,  dass  bei 
derselben  Temperatur  auch  immer  wieder,  wenigstens  angenähert, 
dieselbe  Structur  eintritt.  Nimmt  man  dieses  Wiedereintreten  der- 
selben Structur  als  wirklich  genau  an,  so  kann  man  bei  einem  sol- 
chen Stoffe  die  von  der  Structur  abhängigen  Grössen  als  Functio- 
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nen  der  Temperatur  betrachten ,  was  bei  der  Behandlung  seines 
thermoelectrischen  Verhaltens  von  Wichtigkeit  ist.  Auf  Stoffe  die- 
ser Art  beziehen  sich  die  von  Budde  ausgeführten  Entwickelungen. 


§.  11.    Verallgemeinerter  Ausdruck  der  electro- 

motorischen  Kraft 

In  §.  7  wurde  die  an  der  Berührungsstelle  zweier  Stoffe  statt- 
findende Potentialniyeaudifferenz  E  durch  die  unter  (12)  gegebene 

Gleichung 

E=  bT 

bestimmt,  worin  s  als  eine  von  der  Natur  der  sich  berührenden 
Stoffe  abhängige  Constante  angesehen  wurde.  Wenn  nun  die  Stoffe 
mit  der  Temperatur  ihre  Structur  ändern,  so  braucht  die  Grösse  b 
nicht  constant  zu  sein,  sondern  ist  als  Function  der  Temperatur 

zu  betrachten.    Wenn  femer  verschiedene  Theile  eines  und  dessel- 

* 

ben  Stoffes  verschieden  warm  sind,  und  dadurch  in  ihrer  Structur 
Verschiedenheiten  eingetreten  sind,  so  können  auch  zwischen  ihnen 
Potentialniveaudifferenzen  obwalten. 

Um  die  Potentialniveaudifferenz  zwischen  irgend  zwei  Stoffen 
oder  irgend  zwei  Theilen  eines  Stoffes  in  einer  für  das  Folgende 
bequemen  Form  darstellen  zu  können,  wollen  wir  zunächst  alle 
Stoffe  mit  einem  Stoffe  vergleichen ,  von  dem  wir  annehmen ,  dass 
er  eine  durchweg  gleichmässige  und  auch  bei  Temperaturände- 
rungen unveränderliche  Structur  habe,  so  dass  zwischen  verschie- 
den warmen  Theilen  dieses  Stoffes  keine  electrischen  Potential- 
niveaudifferenzen bestehen.  Ob  ein  so  unveränderlicher  Stoff  vriirk- 
lich  existirt,  ist  für  die  Gültigkeit  des  Folgenden  ohne  Bedeutung, 
da  er  nur  dazu  dienen  soll,  für  die  Bestimmung  aller  Potential- 
niveaux  einen  gemeinsamen  Ausgangspunct  zu  gewinnen,  dessen 
Lage  die  auf  Thermoketten  bezüglichen  Gleichungen,  in  welchen  es 
sich  nur  um  die  Differenzen  der  vorkommenden  Potentialniveaux 
handelt,  nicht  beeinfiusst  Wir  wollen  diesen  hypothetischen  Ver- 
gleichsstoff mit  r  bezeichnen.  Betrachten  wir  nun  irgend  einen 
anderen  Stoff*  a,  so  denken  wir  uns  diesen  mit  r  in  Berührung  ge- 
bracht und  bilden  für  die  an  der  Berührungsstelle  bei  der  Tem- 
peratur T  entstehende  Potentialniveaudifferenz  Era  gemäss  (12) 
die  Gleichung: 

(16)  Era  =  Bra  T. 

13* 
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Ganz  entsprechend  haben  wir  dann  auch  für  einen  anderen  Stoff 
b  die  Gleichung: 

(16  a)  Erö  =  Brb  T 

zu  bilden,  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  weiter: 

(17)  Eab  =  Ert  —  Era=T  (Srö  —   Bra). 

Da  man  nun  andererseits  gemäss  (12)  setzen  kann: 

Eab  ==  Bab   r, 

SO  folgt: 

(18)  Sab  =  Brb  —   Brai 

wodurch  die  Temperaturfunction  Sabi  welche  von  der  Natur  der 
beiden  StoiFe  a  und  b  abhängt,  auf  zwei  Temperaturfunctionen, 
von  denen  jede  nur  von  der  Natur  eines  dieser  beiden  Stoffe  ab- 
hängt, zurückgeführt  ist.  Um  auch  noch  für  die  Bezeichnung  die 
Vereinfachung  zu  gewinnen,  dass  wir  den  auf  den  Vergleichsstoff 
bezüglichen  Buchstaben  r  nicht  immer  mitzuschreiben  brauchen, 
wollen  wir  unter  Einführung  des  neuen  Buchstabens  17  setzen: 

(19)  Bra  =  Va   UUd    £rb  =  Vb, 

SO  dass  wir  die  vorige  Gleichung  schreiben  können : 

(20)  Bab  =  nb  —  Va- 

Hierdurch  geht  dann  auch  (17)  über  in: 

(21)  Eaö  =  Tifl,^f,a). 

Wir  wollen  nun  eine  aus  zwei  Unearen  Leitern  a  und  b  be- 
stehende  Thermokette  betrachten,  deren  Verbindungsstellen  die 
Temperaturen  !t  und  T"  haben. 

Es  möge  zunächst  für  den  Leiter  a,  dessen  Temperatur  sich 
vom  Anfangspuncte  bis  zum  Endpuncte  von  T'  bis  jP"  ändert,  be- 
stimmt werden,  wie  sich  die  bei  geöffiieter  Kette  an  seinen  ver- 
schiedenen Puncten  stattfindenden  Potentialniveaux  unter  einander 
verhalten.  Wenn  an  zwei  unendUch  wenig  von  einander  entfern- 
ten Puncten  des  Leiters  die  Temperaturen  T  und  T-^-  dT  statt- 
finden, so  unterscheiden  sich  die  beiden  betreffenden  Werthe  von 

ija  um  --pp  d  T  von  einander,  und  die  entsprechende  Differenz  der 

an  den  beiden  Puncten  stattfindenden  Potentialniveaux  ist: 

(22)  ^dT^T^dT. 
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Daraus  folgt,  wenn  wir  den  Anfangs-  und  Endwerth  von  F«  mit 
Va  und  Va  bezeichnen: 


a 


(23)  Vi'  -ri=f 


Wenn  die  Kette  geschlossen  ist,  und  daher  ein  continuirlicher 
electrischer  Strom  durch  den  Leiter  a  geht,  so  finden  natürlich 
andere  Potentialniveaux  auf  ihm  statt,  als  bei  geöffneter  Kette. 
Für  die  Bestipimung  der  electromotorischen  Kräfte  sind  aber  die 
bei  geöffneter  Kette  stattfindenden  Potentialniveaudifferenzen 
maassgebend.  Zwischen  zwei  Stellen ,  deren  Temperaturen  T  und 
T+  dTsind,  wirkt  eine  electromotorische  Kraft,  welche  durch 

j~  d  T  oder  durch  T  ^  d  T  dargestellt  wird,  und  demnach  gilt 

für  die  Summe  aller  innerhalb  des  Leiters  a  wirkenden  electro- 
motorischen Kräfte  der  in  (23)  gegebene  Ausdruck  .- 


I 


T^dT. 


Aus  der  Form  dieses  Ausdi^uckes  sieht  man  sofort,  dass  sein  Werth 
nur  Yon  der  Anfangs-  und  Endtemperatur  des  Leiters  und  nicht 
von  der  Art,  wie  die  Zwischentemperaturen  über  ihn  vertheilt  sind, 
abhängt 

In  entsprechender  Weise  wird  für  den  Leiter  6,  der  an  sei- 
nem Anfangspuncte  die  Temperatur  T^'  und  am  Endpuncte  die 
Temperatur  T'  hat,  die  Summe  der  in  ihm  wirkenden  electromo- 
torischen Kräfte  durch  den  Ausdruck 


T' 

dT 


mff 


dju 
dT 


dargestellt. 

Betrachten  wir  nun  die  ganze  Thermokette,  so  wirken  in  die- 
ser, ausser  den  eben  bestimmten,  noch  die  an  den  Verbindungs- 
stellen p'  und  p''  stattfindenden  electromotorischen  Kräfte.  Be- 
zeichnen wir  die  Werthe,  welche  die  Grössen  ly«  und  ly^  bei  den 
Temperaturen  T*  und  T"  haben,  mit  ij«,  ly'j  und  i?«,  ^i',  so  sind 
die  an  den  Verbindungsstellen  wirkenden  electromotorischen  Kräfte 

T"  (fi't!  -  na)  ^d  r  in'a  -  iji). 
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Aus  der  Zasammenfassung  der  vier  yorstehenden  Ausdrücke 
erhalten  wir  für  die  ganze  electromotorische  Kraft  F  der  Kette 
die  Gleichung: 

(24)  F  =  fT  ^dT+T"  (fi'i  -n'i)  +  fT^  dT 

Hierin  kann  man  unter  Ausfuhrung  der  theilweisen  Integration 
setzen: 

fi^dT^r  n"a-  t  n'a  -  fn.dT 

mt  mt 

fT^dT  =  rv^-^'n'l-  fn»  dT. 

Dann  heben  sich  die  meisten  Glieder  auf  und  es  bleibt: 

(25)  F=  —  J'ri^dT—  ftlidT 
oder  anders  geschrieben: 

(25a)  F=  f(fi,-tia)dT  =  Js^idl. 

mt  ml 

Macht  man  in  dieser  Gleichung  die  specielle  Annahme,  dass 
Bah  constant  sei,  so  geht  sie  in  die  unter  (13)  gegebene  Gleichung 

I  =  a,,  (T"  -  r) 

über.  Betrachtet  man  dagegen  £^6  ^s  eine  noch  zu  bestimmende 
Temperaturfunction,  so  kann  man  durch  geeignete  Wahl  der  Form 
dieser  Function  die  von  dem  gewöhnlichen  Verhalten  abweichen- 
den Beobachtungen,  welche  man  bei  manchen  Ketten  in  Bezug  auf 
die  Abhängigkeit  der  electromotorischen  Kraft  von  den  Tempera- 
turen der  Löthstellen  gemacht  hat,  aus  dieser  Gleichung  sehr  gut 

erklären. 

Die  Gleichungen  (24)  und  (25)  lassen  sich  leicht  auch  in  der 
Weise  erweitern,  dass  sie  für  eine  aus  beliebig  vielen  Stoffen  be- 
stehende Thermokette  gelten.  Seien  n  Leiter  a,  &,  o  .  • . .  A  als  Be- 
standtheile  der  Thermokette  gegeben,  und  seien  die  Temperaturen 
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ihrer  Verbindungsstellen  vom  Anfangspuncte  des  Leiters  a  an  der 
Reihe  nach  mit  T',  T",  T"'....  T(«)  bezeichnet,  so  lauten  die  er- 
weiterten Gleichungen: 

(26)  F  =  fT^dT-\-r'  (n'l  -  n'i)  +   f  T^  äT 


y(ii) 

ipii  min 


(27)      F  =  -  J  n^dT-  J  n»dT- —  JnxdT. 


t"  r("^ 


§.  12.    Wärmeverbrauch  und  Wärmeerzeugung  in  der 

Thermokette. 

Nachdem  die  in  der  Thermokette  vorkommenden  electromo- 
torischen  Kräfte  ausgedrückt  sind,  kann  auch  das  in  ihren  ver- 
schiedenen Theilen  stattfindende  Verschwinden  oder  Entstehen 
von  Wärme  leicht  bestimmt  werden. 

Es  sind  dabei,  wie  schon  fiiiher  in  §.  5  auseinandergesetzt 
ist,  zwei  Vorgänge  in  Betracht  zu  ziehen.  Derjenige,  bei  welchem 
die  Wärme  selbst  thätig  ist,  indem  sie  electromotorische  Kräfte 
hervorbringt,  die  an  manchen  Stellen  im  Sinne  des  Stromes,  an  an- 
deren Stellen  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfinden,  wodurch 
dann  Verbrauch  oder  Erzeugung  von  Wärme  bedingt  ist,  und  der- 
jenige, welcher  nur  in  der  üeberwindung  des  Leitungswiderstan- 
des besteht,  wobei  ebenso,  wie  bei  der  üeberwindung  einer  Rei- 
bung, Wärme  erzeugt  wird.  In  dem  früher  betrachteten  einfachen 
Falle,  wo  die  electromotorischen  Kräfte  nur  an  den  Berührungs- 
flächen verschiedener  Stoffe  ihren  Sitz  haben,  waren  beide  Vor- 
gänge räumlich  getrennt.  Wenn  aber  auch  innerhalb  der  einzel- 
nen Stoflfe  electromotorische  Kräfte  vorkommen,  so  finden  hier 
beide  Vorgänge  in  demselben  Räume  neben  einander  statt.  Dessen- 
ungeachtet kann  man  sie  für  die  Betrachtung  von  einander 
trennen. 

Sie  unterscheiden  sich  nämlich  wesentlich  dadurch,  dass  der 
eine  durch  ümkehrung  des  Stromes  ebenfalls  eine  ümkehrung  er- 
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leidet,  indem  Wärmeverbrauch  und  Wärmeerzeugung  sich  gegen- 
seitig vertauschen ,  während  der  andere  bei  Umkehrung  des  Stro- 
mes ungeändert  bleibt,  indem  bei  ihm  immer  nur  Wärmeerzeugung 
stattfindet  Dadurch  wird  es  möglich,  in  jedem  Stücke  einer  Thermo- 
kette  die  durch  die  beiden  Vorgänge  erzeugten  Wärmemengen 
(wobei  verbrauchte  Wärmemengen  als  erzeugte  negative  Wärme- 
mengen gerechnet  werden)  durch  Beobachtung  einzeln  zu  bestim- 
men. Nachdem  man  für  den  durch  die  thermoelectromotorischen 
Kräfte  hervorgebrachten  Strom  die  ganze  in  dem  betrachteten 
Stücke  erzeugte  Wärme  beobachtet  hat,  lasse  man  die  Kette  von 
einem  durch  fremde  electromotorische  Kräfte  hervorgebrachten 
eben  so  starken  entgegengesetzten  Strom  durchfliessen  und  beob- 
achte dabei  wieder  die  ganze  in  dem  Stücke  erzeugte  Wärme- 
menge. Wenn  man  dann  die  beiden  Wärmemengen  addirt  und 
von  der  Summe  die  Hälfte  nimmt,  so  stellt  diese  die  durch  den 
thermoelectrischen  Strom  bei  der  Ueberwindung  des  Leitungs- 
widerstandes erzeugte  Wärmemenge  dar.  Wenn  man  dagegen  die 
•  durch  den  zweiten  Strom  in  dem  Stücke  erzeugte  Wärme  von  der 
durch  den  ersten  Strom  erzeugten  abzieht,  und  von  der  Differenz 
die  Hälfte  nimmt,  so  stellt  diese  diejenige  durch  den  thermoelectri- 
schen Strom  erzeugte  Wärmemenge  dar,  welche  der  selbstthätigen 
Wirkung  der  Wärme  entspricht. 

Auch  mathematisch  lassen  sich  beide  Wärmemengen  für  lineare 
Leiter  leicht  ausdrücken.  Diejenige  in  irgend  einem  Stücke  eines 
Leiters  erzeugte  Wärmemenge,  welche  der  selbstthätigen  Wirkung 
der  Wärme  entspricht,  also  mit  der  Hervorbringung  von  electro- 
motorischen  Kräften  zusammenhängt,  wird  dargestellt  durch  das 
negative  Product  aus  der  in  dem  Leiterstücke  wirkenden  electro- 
motorischen  Kraft  und  der  Stromstärke.  Die  bei  der  Ueberwin- 
I  düng    des  Leitungswiderstandes  erzeugte  Wärmemenge   dagegen 

wird  dargestellt  durch  das  Product  aus  dem  Leitungswiderstande 
des  betrachteten  Stückes  und  dem  Quadrate  der  Stromstärke. 

I  Betrachten  wir  nun  zunächst  die  Thermokette  im  Ganzen  und 

nennen  ihre  gesammte  electromotorische  Kraft  JF,  ihren  gesamm- 
ten  Leitungswiderstand  L  und  die  in  ihr  stattfindende  Stromstärke 
J,  so  ist  die  ganze  durch  den  ersten  Vorgang  in  der  Kette  er- 
zeugte Wärmemenge: 

-  FJ 
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und  die  durch  den  zweiten  Vorgang  in  ihr  erzeugte  Wärme- 
menge : 

Setzen  wir  hierin: 

F 

SO  gehen  die  beiden  Ausdrücke  über  in : 

Sie  sind  also  den  Vorzeichen  nach  entgegengesetzt  (indem  bei  dem 
einen  Vorgange  Wärme  verbraucht  und  bei  dem  anderen  Vor- 
gange Wärme  erzeugt  wird),  und  den  absoluten  Werthen  nach 
gleich,  so  dass  ihre  algebraische  Summe  Null  ist,  wie  es  nach  dem 
ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  sein  muss. 

Um  nun  weiter  zu  sehen ,  ob  auch  der  zweite  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie  erfüllt  ist,  haben  wir  unser  Augen- 
merk nur  auf  die  Wärmemengen  zu  richten,  welche  durch  den 
ersten  Vorgang,  bei  welchem  die  Wärme  selbst  thätig  ist,  erzeugt 
werden.  Dividiren  wir  die  in  den  verschiedenen  Theilen  der  Thermo- 
kette  durch  diesen  Vorgang  erzeugten  Wärmemengen  durch  die 
absoluten  Temperaturen  der  betreffenden  Theile  und  bilden  aus 
den  so  entstehenden  Quotienten  die  Summe,  so  muss  diese  nach 
dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  gleich 
Null  sein. 

Wir  wählen  zunächst  den  Leiter  a  zur  Betrachtung  und  neh- 
men von  demselben  ein  unendlich  kleines  Stück ,  dessen  Anfangs- 
punct  die  Temperatur  T  und  dessen  Endpunct  die  Temperatur 
T  -{-  dT  hat    Die  innerhalb  dieses  Stückes  wirkende  electromo- 

torische  Kraft  ist  T  -^  ^  ^^  ^^d  daher  die  in  ihm  während  der 
Zeiteinheit  erzeugte  Wärmemenge  —  JT  -j^  d  T,    Dieses  mit  T 

dividirt  giebt:  —  ^  "Tf  ^^'    I^ö^^en  wir  uns  solche  Ausdrücke 

für  alle  Elemente  des  Leiters  a,  welcher  an  seinem  Anfangspuncte 
die  Temperatur  T  und  an  seinem  Endpuncte  die  Temperatur  T" 
hat,  gebildet  und  nehmen  die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke,  welche 
in  diesem  Falle  ein  Integral  wird,  so  erhalten  wir: 
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jfft 


-jfjTäT=J{ri'a-rt'!)- 


r 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  folgenden  Leiter  &,<;....%  der  Reihe 
nach  die  Ausdrücke: 

Wir  haben  nun  weiter  die  Verbindungsstellen  der  verschiede- 
nen Leiter  zu  betrachten.  Die  an  der  Verbindungsstelle  der  Lei- 
ter a  und  6  stattfindende  electromotorische  Kraft  ist  T"  (ly ?  —  iy  „) 
und  daher  die  dort  erzeugte  Wärmemenge  JT"  (i^a  —  ^'Oi  woraus 
wir  durch  Division  mit  T"  erhalten : 

Ebenso  erhalten  wir  für  die  anderen  Verbindungsstellen  der  Beihe 
nach  die  Ausdrücke : 

J (vT  -Wc) JWh-  rfal 

Bilden  wir  nun  aus  sämmÜichen  für  die  n  Leiter  und  die 
n Verbindungsstellen  geltenden  Ausdrücken  die  Summe,  so  heben 
sich  darin  alle  Glieder  auf  und  es  entsteht  der  Werth  Null.  Somit 
ist  auch  der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  er- 
füllt, und  es  wird  sich  daher  vom  Standpuncte  dieser  Theorie  aus 
nichts  gegen  die  aufgestellten  Gleichungen  einwenden  lassen. 

Budde  hat  sie  auch  noch  einer  experimentellen  Prüfung  unter- 
worfen, indem  er  dazu  einen  speciellen  Fall  ausgewählt  hat,  wel- 
cher sich  auf  die  Eisenkupferkette  bezieht.  Wie  schon  erwähnt, 
nimmt  bei  dieser,  wenn  man  die  Temperatur  der  warmen  Löth- 
stelle  fortwährend  steigert,  die  electromotorische  Kraft  nicht  fort- 
während zu,  sondern  erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  von  da  an 
wieder  ab.  Betrachtet  man  nun  speciell  die  Temperatur,  bei  wel- 
cher die  electromotorische  Kraft  ihr  Maximum  hat,  so  findet  bei 
dieser  eine  characteristische  Eigenthümlichkeit  statt.  Differentiirt 
man  nämlich  die  Gleichung  (25a)  nach  T*\  so  kommt: 

dF  _    , 

worin  «'i^  den  der  Temperatur  T"  entsprechenden  Werth  von  e^b 
bedeuten  soll.  Hieraus  folgt  nach  der  Gleichung  Eab  =  ^ab  ^i 
wenn  man  den  der  Temperatur  T"  entsprechenden  Werth  von  E^b 
mit  E'Jif,  bezeichnet: 
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Für  den  Werth  der  Temperatur  T",  für  welchen  F  ein  Maximum 

dF 
ist,  muss  nun  der  Dififerentialcoefiicient  -TTfa  gleich  Null  sein,  und 

daraus  ergiebt  sich  auch  für  die  Potentialniveaudifferenz  E'ii  der 
Werth  Null.  Wenn  hiemach  an  der  Löthstelle  von  Eisen  und 
Kupfer  bei  dieser  Temperatur  keine  Potentialniveaudifferenz  vor- 
handen ist,  so  kann  auch  die  Peltier'sche  Erscheinung  (der  Ver- 
brauch oder  die  Erzeugung  von  Wärme  beim  Durchgange  eines 
Stromes)  bei  dieser  Temperatur  dort  nicht  stattfinden.  Dieses  Re- 
sultat der  Theorie  hat  Budde  experimentell  geprüft  und,  soweit 
die  Versuchsschwierigkeiten  eine  Entscheidung  zuliessen,  bestätigt 
gefunden. 

Schliesslich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  über  den  eigent- 
lichen Grund  der  Entstehung  der  electromotorischen  Kraft  einer 
Thermokette  von  W.  Thomson  und  F.  Kohlrausch  Ansichten 
aufgestellt  sind,  welche  von  meiner  Erklärung  abweichen.  Diese 
Ansichten  werden  im  letzten  Abschnitte  dieses  Bandes  näher  be- 
sprochen werden. 


ABSCHNITT   VIII. 


Ponderomotorisohe  und  eleotromotorisohe  Kräfte 
^     zwisohen  linearen  Strömen  und  Leitern. 

§.  1.     Die  Ampere'schen  Grundformeln. 

Ampere  hat  bekanntlich  die  Entwickelung  seiner  Theorie 
der  ponderomotorischen  Kräfte  damit  begonnen,  eine  Formel  für 
die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Stromelemente  abzuleiten.  Da- 
bei ist  er  von  gewissen  experimentell  festgestellten  Thatsachen 
ausgegangen,  hat  aber  noch  die  Annahme  hinzugefügt,  dass  die 
von  zwei  Stromelementen  auf  einander  ausgeübten  Kräfte  nur  in 
einer  gegenseitigen  Anziehung  oder  Abstossung  beste- 
hen können. 

Der  auf  diese  Weise  abgeleiteten  Formel  hat  er  verschiedene 
Gestalten  gegeben,  von  denen,  je  nach  den  Rechnungen,  welche 
man  mit  ihr  ausfuhren  will,  bald  die  eine,  bald  die  andere  beque- 
mer ist  Eine  der  einfachsten  ist  lolgende.  Seien  ds  und  ds'  die 
beiden  Stromelemente,  i  und  i'  die  Stromintensitäten,  r  der  Ab- 
stand der  Elemente  von  einander  und  (ss^)  der  Winkel  zwischen 
ihren  Richtungen,  dann  ist  die  Kraft,  welche  die  Elemente  auf 
einander  ausüben,  nach  Ampere,  eine  Anziehung  von  der  Stärke: 


,  ,  (  cosjss')    ^^_a 


worin  h  eine  positive  Gonstante  bedeutet.  Ein  negativer  Werth 
dieser  Formel  stellt  natürlich  eine  Abstossung  dar,  indem  diese 
als  negative  Anziehung  aufgefasst  werden  kann. 
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Will  man  hieraus  die  Kraft  ableiten,  welche  das  Stromelement 
ds  von  einem  endlichen  Strome  ^  erleidet,  so  muss  man  die  in  be- 
stimmte Richtungen  fallenden  Componenten  der  Kraft  betrachten, 
und  für  diese  kann  man  dann  die  Integration  ausführen.  Es  möge 
dazu  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  eingeführt  werden,  in 
welchem  die  beiden  Stromelemente  die  Goordinaten  x^y^  z  und 
a/,  y',  sf  haben«  Die  in  die  Richtungen  dieser  Goordinaten  fallen- 
den Gomponenten  der  Kraft,  welche  das  Element  ds  von  dem  Ele- 
mente ds'  erleidet,  seien  mit  £d$ds',  ridsds!^  idsds!  bezeichnet; 
dann  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Anziehungsformel  die  Gleichung: 


I 


=  ^-^  [^ 


8»- 


oder  anders  geschrieben : 


(1) 


I 


Tai 


COS  {ss*)  +  (a/  —  a:) 


8s3 


und  ebenso  für  die  beiden  anderen  Goordinatenrichtungen : 


(la) 


8«- 

g  1  COS  (8S')  +  {3f-y)^ 


8»- 


Bezeichnen  wir  nun  die  drei  Gomponenten  der  Kraft,  welche 
das  Stromelement  ds  von  einem  endlichen  Strome  s'  erleidet,  mit 
ISds^  Hds^  Zds^  so  gilt  für  ^  die  Gleichung: 


Ä  =  y«ds'. 


Für  die  hierin  angedeutete  Integration  ist  es  zweckmässig,  den  un- 
ter (1)  gegebenen  Ausdruck  von  |  in  folgenden  gleichbedeutenden 
umzuformen: 


d(-'"-)y 


(2)  I  _  Uit  ^g^  _.  ,..,        ds  d^    '    8s'  L^"-        "^^  ds 

Hierin  lässt  sich  das  letzte  Glied  sofort  nach  s!  integriren  und 
giebt  einfach  die  Differenz  der  Werthe,  welche  der  in  der  eckigen 
Klammer  stehende  Ausdruck  für  die  beiden  Grenzwerthe  von  s'. 
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die  s'o  und  ^i  heissen  mögen,  annimmt,  und  welche  wir  dadurch 
bezeichnen  wollen,  dass  wir  0  und  1  als  Indices  neben  den  Aus- 
druck setzen.    Wir  erhalten  so  die  Gleichung : 


(3) 


^ = ^"'  |/l^ 


cos  (ss') 


[ 


+  (»■-») 


ä-t 


ÖS  Ji  L^""  '^^  ds 
Nehmen  wir  nun  an,  der  Strom  s'  sei  ein  geschlossener, 
so  beziehen  sich  die  Grenzwerthe  s'o  und  s'i  der  Stromcurve  auf 
einen  und  denselben  Punct  des  Raumes,  und  die  beiden  Werthe, 
deren  DiflFerenz  in  der  vorigen  Gleichung  vorkommt,  sind  somit 
unter  einander  gleich  und  heben  sich  gegenseitig  auf.  Es  bleibt 
also  nur  das  Glied  übrig,  welches  das  noch  unausgeführte  Integral 
enthält.  Dasselbe,  was  hier  über  die  Grösse  S  gesagt  ist,  gilt  na- 
türlich auch  von  den  Grössen  JT  und  Z,  und  man  erhält  daher  zur 
Bestimmung  der  drei  Componenten  der  von  einem  geschlossenen 
Strome  auf  ein  Stromelement  ausgeübten  Kraft  die  Gleichungen: . 


w 


Hz=k 


cos  (ssf)  — 


cos  (ss*)  — 


=  *"V  Lt7 


cos  (ss')  — 


ds' 


d«' 


ds'. 


Was  nun  den  Grad  der  Zuverlässigkeit  der  vorstehenden  For- 
meln anbetrifft,  so  muss  man  sagen,  dass  die  Formeln,  welche  sich 
auf  die  von  einem  Stromelemente  auf  ein  anderes  ausgeübte  Kraft 
beziehen,  mit  einer  erheblichen  Unsicherheit  behaftet  sind.  Die 
bei  ihrer  Ableitung  gemachte  Voraussetzung ,  dass  die  Kraft  nur 
eine  Anziehung  oder  Abstossung  sein  könne,  also  in  die  Richtung 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Elemente  fallen  müsse,  ist,  wie 
IL  Grassmann  schon  im  Jahre  1845  in  einer  schönen  Abhandlung  *) 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  64,  S.  1. 
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hervorgehoben  hat,  durch  nichts  gerechtfertigt.  Bei  zweiPuncten 
kann  man  für  diejenigen  Kräfte,  welche  sie  unabhängig  von  ihren 
etwaigen  Bewegungen  auf  einander  ausüben,  allerdings  im  Voraus 
annehmen,  dass  sie  nur  die  Richtung  der  Verbindungslinie  haben 
können,  da  es  für  zwei  Puncte,  wenn  man  von  ihren  Bewegungen 
absieht,  keine  andere  ausgezeichnete  Richtung  giebt.  Bei  zwei 
Stromelementen  dagegen  sind  die  Richtungen  der  Stromelemente 
ebenfalls  ausgezeichnete  Richtungen,  imd  es  ist  gar  nicht  abzu- 
sehen, weshalb  die  Kraftrichtungen  von  den  Richtungen  der  Strom- 
elemente imabhängig  sein  müssen. 

Demgemäss  darf  man  die  Richtigkeit  der  Gleichungen  (1)  und 
(1  a),  welche  die  von  einem  einzelnen  Stromelemente  auf  ein  ande- 
res Stromelement  ausgeübte  Kraft  bestimmen ,  nicht  als  bewiesen 
betrachten.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  (3),  welche  sich  auf 
die  von  einem  ungeschlossenen  Strome  auf  ein  Stromelement  aus- 
geübte Kraft  bezieht  Die  Gleichungen  (4)  dagegen,  welche  die 
von  einem  geschlossenen  Strome  auf  ein  Stromelement  aus- 
geübte Kraft  bestimmen,  sind  der  experimentellen  Prüfung  zugäng- 
lich und  können  als  durch  die  Erfahrung  hinlänglich  bestätigt  an- 
gesehen werden ,  um  sie  als  sicher  anzunehmen.  Diese  wollen  wir 
daher  den  nächstfolgenden  Entwickelungen  zu  Grunde  legen. 


§.  2.    Umformung  der  vorstehenden  Gleichungen. 
Man  kann  den  Gleichungen  (4)  noch  andere,  für  die  weiteren 

si 

Anwendungen  bequeme  Formen  geben.  Für  cos  (ss')  und  -^—  gel- 
ten folgende  Ausdrücke: 

cos  {SS)  —  gg  9^    -\-    g3  ss''^d'sd? 

al      ai.       gl^       ai^ 

ds    ~  dx  ds  '^  dy  ds"^  "öT  ds" 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (4)  ein,  so  heben 
sich  in  jeder  derselben  unter  dem  Integralzeichen  zwei  Glieder 
auf,  imd  die  anderen  Glieder  lassen  sich  folgendermaassen  zu- 
sammenfassen: 
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(5) 


— ***LäiJ  \3ä8s'    dxds^/**^     äsJ  ^«^^F~^i8?/"*J• 


z 


Von  den  sechs  hierin  vorkommenden  Integralen  sind  dreimal 
je  zwei  unter  sich  gleich,  so  dass  nur  drei  verschiedene  Integrale 
übrig  bleiben.  Zur  Abkürzung  wollen  wir  nach  Ampere  für  diese 
Integrale,  nachdem  sie  mit  hi'  multiplicirt  sind,  vereinfachte  Zei- 
chen einführen,  indem  wir  setzen: 


(6) 


Da  nun,  gemäss  der  Gleichung 


r  =  y  (X  -  af)' -\- (y 
zu  setzen  ist: 


y')»  +  («  -  y)« 


ei 

r 


x-^xr 


ei  ,      ei 


sf 


dx  r'     '      ey  r«    '      e«  ~         r» 

so  kann  man  die  vorigen  Gleichungen  auch  so  schreiben: 

A  —  T^^^i  I  ^  —  ^  ^y'     y-^  8^^ 


(6  a) 


r'       es' 


r»      8s 


:) 


r»     es'y 
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Durch  Einführung  dieser  Zeichen   nehmen    die  Gleichungen  (6) 
folgende  einfache  Formen  an: 


(7) 


\     ds  ds/ 

\.    ds  ds/ 


§.  3.    Zurückführung  der  drei  Grössen  X,  B  und  C  auf 

Eine  Grösse. 

Die  drei  Grössen  A^  B  und  C  lassen  sich  unter  der  von  uns 
gemachten  Voraussetzung,  dass  der  Strom  sf  geschlossen  sei,  auf 
eine  einzige  Grösse  zurückführen ,  von  welcher  sie  die  negativ  ge- 
nommenen partiellen  Differentialcoefficienten  nach  a;,  y  und  e  sind. 
Zu  dieser  Grösse  gelangt  man  am  leichtesten  durch  Anwendung 
einer  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Transformations- 
gleichung, die  ich  hier  nicht  beweisen,  sondern  nur  anführen  will. 

Es  sei  irgend  eine  von  einer  geschlossenen  Curve  umgrenzte 
Fläche  gegeben.  Das  Element  der  Curve  möge  ds  und  das  Ele- 
ment der  Fläche  dao  heissen.  Von  der  auf  dem  Flächenelemente 
d  (o  errichteten  Normale ,  welche  nach  der  einen  Seite  als  positiv 
und  nach  der  anderen  als  negativ  zu  rechnen  ist,  soll  ein  Element 
mit  dn  bezeichnet  werden.  Die  Seite  der  Normale,  nach  welcher 
wir  dn  als  positiv  rechnen,  soll  mit  der  auf  die  geschlossene  Curve 
bezüglichen  Umlaufsrichtung,  nach  welcher  wir  ds  als  positiv  rech- 
nen, so  zusammenhängen,  dass  ein  in  der  Curve  im  positiven  Sinne 
stattfindender  Umlauf,  von  der  positiven  Seite  der  Normale  aus 
betrachtet,  als  positive  Drehung  erscheint,  d.  h.  so,  wie  in  der 
a?y- Ebene,  wenn  man  sie  von  der  positiven  ;er- Seite  aus  betrach- 
tet, eine  von  der  positiven  jr-Axe  nach  der  positiven  y-Axe  hin 
gehende  Drehung  erscheint.  Zur  vollständigeren  Fixirung  der 
Ideen  möge  auch  noch  über  den  positiven  Sinn  der  Coordinaten- 
axen  eine  Annahme  gemacht  werden,  und  zwar  wollen  wir  die 
Wahl  so  treffen,  dass  die  erwähnte  in  der  a;y- Ebene  von  der  posi- 
tiven a;-Axe  nach  der  positiven  y-Axe  hin  gehende  Drehung  von 
der  positiven  jer- Seite   aus  als  Linksdrehung  erscheint,   die  der 

Olansias,  meeh.  Wftnnetheoxie.  11.  ]^4 
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Drehung  des  Zeigers  der  Uhr  entgegengesetzt  ist  Es  mögen  nun 
weiter  i,  Jlf  und  N  drei  Functionen  von  a:,  y,  z  darstellen,  dann 
gilt  folgende  Gleichung: 

(«)        /(-  If + *M + ^  |j) "' 

—   /"r/8-y      dM\dx      /dL      dN\dy  .  /dM     8Z\8;g"l  , 
~"u/  LVöy       8^/8n"*"\8^       aa;y8M"^\9a:       8yy8nJ      ' 

worin  das  erste  Integral  über  die  ganze  geschlossehe  Curve  und 
das  zweite  Integral  über  die  von  der  Curve  begrenzte  Fläche  aus- 
zudehnen ist. 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  zur  Transformation  der  un- 
ter (6a)  vorkommenden  Integrale  anwenden,  indem  wir  uns  durch 
die  Stromcurve  s'  irgend  eine  Fläche  gelegt  denken.  Da  die  auf 
den  Strom  s'  bezüglichen  Grössen  in  (6  a)  durch  accentuirte  Buch- 
staben bezeichnet  sind,  und  es  zweckmässig  ist,  dasselbe  auch  mit 
den  Grössen  zu  thun,  welche  sich  auf  die  durch  s'  gelegte  Fläche 
beziehen,  so  wollen  wir  uns  alle  in  der  Gleichung  (8)  vorkommen- 
den Buchstaben  accentuirt  denken.  Um  die  so  abgeänderte  Glei- 
chung zunächst  auf  die  erste  der  Gleichungen  (6  a)  anzuwenden, 
setzen  wir: 

L'  =  0;  JM'  =  i^;  N' =  -  ^^, 

wodurch  (8)  übergeht  in: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lautet  nach  Ausführung  der  an- 
gedeuteten Differentiationen : 

fX/    {X  -  a/)«  _  i_\  ö^    ,    o  (x  -  g')  (y  -  y')  d£^ 
J  Lv         r"  rV  dn'  "•"  r*  dn' 


3 (^-^)(.-/)  8£;i 

'  r*  8nJ 


wofür  man  auch  schreiben  kann : 
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-/( 


ga  -L  a«  i.  aa  J_ 

dxdocf  dn*'^  dxdj/  dn'  '^  dxd?  dn' 


d(o' 


oder  endlich: 


,  Tai 


Entsprechende  Ausdrücke  erhält  man,  wenn  man  die  Glei- 
chung (8)  auf  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (6  a)  anwendet. 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  die  in  (6  a)  enthaltenen  Integrale 
ein,  so  kommt: 

1 


(10) 


A 


B 


=  - ''  r /^ 

OX*l      OK 

—  _  ji'  _L  I  !z 


dö' 


do' 


C  =  —  M 


da'. 


Hiernach  ist  hi 


f  J   ^  dcj'  di 


die  am  Anfange  dieses  Paragraphen 


erwähnte  Grösse,  deren  negativ  genommene  partielle  Diflferential- 
coefficienten  die  Grössen  -4,  B  und  C  darstellen. 


§.  4.    Die  magnetische  Kraft  und  die  magnetische  Poten- 
tialfunction  eines  geschlossenen  Stromes. 

Nachdem  wir  bisher  nur  die  mathematischen  Ausdrücke  für 
die  Grössen  A ,  B  und  C  abgeleitet  haben ,  wollen  wir  nun  eine 
gewisse  Vorstellung  damit  verbinden,  welche  für  physicalische  Be- 
trachtungen sehr  bequem  ist. 

Wir  wollen  uns  denken ,  A^  B  und  C  seien  die  Componenten 
einer  von  dem  geschlossenen  Strome  s'  am  Puncte  (a?,  y,  0)  aus- 
geübten Kraft,  und  da  zu  einer  Kraft  auch  etwas  gehört,  worauf 
sie  ausgeübt  wird,  wollen  wir  uns  vorstellen,  die  Kraft  werde  auf 
eine  im  Puncte  (x,  y^  z)  befindliche  Einheit  eines  Agens  ausgeübt, 

14* 
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welches  wir  Magnetismus  nennen  wollen,  wobei  wir  aber  unter  die- 
sem Namen  vorläufig  nur  etwas  zur  Bequemlichkeit  unserer  Be- 
trachtungen angenommenes  verstehen,  was  gar  keine  reelle  Exi- 
stenz zu  haben  braucht.  Nach  Einfuhrung  dieses  Agens  können 
wir  die  Kraft,  von  der  -4,  B  und  C  die  Componenten  sind,  die 
magnetische  Kraft  des  geschlossenen  Stromes  s'  nennen. 

Ferner  giebt  der  Umstand,  dass  in  dem  in  den  Gleichungen 
(10)  vorkommenden  Ausdrucke,  dessen  negative  Diflferentialcoeffi- 
cienten  die  Kraftcomponenten  A^  B  und  C  darstellen ,  die  zu  inte- 
grirende  Grösse  der  nach  n'  genommene  Diiferentialcoef&cient  von 

—  ist,  Veranlassung,  auch  den  die  Kraft  ausübenden  geschlossenen 
♦* 

Strom  durch  ein  eigenthümliches,  nur  für  die  mathematische  Be- 
trachtung bestimmtes  Gebilde  zu  ersetzen. 

Wir  wollen  uns  denken,  von  dem  Agens,  welches  wir  Magne- 
tismus genannt  haben,  gebe  eß  ebenso,  wie  von  der  Electricität, 
zwei  verschiedene  Arten,  welche  sich  so  verhalten,  dass  zwei  Meü- 
gen  einer  und  derselben  Art  sich  abstossen,  und  zwei  Mengen  der 
beiden  verschiedenen  Arten  sich  anziehen.  Diese  beiden  Arten 
von  Magnetismus  können,  in  Uebereinstimmung  mit  der  bei  der 
Electricität  angewandten  Benennungsweise,  positiver  und  negati- 
ver Magnetismus,  oder  auch,  gemäss  dem  aus  anderen  Gründen 
entstandenen  Sprachgebrauche,  Nord-  uud  Süd-Magnetismus  ge- 
nannt werden.  Von  der  Kraft,  mit  welcher  zwei  Mengen  sich  ab- 
stossen oder  anziehen,  nehmen  wir  an,  dass  sie  dem  Quadrate  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei,  und  was  die  Grösse  der 
Kraft  anbetriflft,  so  wollen  wir  annehmen,  die  Kraft,  mit  welcher 
zwei  Einheiten  von  positivem  Magnetismus  sich  in  der  Einheit  der 
Entfernung  abstossen,  sei  gleich  k. 

Nun  kehren  wir  zu  der  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten, 
durch  die  geschlossene  Stromcurve  gelegten  Fläche  zurück,  und 
denken  uns,  neben  derselben,  an  der  Seite,  nach  welcher  die  Nor- 
male als  positiv  gerechnet  wird,  noch  eine  zweite  parallele  Fläche 
gelegt,  welche  nur  um  den  unendlich  kleinen  Abstand  b  von  ihr 
entfernt  sei.  Die  erste  Fläche  denken  wir  uns  mit  negativem  und 
die  zweite  mit  positivem  Magnetismus  belegt,  und  zwar  in  folgen- 
der Weise.    Auf  der  ersten  sei  die  Flächendichtigkeit  des  Magne- 

i* 
tismus  constant  gleich ,    so   dass   sich   auf   einem    Flächen- 
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i 
elemente  dta>'  die  Menge dfof  befinde.    Betrachten   wir  nun 

das  diesem  Elemente  senkrecht  gegenüberliegende  Element  der 
zweiten  Fläche ,  so  soll  sich  auf  diesem  eine  ebenso  grosse  Menge 
von  positivem  Magnetismus  befinden,  und  dasselbe  soll  für  jede 
zwei  andere  sich  senkrecht  gegenüberliegende  Flächenelemente 
der  Fall  sein,  so  dass  die  zweite  Fläche  eben  so  viel  positiven 
Magnetismus  enthält,  wie  die  erste  negativen  Magnetismus. 

Wir  wollen  nun  zunächst  nur  die  beiden  unendlich  kleinen 
Magnetismusmengen  betrachten,  welche  sich  auf  dem  Flächen- 
elemente dcö'  und  dem  ihm   senkrecht  gegenüberliegenden  Ele- 

mente  der  anderen  Fläche  befinden ,   also  die  Mengen df  co' 

und  -( —  dd.    Von  diesen  beiden  Mengen  wollen  wir  die  Poten- 

c 

tialfunction  im  Puncto  (a?,  y,  r)  bilden.  Der  Abstand  des  Elemen- 
tes dö'  vom  Puncto  (x^  y,  z)  werde,  gemäss  unserer  früheren  Be- 
zeichnungsweise, durch  r  dargestellt,  und  der  Abstand  des  gegen- 
überliegenden Elementes  von  demselben  Puncto  heisse  ri.  Dann 
ist  die  Potentialfunction  der  beiden  Magnetismusmengen: 

oder: 

dd. 


Vi         t)    6 


Nun  kann  man  aber,  da  das  zweite  Element  vom  ersten  in  der 
w'- Richtung  um  s  entfernt  ist,  setzen: 

;7  —  r  "^  8»'  *' 
wodurch  der  vorige  Ausdruck  übergeht  in: 

8i 

T 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  über  die  ganze  erste  Fläche  in- 
tegrirt,  also  den  Ausdruck 


Ici' 
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bildet,  so  stellt  dieser  die  Potentialfunction  der  ganzen  auf  den 
beiden  Flächen  befindUchen  Magnetismusmengen  im  Puncte  (x^y^a) 
dar.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Componenten  der  Kraft,  welche 
diese  beiden  Magnetismusmengen  auf  eine  im  Puncte  (x^  y,  ß)  ge- 
dachte Magnetismuseinheit  ausüben,  durch 

g   Tal  g  pi 


-  **'  wiJ  äi  ^''' 


d^iJ    dn 
dargestellt  werden. 

Dieses  sind  dieselben  Ausdrücke,  welche  in  (10)  für  die  Com- 
ponenten A^  B^  C  derjenigen  Kraft  gegeben  wurden,  welche  der 
geschlossene  Strom  sf  auf  jene  Magnetismuseinheit  ausübt.  Dem- 
nach können  die  beiden,  magnetischen  Flächen  und  der  Strom  sich 
in  Bezug  auf  die  von  ihnen  ausgeübte  magnetische  Kraft  gegen- 
seitig ersetzen,  und  die  vorher  für  die  beiden  magnetischen  Flä- 
chen bestimmte  Potentialfunction  kann  daher  auch  auf  den  Strom 
bezogen  werden,  und  wir  wollen  sie  die  magnetische  Poten- 
tialfunction des  geschlossenen  Stromes  nennen. 

Da  diese  Potentialfunction  vielfach  angewandt  werden  kann, 
so  ist  es  zweckmässig,  ein  einfaches  Zeichen  dafür  einzufuhren, 
und  wir  wollen  setzen: 


(11)  P  =  Ät'  I  -5-S  da'. 

Dann  können  wir  die  Gleichungen  (10)  kürzer  so  schreiben : 

Setzt  man  diese  Werthe  von  A ,  B  und  C  in  die  Gleichungen 
(7)  ein,  so  kommt: 


(13) 


\dy  ds  de  dsj 
^\de  0s  dx  ds) 
\dx  da        dy  ds) 
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Es  ist  somit  die  Bestimmung  der  von  einem  geschlossenen  Strome 
auf  ein  Stromelement  ausgeübten  Kraft  auf  die  magnetische  Poten- 
tialfunction  des  Stromes  zurückgeführt. 


§.  5.    Einführung  magnetischer  Flächen  für  den  die 

Wirkung  erleidenden  Strom. 

Es  möge  nun  angenommen  werden ,  dass  auch  der  die  Wir- 
kung erleidende  Strom  s  geschlossen  sei,  und  dass  es  sich  darum 
handele,  zu  bestimmen,  welche  Gesammtwirkung  die  auf  alle  seine 
Elemente  wirkenden  ponderomotorischen  Kräfte  auf  den  ganzen 
Strom  ausüben,  wenn  der  Leiter  als  starr  vorausgesetzt  wird. 

Diese  Gesammtwirkung  kann  in  zwei  auf  den  ganzen  Strom 
bezügliche  Wirkungen  zerlegt  werden,  deren  eine  irgend  einen  mit 
dem  Leiter  fest  verbundenen  Punct,  als  welchen  wir  den  Anfangs- 
punct  der  Goordinaten  wählen  können,  zu  verschieben  sucht,  wäh- 
rend die  andere  eine  Drehung  um  diesen  Pimct  hervorzubringen 
sucht,  und  es  kommt  daher  darauf  an,  die  drei  in  die  Coordinaten- 
richtungen  fallenden  Componenten  der  Verschiebungskraft  und 
die  Drehungsmomente  um  die  drei  Coordinatenaxen  zu  bestimmen. 

Die  in  die  o;- Richtung  fallende  Componente  der  Verschie- 
bungskraft ist  I  SdSt  und    gemäss  (13)  haben 

Um  das  in  dieser  Gleichung  an  der  rechten  Seite  stehende  Linien- 
integral in  ein  Flächenintegral  verwandeln  zu  können,  denken  wir 
es  uns  zunächst  in  der  Form 


wir: 


/(^If+^Ü+^lf)* 


geschrieben,  indem  wir  den  hierin  vorkommenden  Buchstaben  L, 
Jf  und  JV  folgende  Bedeutungen  beilegen: 

de  dy 

und  auf  dieses  Litegral  wenden  wir  die  unter  (8)  gegebene  Trans- 
formationsgleichung an.    Dadurch  erhalten  wir: 

jAas  —  tj  i^^g^,  -I-  da^Jdn       dxdy  dn       dxda  dn]       ' 
und  dieser  Gleichung  können  wir  folgende  Form  geben : 
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(15)  y^d.  =  .y[(g^+g^+g;^)8;^ 

\8a;«8w  "*"  dxdydn'^  dxdednj] 

Die  hierin  vorkommende  Grösse  P  ist  die  im  vorigen  Paragraphen 
besprochene  Potentialfunction  der  Magnetismusmengen,  welche 
sich  auf  der  vom  Strome  s'  begrenzten  und  der  ihr  unendlich 
nahen  parallelen  Fläche  befinden.  Denken  wir  uns  nun  die  vom 
Strome  s  begrenzte  Fläche,  deren  Element  d©  in  der  vorigen  Glei- 
chung vorkommt,  so  gelegt,  dass  sie  jene  erstgenannten  beiden 
Flächen  nicht  schneidet,  was  immer  möglich  ist,  wenn  die  Strom- 
curven  s  und  s'  nicht  in  einander  verschlungen  sind,  so  gilt  für  alle 
in  dem  Integrale  vorkommenden  Flächenelemente  do  die  Gleichung: 

8«P       8«P       82P_^ 

dX^   "^    8y2    "T    dg2    —  ^• 

Femer  kann  man  schreiben : 

82P  8^         8^P  d£    ,     8^P    8£  _  _8_  /8P\ 
dx^  dn    '    dxdy  on    '    8a;8;ef  dn  ~  dn  \dx)' 

Demnach  geht  die  Gleichung  (15)  über  in: 

(16)  f^'^--^fl(^^)^-' 

Entsprechende  Gleichungen  gelten  natürlich  auch  für  die  beiden 
anderen  Coordinatenrichtungen, 

Was  nun  femer  die  Drehungsmomente  anbetrifft,  so  wird  das- 
jenige um  die  a;-Axe  durch  /  {yZ-- i3E)ds  dargestellt,  und  nach 
(13)  gilt  die  Gleichung: 

_      /8P  8£  _  8P  8^X1   , 
^  \8^   8s        dx  ds)\    ^' 

Um  hierin  wieder  das  an  der  rechten  Seite  stehende  Linienintegral 
in  ein  Flächenintegral  verwandeln  zu  können,  schreiben  wir  auch 
dieses  Integral  in  der  Form : 

indem  wir  jetzt  den  Buchstaben  Z/,  Jlf  und  N  folgende  Bedeutun- 
gen beilegen : 
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V*^   dy    '        dzj^  ^  dx'  dx 

Wenn  wir  dann  die  Transformationsgleichung  (8)  anwenden,  und 
die  dadurch  entstehende  Gleichung  in  ähnlicher  Weise ,  wie  die 
obige,  umgestalten,  so  erhalten  wir: 

(18)       f(,Z-.lDds  =  if^{.'^-y'^)d.. 

Entsprechende  Gleichungen  gelten  auch  für  die  Drehungsmomente 
um  die  beiden  anderen  Goordinatenaxen. 

Dieselben  Ausdrücke,  welche  in  den  Gleichungen  (16)  und 
(18)  für  die  ;r  -  Componente  der  Versclüebungskraft  und  für  das 
Drehungsmoment  um  die  x-Axe  gegeben  sind,  erhält  man,  wenn 
man,  ganz  so,  wie  es  im  vorigen  Paragraphen  iiir  den  Strom  s'  ge- 
schehen ist,  nun  auch  für  den  Strom  s  zwei  magnetische  Flächen 
einführt 

Man  denke  sich  dazu  neben  der  durch  den  Strom  s  gelegten 
Fläche,  deren  Element  den  ist,  noch  eine  zweite,  nur  um  den  un- 
endlich kleinen  Abstand  e  von  ihr  entfernte  parallele  Fläche,  und 
nehme  an,  dass  die  erste  mit  negativem  und  die  zweite  mit  positi- 
vem Magnetismus  bedeckt  sei.    Auf  einem  Elemente  dco  der  er- 

■ 

4 

sten  Fläche  soll  sich  die  Magnetismusmenge do  und  auf  dem 

s 

ihm  gegenüberliegenden  Elemente  der  zweiten  Fläche  eine  dem 
absoluten  Werthe  nach  eben  so  grosse  positive  Magnetismusmenge 

» 

befinden.    Die  auf  do  befindliche  Menge dco  erleidet  eine 

Kraft,  deren  in  die  ä: -Richtung  fallende  Componente  den  Ausdruck 

-  — d(ö 

8    dx 

hat,  und  deren  Drehungsmoment  um  die  x-Axq  durch  den  Aus- 
druck 

dP  dP\ 


H 


^dJ-'W 


dargestellt  wird.  Die  auf  dem  gegenüberliegenden  Flächenelemente 


t 


befindliche  Magnetismusmenge  —  do,  welche  von  der  ersteren  in 

c 

der  n- Richtung  um  6  entfernt  ist,  erleidet  eine  Kraft,  für  deren 
in  die  a;- Richtung  fallende  Componente  und  auf  die  x-Axe  be- 
zügliches Drehungsmoment  folgende  Ausdrücke  gelten: 
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i  r  dP        dP  ,    d  /  dP        dP\  1  , 

Für  beide   Flächenelemente  zusammen  wird  also  die  a;-C!ompo- 
nente  der  Kraft  durch 

.   8 


*8n 


ßf)"" 


und  das  Drehungsmoment  um  die  :r  -  Axe  durch 

.    d    /    dP  dP\   , 

dargestellt.  Durch  Integration  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält 
man  genau  die  oben  unter  (16)  und  (18)  gegebenen  Ausdrücke, 
und  es  folgt  daraus,  dass  man  den  geschlossenen  Strom  5  in  Be- 
zug auf  die  ponderomotorische  Kraft,  welche  er  erleidet,  ganz  so, 
wie  den  Strom  s'  in  Bezug  auf  die  Kraft,  welche  er  ausübt ,  durch 
ein  magnetisches  Flächen  paar  ersetzen  kann. 


§.  6.    Das  magnetische  Potential  zweier  geschlossener 

Ströme  auf  einander. 

Die  Gesammtwirkung,  welche  das  den  Strom  s  repräsentirende 
magnetische  Flächenpaar  von  dem  den  Strom  s'  repräsentirenden 
magnetischen  Flächenpaare  erleidet,  lässt  sich  am  bequemsten  da- 
durch bestimmen,  dass  man  zuerst  das  Potential  des  einen  magne- 
tischen Flächenpaares  auf  das  andere  bildet,  und  dann  die  Aende- 
rung  untersucht,  welche  dieses  Potential  erleidet,  wenn  das  den 
Strom  s  repräsentirende  Flächenpaar  irgend  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  macht. 

Dieses  Potential  lässt  sich  sehr  leicht  aus  der  schon  bestimm- 
ten Potentialfunction  P  des  den  Strom  s'  repräsentirenden  Flä- 
chenpaares ableiten.  Das  Potential  dieses  Flächenpaares  auf 
die  zu  dem  anderen  Flächenpaare  gehörige  negativ  magnetische 
Fläche  ist: 

und  das  Potential  auf  die  positiv  magnetische  Fläche: 
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/(' + 1^  •)  i  ^- 


Daraus  ergiebt  sich  für  das  Potential  auf  beide  Flächen  zusam- 
men, welches  Q  heissen  möge,  die  Gleichung: 


(19)  Q  =  if^ 


da. 


Setzen  wir  hierin  für  P  seinen  unter  (11)  gegebenen  Werth  ein, 
so  kommt: 


8~ 
O  =  Jcii'   I  dco  ;^  l   TT— r  dcj' 


oder  anders  geschrieben : 


(20)  Q==hii'   I    l^-^d(odG)\ 

Diese  Grösse,  welche  ihrer  Entwickelung  nach  zunächst  das 
Potential  der  beiden  magnetischen  Flächenpaare  auf  einander  be- 
deutet, kann,  da  die  Flächenpaare  durch  ihre  gegenseitigen  Wirkun- 
gen die  gegenseitigen  Wirkungen  der  beiden  geschlossenen  Ströme 
vertreten  können,  auch  das  magnetische  Potential  der  bei- 
den geschlossenen  Ströme  auf  einander  genannt  werden. 

Man  kann  diesem  Potential  auch  noch  andere  Formen  geben, 
in  welchen  die  beiden  Integrationen  sich  direct  auf  die  beiden 
Stromcurven  beziehen. 

Wir  gehen  dazu  von  folgendem  Ausdrucke  aus: 

J  J  r\ds  ds'  +  ds  8s'  +  ds  dsO 

und  wenden  auf  ihn  zweimal  die  Transformationsgleichung  (8)  an, 
um  die  beiden  Linienintegrale  in  Fläohenintegrale  zu  verwandeln. 
Zuerst  schreiben  wir  ihn  in  der  Form : 

J  '^V Ar  8?  "ä?  +  7  8?-8^  +  7  8?'9i;  ^' 
und  erhalten  daraus  gemäss  (8): 


J  '^^J  L\ä7'8?~Fiä? 


rdsf 


dy  ds'      dJids'/dn^  \deds'      dxds'/dn 


dzds'     dyds''''     ' 


m 
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Diesem  Ausdrucke  geben  wir  nun  folgende  Form : 


J        J   L\dj3  dn      dy  dn 


dydn/d7'^\dxdn  ~dzdn 


ox  dn/  OS  J 


dx 

und  wenden  hierauf  abermals  die  Transfomiationsgleichung  (8)  an, 
wodurch  wir  erhalten: 

/7     I  I  (        r    dx      r^dy      r_ 
J  L\dydydn'^dxdy^dn~'dxd0^dn  '  dzd/dn/dn* 

~^\dzd0'dn~dydz'dn'^dydsfdn'^dxdx'dn/dn' 


+ 


r   djs  r  dx 


dzdi/dn'^dvdi/dn/dn'J 


^dxdx' dn      dzdx!dn      dedy^dn  '  dyd^ 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nun  sehr  vereinfachen. 

Wir  wollen  zunächst  unsere   Aufmerksamkeit  nur  auf  den 

daf 
Factor  von  -r—f  richten,  welchen  wir,  nachdem  wir  noch  das  Glied 
dn 

T      dx 

^        ,  ^—  einmal  mit  positivem  und  einmal  mit  negativem  Vor- 

V»*»  ox  on 

zeichen  hinzugefügt  haben,  so  schreiben  können: 


/  82  i  83  1  8'  ~  \  o 

I L.4. ÜJ L  )?f 

\dxdxf  "^  dydif  "^  dßdzW  dn 


<8ir8a:'  dn    '    dxd\f  dn 


r     dz  \ 

dxdl  dn/' 


Nun  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Grösse  -  die  Coordinaten  rr,  y,  z^ 

T 

a/,  y',  i?'  nur  in  der  Verbindung  x  —  af,  y  —  y'  und  z  —  z'  vor- 
kommen, und  dass  man  daher  jeden  DiflFerentialcoefficienten  nach 
einer  der  accentuirten  Grössen  durch  den  DiflFerentialcoefficienten 
nach  der  entsprechenden  unaccentuirten  Grösse,  und  umgekehrt, 
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ersetzen  kann,  wenn  man  zugleich  das  Vorzeichen  umkehrt,  dass 
man  also  z.  B.  schreiben  kann: 

32  1  32  JL  g2  1  g2  JL 

und 


Demnach  kann  man  dem  vorigen  Ausdrucke  folgende  Form  geben: 

r_j r  j r  |3£ ( ?1^  j ü^^j L^  / 

dx^"^  dy^'^J^/dn~\Wdxdn'^dx'dydn'^dö^'^^ 

Von  den  beiden  Gliedern  dieses  Ausdruckes  ist  das  erste  Null  und 
das  zweite  lässt  sich  so  schreiben: 

L(_-I^j r  dy    .       r  d^ 

8a/  \dx  dn'^  dy   dn  "^   d^  dn^ 

und  dann  zusammenziehen  in 


Ebenso  lassen  sich  die  Factoren  von  7^  und  ;r-7  in  die  entspre- 
chenden  einfachen  Formen 


bringen,  und  das  ganze  obige  Doppelintegral  nimmt  daher  fol- 
gende Gestalt  an: 


+  - 

'    de 


welche  sich  noch  weiter  vereinfacht  in 

1 

de/ 


oder  anders  geschrieben: 
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-// 


8.1 

7  dc3dG)\ 


dndn! 

Demnach  erhalten  wir  als  Resultat  der  vorgenonunenen  Trans- 
formationen die  Gleichung: 

Wenn  wir  diese  Gleichung  auf  (20)  anwenden,  so  kommt: 

< 

Nun  ist  aber  femer,  wenn  man  den  Winkel  zwischen  den  Strom- 
elementen  ds  und  d^  mit  (ss')  bezeichnet,  zu  setzen: 

,    ,, 8«  8«'  j^  8y  By*  j^  8«  8/ 

'^  ^**''  ~8s87"'"8i8?"^"8i87 
und  aus  der  Gleichung 

r«  =  (ar  —  a/)»  +  (y  -  y')*  +  («  -  «')' 
ergiebt  sich: 

8s  8s'  ~  V8s  8s'  "^  8s  8s'  "^  8s  8s'y 

und  man  kann  daher  die  Gleichung  (21)  auch. in  folgende  Formen 
bringen: 

(21a)  «  =  -  *«■'  ff  ^2L^  ds  ds' 

> 

(21b)  Q  =  lMi'ffl^J^dsds'. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung: 

1  8«  (r»)  ^  2  8r  8r  8»r 

r  8a  8s'        r  8s  8s'  "^     8s  8s" 

und  bedenkt,  dass  das  Integral  des  letzten  Gliedes  für  geschlos- 
sene Ströme  Null  wird,  so  erhält  man: 

(22)  e  =  *"•'// ilU'^«'^«' 

Bezeichnet  man  femer  die  Winkel  zwischen  der  in  dem  Sinne  von 
dsf  nach  ds  hin  positiv  gerechneten  Richtung  von  r  und  den  Rich- 
tungen von  ds  und  ds'  mit  {rs)  und  {rs*\  so  ist 

cos  {rs)  =  ^   und  cos  {rs*)  =  —  ^, 
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und   demgemäss    kann  man   der   Gleichung  (22)    noch   folgende 
Form  geben : 

(22a)  Q  =  -  j^ij.  J J cos  (XS)  .^eos  jr^)  ^^^^ 

Die  unter  (21),  (21a),  (21b),  (22)  und  (22a)  gegebenen  Aus- 
drücke sind  es,  welche  F.  Neumann  für  das  magnetische  Potential 
zweier  geschlossener  Ströme  auf  einander  aufgestellt  hat 

Da  es  für  das  Folgende  zweckmässig  ist,  in  dem  Ausdrucke 
des  Potentials  den  Factor,  welcher  von  den  Stromintensitäten  un- 
abhängig ist,  und  ausser  von  der  Grösse  fe  nur  noch  von  der  Gon- 
figuration  der  beiden  Leiter  abhängt,  kurz  bezeichnen  zu  können, 
wollen  wir  dafür  das  Zeichen  w  einführen,  indem  wir  setzen: 

(23)  ^^uffm^dsd^. 

Dann  können  wir  die  zur  Bestimmung  des  magnetischen  Poten- 
tials dienende  Gleichung  sehr  einfach  so  schreiben: 

(24)  Q  =  —  ii*w. 

Denkt  man  sich  nun,  dass  der  Strom  s  unter  dem  Einflüsse 
der  ponderomotorischen  Kräfte,  welche  seine  Elemente  von  dem 
Strome  s'  erleiden,  irgend  eine  Bewegung  mache,  so  wird  dabei 
von  den  ponderomotorischen  Kräften  eine  Arbeit  gethan,  welche 
sich  durch  die  Abnahme  des  magnetischen  Potentials  darstellen 
lässt.  Dasselbe  gilt  auch  für  den  umgekehrten  Fall,  wo  der  Strom 
s'  sich  unter  dem  Einflüsse  der  von  dem  Strome  s  auf  seine  Ele- 
mente ausgeübten  ponderomotorischen  Kräfte  bewegt,  und  ebenso 
für  den  allgemeineren  Fall,  wo  beide  Ströme  sich  unter  dem  Ein- 
flüsse der  gegenseitig  auf  einander  ausgeübten  ponderomotorischen 
Kräfte  bewegen.  Hierbei  ist  unter  Abnahme  des  Potentials  aber 
nur  diejenige  Abnahme  verstanden,  welche  durch  die  Lagenände- 
rungen der  Leiter  verursacht  wird,  und  nicht  diejenige,  welche 
möglicherweise  gleichzeitig  durch  Aenderung  der  Stromintensitä- 
ten stattfinden  kann.  Bezeichnen  wir  also  die  von  den  pondero- 
motorischen Kräften  gethane  Arbeit  mit  Ap  und  den  während  eines 
Zeitelementes  dt  stattfindenden  Zuwachs  dieser  Arbeit  mit  dAp^  so 
dürfen  wir  nicht  allgemein  setzen: 

dAp  =  —  dQ, 
sondern  haben  folgende  Gleichung  zu  bilden : 

(25)  dAp  =  ii'dw. 
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§.  7.    Die  Induction  und  das  electrodynamische  Potential 
zweier  geschlossener  Ströme  auf  einander. 

Die  Induction  ist  bekanntlich  von  F.  Neuraann  sehr  vollstän- 
dig behandelt  i) ;  wir  wollen  uns  hier  aber  auf  die  Besprechung 
des  Falles  beschränken,  wo  beide  Leiter  geschlossen  sind,  weil  das 
fiir  diesen  Fall  von  Neumann  aufgestellte  Gesetz  als  unzweifel- 
haft richtig  betrachtet  werden  kann. 

Wir  denken  uns  also  zwei  geschlossene  Leiter  s  und  sf  gege- 
ben, und  nehmen  an,  dass  in  s'  ein  Strom  von  der  Stärke  $'  statt- 
finde. Wenn  nun  die  beiden  Leiter,  welche  wir  der  Einfachheit 
wegen  als  starr  voraussetzen  wollen ,  sich  irgendwie  bewegen  und 
zugleich  die  Stromstärke  i'  sich  ändert,  so  fragt  es  sich,  welche 
electromotorische  Kraft  dabei  in  s  inducirt  wird.  Darüber  gilt 
nach  Neumann  folgendes  Gesetz:  Die  im  Leiter  s  inducirte 
electromotorische  Kraft  ist  gleich  dem  nach  der  Zeit  ge- 
nommenen Differentialcoefficienten  des  magnetischen 
Potentials  des  im  Leiter  s'  stattfindenden  Stromes  i'  auf 
einen  im  Leiter  s  gedachten  Strom  von  einer  gewissen 
Constanten  Stärke,  welche  vorläufig  c  heissen  möge. 

Die  hierin  vorkommende,  vorläufig  unbestinunt  gelassene  Con- 
stante  ^  wird  die  Inductionsconstante  genannt. 

Das  magnetische  Potential  der  Ströme  i'  und  c  auf  einander 
wird  nach  Gleichung  (24)  durch  —  ci'w  dargestellt  Demnach 
lässt  sich,  wenn  die  in  s  inducirte  electromotorische  Kraft  mit  E 
bezeichnet  wird,  folgende  Gleichung  bilden: 

(26)  E=-e^^. 

Findet  in  dem  Leiter  s,  für  welchen  vorher  nur  ein  gedachter 
Strom  von  gegebener  Stärke  c  in  Betracht  kam,  auch  ein  wirk- 
licher Strom  von  irgend  einer  Stärke  i  statt,  die  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich sein  kann,  so  wird  auch  in  dem  Leiter  s'  eine  electro- 
motorische Kraft  inducirt,  welche  mit  JE'  bezeichnet  werden  möge, 
und  für  welche  folgende,  der  vorigen  entsprechende  Gleichung  gilt: 

d(iw) 


(27)  E'  =  — 


dt 


^)  Abhandlungen  der  Berliner  Academie  1845  und  1847, 
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Nachdem  die  inducirte  electromotorische  Kraft  bestimmt  ist, 
kann  auch  die  von  dieser  Kraft  während  des  Zeitelementes  dt  ge- 
thane  Arbeit  leicht  ausgedrückt  werden.  Man  braucht  dazu  nur 
die  inducirte  electromotorische  Kraft  mit  der  Intensität  des  in  dem 
betreffenden  Leiter  stattfindenden  Stromes  und  mit  dem  Zeit- 
elemente zu  multipliciren,  also  für  den  Leiter  s  das  Product  Ei  dt 
und  für  den  Leiter  s'  das  Product  E'Vdt  zu  bilden,  in  welche 
Producte  man  dann  für  E  und  E*  ihre  Werthe  einsetzen  kann. 
Man  erhält  daher,  wenn  man  die  in  beiden  Leitern  zusammen  von 
den  electromotorischen  Kräften  während  der  Zeit  dt  gethane  Ar- 
beit mit  dAe  bezeichnet,  die  Gleichung: 

dA^  =  —  ^c  *  \     ^  dt  —  t'c     \.  '  dt 

dt  dt 

oder  einfacher  geschrieben: 

(28)  d^,  ==  —  c  [idCi'ii;)  +  V d{iw)\ 

Dem  hier  in  der  eckigen  Klammer  stehenden  Ausdrucke  kann 
man  auch  eine  solche  Form  geben,  dass  eines  seiner  OUeder  ein 
Tollständiges  Differential  ist,  nämUch: 

(29)  dA,  =  —  c  [d(ii'w;)  +  iV  dw\ 

Diese  von  den  electromotorischen  Kräften  gethane  Arbeit 
möge  nun  noch  mit  der  oben  in  (25)  bestimmten ,  von  den  ponde- 
romotorischen  Kräften  gethanen  Arbeit  in  eine  Summe  vereinigt 
werden.  Wir  wollen  dabei  für  die  Gesammtarbeit  das  einfache 
Zeichen  A  einführen,  so  dass  wir  setzen  können: 

dAj^  -|-  dAe  =■  dA^ 
dann  kommt: 

dA  =  iV  dw  —  c[d(ii'  w)  -}-  ii*  dw\^ 

oder  anders  geordnet: 

(30)  dA  —  ^  cd{iVw)  +  (1  —  c)  iV dw. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  für  electrische  Ströme  und  die  von 
ihnen  gethane  Arbeit  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie 
gelte ,  so  muss  sich  die  von  den  ponderomotorischen  und  electro- 
motorischen Kräften  zusammen  während  des  Zeitelementes  ge- 
thane Arbeit  durch  das  Differential  irgend  einer  Grösse  darstellen 
lassen,  welche  nur  von  dem  augenbUcklichen  Zustande  der  Ströme, 
also  von  ihren  Lagen  und  Intensitäten  abhängt.  Wir  wollen,  in 
üebereinstimmung  mit  dem  in  der  Electrostatik  und  beim  Magne- 
tismus angewandten  Verfahren,  diejenige  Grösse,  deren  negatives 

ClauBius,  meeh.  Wftrmetheorie.   n.  |^ 
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Differential  die  Arbeit  darstellt,  zur  besonderen  Benennung  und 
Bezeichnung  auswählen.  Diese  Grösse  möge  das  electrodyna- 
mische  Potential  der  beiden  Ströme  auf  einander  genannt  und 
durch  das  Zeichen  TT  dargestellt  werden,  so  dass  zu  setzen  ist: 

(31)  dÄ  =  —  dW. 

Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (30)  zusammen,  so 
sehen  wir,  dass  an  der  rechten  Seite  der  letzteren  das  zweite  Glied, 
nämlich  (1  —  c)  ii*  dw^  welches  kein  vollständiges  Differential  ist, 
verschwinden  muss,  woraus  folgt,  dass  die  Inductionsconstante  c 
in  unseren  Gleichungen,  in  welchen  zur  Messung  der  Strominten- 
sitäten das  mechanische  Maass  angewandt  ist,  den  Werth  1  ha- 
ben muss.  Das  dann  an  der  rechten  Seite  von  (30)  allein  übrig 
bleibende  erste  Glied  muss  mit  —  dW  übereinstimmen,  und  wir 
erhalten  daher  zur  Bestimmung  des  electrodynamischen  Potentials 
der  beiden  Ströme  auf  einander  die  Gleichung : 

(32)  W=ii'iv. 

Das  electrodjnamische  Potential  der  beiden  Ströme  auf  einander 
ist  also  dem  oben  mit  Q  bezeichneten  und  durch  die  Gleichung  (24) 
bestimmten  magnetischen  Potential  der  beiden  Ströme  auf  ein- 
ander dem  absoluten  Werthe  nach  gleich,  aber  dem  Vorzeichen 
nach  entgegengesetzt. 


ABSCHNITT  IX. 


Ableitung  eines  neuen  electrodynamischen 

Qrundgesetzes. 

§.  1.    Verallgemeinerung  des  electrischen  Kraftgesetzes 
und  Ansichten  über  die  strömende  Electricität. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  besprochenen  ponderomotorischen 
und  electromotorischen  Kräfte  sind  von  der  Bewegung  der  Elec- 
tricität abhängig,  und  man  muss  daher  schliessen,  dass  bewegte 
Electricitätstheilchen  anders  auf  einander  wirken,  als  ruhende.  Es 
entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  für  die  Kräfte,  welche  zwei  be- 
wegte Electricitätstheilchen  auf  einander  ausüben,  ein  allgemeines 
Gesetz'aufstellen  lässt ,  welches  alle  electrostatischen  und  electro- 
dynamischen  Wirkungen  erklärt,  und  keiner  bekannten  Erschei- 
nung widerspricht. 

Der  erste,  welcher  die  electrischen  Wirkungen  von  diesem  all- 
gemeinen Gesichtspuncte  aus  betrachtet  hat,  ist  W\  Weber  ge- 
wesen, welcher  bekanntlich  für  die  Kräfte,  welche  zwei  bewegte 
Electricitätstheilchen  auf  einander  ausüben,  ein  Grundgesetz  auf- 
gestellt hat,  welches  zur  Erklärung  aller  electrischen  Wirkungen 
ausreichen  soll.  Seien  nämlich  e  und  e*  die  beiden  in  Puncten 
concentrirt  gedachten  Electricitätstheilchen,  und  r  ihr  gegenseiti- 
ger Abstand  zur  Zeit  t,  so  bestehen  die  von  den  Theilchen  auf  ein- 
ander ausgeübte  Kräfte  nach  Weber  in  einer  gegenseitigen  Ab- 
stossung  von  der  Stärke 

15* 
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Tä'L  c2  \di)  ^  c2  ^'de^J' 

worin  c  eine  Constante  bedeutet. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  ist  Weber  von  der  Vor- 
stellung ausgegangen,  dass  bei  einem  galvanischen  Strome  in  je- 
dem Leiterelemente  gleiche  Mengen  positiver  und  negativer  Elec- 
tricität  sich  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten  bewegen.  Diese  Vorstellung  ist  eine  so  complicirte, 
dass  schon  viele  Physiker  daran  Anstoss  genommen  haben.  So 
lange  nicht  zwingende  Gründe  für  die  Annahme  einer  solchen 
Doppelbewegung  vorHegen,  darf  man  die  einfachere  Vorstellung, 
dass  ein  Strom  aus  der  Bewegung  nur  Eines  Fluidums  bestehe, 
nicht  aufgeben,  sondern  muss  versuchen,  aus  ihr  die  Wirkungen 
des  galvanischen  Stromes  zu  erklären. 

Der  letztgenannten ,  schon  lange  und  oft  zum  Ausdruck  ge- 
langten Vorstellung  hat  neuerdings  besonders  Carl  Neumann 
eine  bestimmtere  Form  gegeben  i),  indem  er  dabei  sagt,  dass 
seine  Ueberlegungen  vollständig  mit  denen  übereinstimmen,  welche 
Riemann  schon  im  Jahre  1854  in  der  einunddreissigsten  Natur- 
forscherversammlung ausgesprochen  habe.  Neumänn  nimmt 
nämlich  an,  ein  metallischer  Leiter  enthalte  zwar  in  jedem  Raum- 
theilchen  positive  und  negative  Electricität,  aber  nur  die  er- 
stere  sei  in  der  Weise  beweglich,  dass  sie  im  Leiter  strömen 
könne,  während  die  letztere  unlöslich  mit  den  ponderablen  Ato- 
men verbunden  sei. 

Ueber  den  Punct,  ob  es  überhaupt  nöthig  ist,  neben  der  be- 
weglichen positiven  Electricität  noch  eine  an  den  ponderablen  Ato- 
men haftende  negative  Electricität  anzunehmen,  oder  ob  sich  die 
dieser  Electricität  zugeschriebenen  Kräfte  auch  auf  andere  Weise 
erklären  lassen,  können  vielleicht  noch  verschiedene  Ansichten  gel- 
tend gemacht  werden.  Indessen  bei  der  mathematischen  Behand- 
lung der  Sache  kann  man,  da  die  Kräfte  so  stattfinden,  wie  sie 
von  solcher  den  Atomen  anhaftenden  negativen  Electricität  aus- 
geübt werden  würden,  jedenfalls  die  letztere  als  vorhanden  vor- 
aussetzen, ohne  dadurch  schon  eine  feste  Entscheidung  über  ihre 
wirkliche  Existenz  tw.  treffen.   In  diesem  Sinne  werde  ich  jene  Vor- 


*)  Berichte  der  k.  sächsischen  Gesellschaft  der  Wiss.  Math.-phys.  Classe, 
1871,  S.  394  und  417. 
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stellungsweise  so,  wie  sie  von  Neumann  formulirt  ist,  den  nach- 
stehenden Betrachtungen  zu  Grunde  legen. 


§.  2.  Unvereinbarkeit  des  Weber'schen  Grundgesetzes 
mit  der  Vorstellung  von  nur  Einer  im  festen  Leiter 
beweglichen  Electricität. 

Es  möge  nun  zunächst  die  Frage  gestellt  werden,  ob  das 
Weber'sche  Grundgesetz  mit  jener  Ansicht,  dass  nur  Eine  Elec- 
tricität im  festen  Leiter  strömen  könne ,  vereinbar  ist.  Dazu  wol- 
len wir  als  Kriterium  den  Erfahrungssatz  wählen,  dass  ein  in 
einem  ruhenden  Leiter  stattfindender  geschlossener  und 
constanter  galvanischer  Strom  auf  ruhende  Electricität 
keine  bewegende  Kraft  ausübt,  und  wollen  untersuchen,  ob 
das  Weber^sche  Grundgesetz  auch  dann  noch  zu  diesem  Satze 
führt,  wenn  man  nur  Eine  der  beiden  Electncitäten  als  beweglich 
betrachtet. 

'  Im  Puncto  a*,  y,  is  denken  wir  uns  irgend  eine  Electricitäts- 
menge,  z.  B.  eine  Einheit  positiver  Electricität,  und  im  Puncto 
x\  y\  ^  ein  Element  ds'  eines  galvanischen  Strenges  befindlich. 
Die  im  letzteren  sich  bewegende  positive  Electricität  heisse  Ä'ds'. 
Diese  übt  nach  Weber  auf  die  rutende  Electricitätseinheit  eine 
Abstossung  aus,  welche  durch 

dargestellt  wird,  wobei  natürlich  ein  negativer  Werth  des  Aus- 
druckes Anziehung  bedeutet.  Hierin  können  wir  im  vorliegenden 
Falle,  wo  die  Grösse  t  sich  nur  durch  die  Bewegung  der  im  Leiter- 
elemente ds'  befindlichen  Electricität  ändert,  setzen: 

dr  8r  ds' 

dt   ~ä?  di' 

di^  ~  as'2  \dt)  +as'  dt^' 

und  in  dieser  letzteren  Formel  haben  wir,  wenn  wir  den  Leiter 
des  Stromes  als  durchweg  gleich  voraussetzen,  so  dass  h*  in  allen 
seinen  Theilen  einen  und  denselben  Werth  hat,  für  einen  constan- 
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ten  Strom  -^r^  =  0  zu  setzen.    Dadurch  geht  der  Ausdruck  fiir 
die  Abstossung  über  in : 


r2 


i'+H-(U)'+-i:Ä]ri)i 


Nimmt  man  nun  zunächst  mit  Weber  an,  dass  in  dem  Leiter- 
elemente ds*  auch  eine  eben  so  grosse  Menge  negativer  Electri- 
cität  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  nach  entgegengesetzter 
Richtung  bewege,  so  muss  man,  um  die  Abstossung,  welche  diese 
auf  die  ruhende  Electricitätseinheit  ausüben  würde,  zu  erhalten, 
dem  vorigen  Ausdrucke  im  Ganzen  das  negative  Vorzeichen  geben, 

d^ 
und  ausserdem  das  Vorzeichen  des  DifferentialcoefBcienten  -jr  u™- 

dt 

kehren.  Da  aber  dieser  Differentialcoefficient  nur  quadratisch  vor- 
kommt, so  bringt  die  Umkehrung  seines  Vorzeichens  keine  Aende- 
rung  in  dem  Ausdrucke  hervor.  Die  von  der  negativen  Electricität 
ausgeübte  Kraft  würde  also  der  von  der  positiven  ausgeübten 
gleich  und  entgegengesetzt  sein,  so  dass  beide  sich  aufheben ,  und 
das  Stromelement  gar  keine  Kraft  auf  die  ruhende  Electricitäts- 
einheit ausüben  würde.  Es  ergiebt  sich  also,  dass  das  Web  er' sehe 
Grundgesetz,  wenn  es  mit  der  Web  er' sehen  Vorstellung  von  der 
doppelten  Electricitätsbewegung  in  Verbindung  gebracht  wird,  mit 
dem  obigen  Erfahrungssatze  übereinstimmt,  indem  nicht  nur  für 
einen  geschlossenen  Strom,  sondern  auch  für  jedes  einzelne  Ele- 
ment desselben  die  Kraft  Null  wird. 

Nun  wollen  wir  aber  die  andere  Annahme  machen,  dass  die 
in  dem  Leiterelemente  befindliche  negative  Electricität  nicht 
ströme,  sondern  fest  mit  den  ponderablen  Atomen  verbunden  sei. 
Dann  wird  die  Kraft,  welche  diese  auf  die  ruhende  Electricitäts- 
einheit ausübt,  durch  die  aus  der  Electrostatik  bekannte  einfache 

h'  ds* 
Formel  —       ^     dargestellt.    Demnach  heben  sich  in  diesem  Falle 

die  beiden  Kräfte  nicht  vollständig  auf,  sondern  es  bleibt  eine 
durch  die  Formel 

h!ds'  r      rdrV  ,    ^     d^rl  /ds'V 


dargestellte  Abstossung  übrig. 


[-  ©)■+ -  m  m 
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Die  in  die  ar-Bichtung  fallende  Gomponente  dieser  Kraft  er* 

hält  man  durch  Multiplication  mit ,  und  es  ergiebt  sich  da- 

her,  wenn  man  diese  Gomponente  mit  j-^  ds*  bezeichnet,  folgende 
Gleichung : 

Diese  Gleichung  muss  nach  s'  über  den  ganzen  geschlossenen 
Strom  integrirt  werden,  um  die  Grösse  X,  nämlich  die  in  die  a:-Rich- 
tung  fallende  Gomponente  der  Kraft,  welche  der  ganze  Strom  auf 
die  ruhende  Electricitätseinheit  ausübt,  zu  erhalten. 

Dazu  wollen  wir  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Ausdrucke  noch  einige  Umformungen  vornehmen.  Man  kann 
setzen : 

-^=2  -^  und  -  \^  (^^j  +  2r  ^J  =  4.g^. 
Dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  üher  in: 

Hierin  kann  man  weiter  setzen: 

8Vr  8'Vr  _  _8_  /eVr  8Vr\  _  8Vr  e'Vr 
dx    8s'*   ~d^\dx     8s' y         8s'   8s'8aj 

_  _8_  /8Vr  8Vr\  _  1_  ^  r/8Vr\n 
~~  Ss*  \  8a;     8s'  y'       2  8a:  L\  8s'  /  J' 
wodurch  (2)  übergeht  in: 

Wenn  man  diese  Gleichung  über  einen  geschlossenen  Strom 
integrirt,  so  giebt  das  erste  innerhalb  der  Klammer  befindliche 
Glied,  welches  ein  Differentialcoefficient  nach  s'  ist,  den  Werth 
Null.  Das  zweite  Glied ,  welches  ein  DiflFerentialcoefficient  nach  x 
ist,  kann,  da  die  Veränderliche  x  von  der  Veränderlichen  s'  unab- 
hängig ist,  unter  dem  DiflFerentiationszeichen  integrirt  werden, 
und  es  kommt: 

(4)  ^  =  -ir{dt)  rxJKw)^'' 
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Ganz  entsprechende  Ausdrücke  ergeben  sich  auch  für  die  in  die 
y-  und  ^-Richtung  fallenden  Componenten  der  Kraft. 

Man  sieht  sofort,  dass  das  hierin  vorkommende  Integral  nicht 
Null  ist,  und  dass  auch  seine  Differentialcoefficienten  nach  x^  y 
und  z  im  Allgemeinen  nicht  Null  sein  werden.  Demnach  müsste 
ein  in  einem  ruhenden  Leiter  stattfindender  geschlossener  und 
constanter  Strom  auf  ruhende  Electricität  eine  Ki'aft  ausüben,  und 
zwar  eine  Kraft,  welche  ein  Ergal  hätte,  da  ihre  in  die  Cöordi- 
natenrichtungen  fallenden  Componenten,  der  obigen  Gleichung 
nach,  durch  die  negativen  Differentialcoefficienten  einer  von  den 
Goordinaten  der  betreffenden  ruhenden  Electricitätseinheit  abhän- 
genden Grösse  dargestellt  würden.  Der  galvanische  Strom  müsste 
also,  ähnUch  wie  ein  mit  einem  Ueberschuss  von  positiver  oder 
negativer  Electricität  geladener  Körper,  in  jedem  in  seiner  Nähe 
befindUchen  leitenden  Körper  eine  veränderte  Vertheilung  der 
Electricität  hervorrufen  i).  Auch  für  einen  Magneten  würde  man, 
wenn  man  den  Magnetismus  durch  moleculare  electrische  Ströme 
erklärt,  ähnliche  Wirkungen  auf  die  ihn  umgebenden  leitenden 
Körper  erhalten. 

Solche  Wirkungen  sind  aber,  trotz  der  vielen  Gelegenheit,  die 
man  dazu  gehabt  haben  würde,  nie  beobachtet  worden,  und  man 
wird  daher  den  obigen  Satz,  welcher  ausdrückt,  dass  sie  nicht  statt- 
finden, gewiss  allgemein  als  feststehenden  Erfahrungssatz  anerken- 
nen, woraus  dann,  da  das  in  der  Gleichung  (4)  ausgedrückte  Re- 
sultat diesem  Satze  widerspricht,  der  Schluss  folgt,  dass  das  We- 
ber'sche  Grundgesetz  mit  der  Ansicht,  dass  bei  einem  in 
einem  festen  Leiter  stattfindenden  galvanischen  Strome 
nur  die  positive  Electricität  sich  bewegt, unvereinbar  ist. 

§.3.  Betrachtung  eines  vonRiemann  aufgestellten  Kraft- 
gesetzes  unter  dem  obigen  Gesichspuncte. 

In  neuester  Zeit,  nachdem  ich  meine  erste  Mittheilung  über 
das  von  mir  aufgestellte  Grundgesetz  schon  veröffentlicht  hatte, 


1)  Derselbe  Schluss  ist  auch  schon  i.  J.  1873  von  Riecke  gezogen 
(Gott.  Nachr.  5.  Juli  1873),  was  mir,  als  ich  dieses  schrieb,  unbekannt 
war,  worauf  ich  aber,  noch  während  es  in  Borchardt's  Journal  gedruckt 
wurde,  durch  den  damals  eben  erschienenen  neuesten  Aufsatz  von  Riecke 
(Gott.  Nachr.  28.  Juni  1876),  in  welchem  jener  ältere  citirt  war,  aufmerk- 
sam gemacht  wurde. 
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ist  ein  Werk  erschienen i),  in  welchem  ein  anderes,  von  Riemann 
in  seinen  Vorlesungen  mitgetheiltes  electrodynamisches  Eraftgesetz 
angeführt  wird,  und  es  wird  daher  zweckmässig  sein,  im  An- 
schlüsse an  das  Vorige  auch  dieses  Gesetz  unter  demselben  6e- 
sichtspuncte  zu  betrachten,  d.  h.  zu  untersuchen,  ob  es  mit  der 
Ansicht  von  nur  Einer  im  festen  Leiter  beweglichen  Electricität 
vereinbar  ist. 

Seien,  wie  oben,  e  und  e'  zwei  in  Puncten  concentrirt  gedachte 
Electricitätstheilchen,  a?,  y,  e  und  a/,  y\  ^  ihre  rechtwinkligen 
Coordinaten  zur  Zeit  ^,  so  gilt  für  die  in  die  ar-Richtung  fallende 
Componente  der  Kraft,  welche  e  von  e'  erleidet,  nach  Riemann 
(S.  327)  folgende  Gleichung: 

,-.      Y ee  ör  ^^  ee      \t  \dt        dt  /) 

(öj      A  —  —  ^  -t-  -^  j-^ 

"^  c2  r^öx\\dt       di)  '^\dt       dt)  '^\dt       dtjy 

und  entsprechende  Gleichungen  sind  für  die  beiden  anderen  Coor- 
dinatenrichtungen  zu  bilden. 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  wieder  dazu  anwenden,  die 
Kraft  zu  bestimmen,  welche  ein  geschlossener  galvanischer  Strom 
auf  eine  ruhende  Electricitätseinheit  ausübt.    Wir  setzen  daher : 

-       :y  dx       dy       dz       ^ 

Ferner  ersetzen  wir,  um  zunächst  die  Kraft  zu  bestimmen,  welche 
von  der  im  Leiterelemente  ds'  sich  bewegenden  positiven  Electri- 
cität ausgeübt  wird,  e!  durch  das  Product  h!ds*.  Dann  geht  der 
vorige  Ausdruck  über  in: 


Ä'ds' 


,/2  dxf\ 

1  ^\r—^ 


l   dr         1      \r   dtj 


T^  dx        c        dt 

+ 7,  yiM)' + i^r + im 

Hierin  kann  das  letzte  Glied  dadurch  vereinfacht  werden ,  dass  die 
in  der  eckigen  Klammer  stehende  Summe  durch   (-^)    ersetzt 

^)  Schwere,  Electricität  und  Magnetismus.    Nach  den  Vorlesungen  von 
Bernhard  Riemann  bearbeitet  von  Karl  Hattendorff,  Hannover  1876. 
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wird ,  und  das  zweite  Glied  möge  so  umgeändert  werden,  dass  xf 
und  r  als  Functionen  von  s'  und  die  Grösse  s'  als  Function  von  t 

behandelt  und  dabei,  weil  der  Strom  constant  ist,  -r^  =  0  gesetzt 

wird.    Dann  kommt: 

1,'^«'     1  ^       1  ^\"^^/  /^'V  -i_  1  1  ^  (^\ 
^  ^^  Lr«  ^x       c^        ds'        \dt)   "^  c2  r»  dx  \di)  J 

Gehen  wir  nun  zunächst  wieder  von  der  Voraussetzung  aus, 
dass  in  dem  Leiterelemente  ds'  eine  gleich  grosse  Menge  negati- 
ver Electricität  mit  gleicher  Geschwindigkeit  nach  entgegengesetz- 
ter Richtung  ströme,  so  haben  wir,  um  die  a:-Componente  der  von 
dieser  Electricitätsmenge  auf  die  ruhende  Electricitätseinheit  aus- 
geübten Kraft  darzustellen,  denselben  Ausdruck,  wie  vorher,  nur 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  bilden.  Beide  Kräfte  heben 
sich  somit  auf,  und  es  ist  daher  unter  der  Voraussetzung  zweier  in 
gleicher  Weise  im  Leiter  beweglicher  Electricitäten  auch  das  Rie- 
m  an n 'sehe  Kraftgesetz  mit  unserem  Elrfahrungssatze  im  Einklänge. 

Machen  wir  dagegen  die  Voraussetzung,  dass  die  im  Leiter- 
elemente ds*  befindliche  negative  Electricität  in  Ruhe  sei,  so  ha- 
ben wir  die  a;-Componente  der  von  ihr  auf  die  ruhende  Electrici- 
tätseinheit ausgeübten  Kraft  durch 

darzustellen,  und  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  die  ^-Componente 
der  Kraft,  mit  welcher  das  Stromelement  ds*  auf  die  ruhende  Elec- 

tricitätseinheit  wirkt,  wieder  mit  -=^,  ds*  bezeichnen,  die  Gleichung: 

2  dx!\ 

dX  V     //7e'\2    I  ^  l 

(6) 


^3e  , ,  _  h*  /ds*y  r    Hr  ds*)  ,   1  er]  , , 


Denken  wir  uns  diese  Gleichung  über  einen  geschlossenen  Strom 
integrirt,  so  giebt  das  erste  Glied  Null,  und  es  kommt : 

oder  anders  geschrieben : 
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Entsprechende  Gleichungen  erhält  man  natürlich  auch  für  die  in 
die  beiden  anderen  Coordinatenrichtungen  fallenden  Kraftcompo- 
nenten. 

Das  hierin  vorkommende  Integral  ist  nicht  Null  und  auch 
seine  Differentialcoefficienten  sind  es  im  Allgemeinen  nicht.  Wir 
erhalten  also  auch  aus  dem  Riemann' sehen  Gesetze  dasselbe  Re- 
sultat, wie  aus  dem  Web  er 'sehen,  dass  ein  geschlossener  galvani- 
scher Strom,  und  ebenso  auch  ein  Magnet,  auf  jeden  in  seiner 
Nähe  befindlichen  leitenden  Körper  eine  der  electrostatischen  In- 
fluenz ähnliche  Wirkung  ausüben  müsste.  Da  dieses  unserem  Er- 
fahrungssatze widerspricht,  so  können  wir  auch  von  dem  Rie- 
mann'schen  Gesetze  sagen,  dass  es  mit  der  Vorstellung  von 
nur  Einer  im  festen  Leiter  beweglichen  Electricität 
nicht  vereinbar  ist. 


§.  4.    Zulässigkeit  gewisser  Vorbedingungen  bei  der 

Bestimmung  der  Kräfte. 

Wenn  wir  nun  versuchen  wollen,  ein  anderes  Grundgesetz  auf- 
zufinden, welches  von  dem  vorstehend  erwähnten  Widerspruche 
mit  der  Erfahrung  frei  ist,  so  müssen  wir  uns  zunächst  darüber 
klar  werden,  ob  und  in  wie  weit  es  zulässig  ist,  in  Bezug  auf  die 
Richtung  und  Grösse  der  Kräfte  gewisse  Vorbedingungen  zu  stellen. 

Weber  hat  es  als  selbstverständlich  betrachtet,  dass  die 
Kräfte,  welche  zwei  in  Puncten  concentrirt  gedachte  Electricitäts- 
theilchen  auf  einander  ausüben,  nur  in  gegenseitigen  Anziehungen 
oder  Abstossungen  bestehen  können,  dass  sie  also  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sein  und  ihrer  Richtung  nach  in  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Puncte  fallen  müssen.  In  dieser  Beziehung  muss 
ich  aber  auf  das  zurückkommen,  was  schon  in  §.  1  des  vorigen 
Abschnittes  über  die  von  zwei  Stromelementen  auf  einander  aus- 
geübten Kräfte  gesagt  wurde. 

Wenn  Newton  die  Kräfte,  welche  zwei  materielle  Puncte  un- 
abhängig von  ihrer  etwaigen  Bewegung  auf  einander  ausüben, 
ohne  weiteres  als  eine  gegenseitige  Anziehung  betrachtet,  und  wenn 
man  ebenso  von  den  Kräften,  welche  zwei  ruhende  Electricitäts- 
theilchen  auf  einander  ausüben ,  ohne  weiteres  annimmt ,  dass  sie 
nur  in  gegenseitiger  Anziehung  oder  Abstossung  bestehen  können, 
so  ist  das  vollkommen  berechtigt,  denn  zwei  ruhenden  Puncten 
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kann  man  gar  keine  Kraft  zuschreiben ,  welche  vou  der  Verbin- 
dungslinie seitlich  abwiche,  da  kein  Umstand  vorhanden  ist,  durch 
welchen  Eine  seitliche  Richtung  vor  den  übrigen  ausgezeichnet 
wäre.  Bei  derjenigen  Kraft  dagegen,  welche  zwei  Electricitäts- 
theilchen  wegen  ihrer  Bewegungen  auf  einander  ausüben ,  verhält 
es  sich  ganz  anders.  In  diesem  Falle  giebt  es  in  der  Tfaat  ausser 
der  Verbindungslinie  der  Theilchen  noch  andere  ausgezeichnete 
Richtungen ,  nämlich  die  beiden  Bewegungsrichtungen  der  Theil- 
chen, und  es  ist  sehr  wohl  denkbar,  dass  diese  einen  Einfluss  auf 
die  Kraftrichtungen  haben.  Hätte  Newton  ein  Gesetz  für  solche 
Kräfte,  die  durch  die  Bewegungen  der  Puncte  verursacht  werden, 
aufzustellen  gehabt,  so  würde  er  bei  der  Vorsicht,  mit  welcher  er 
ungerechtfertigte  Hypothesen  vermied ,  wohl  nicht  im  Voraus  an- 
genommen haben ,  dass  diese  Kräfte  eine  bestimmte  von  den  Be- 
wegungsrichtungen der  Puncte  unabhängige  Richtung  haben 
müssten. 

Ich  kann  daher  die  in  dieser  Beziehung  stattfindende  Ein- 
fachheit des  Weber' sehen  Kraftgesetzes  nicht  als  einen  Vorzug 
desselben  anerkennen,  da  es  eine  Einfachheit  ist,  die  nicht  der  Na- 
tur der  Sache  entspricht,  sondern  durch  eine  der  Sache  fremde 
Voraussetzung  willkürlich  hineingebracht  ist. 

Riemann  hat  sich  auch  in  der  That  bei  der  Aufstellung  sei- 
nes Kraftgesetzes  an  die  Bedingung,  dass  die  Kraftrichtungen  in 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Puncte  fallen  müssen,  nicht  ge- 
bunden. Dagegen  hat  er  an  der  anderen  Bedingung,  dass  die  bei- 
den von  den  Puncten  auf  einander  ausgeübten  Kräfte  gleich  und 
entgegengesetzt  sein  müssen ,  noch  festgehalten.  Dadurch  hat  er 
erreicht,  dass  die  beiden  Kräfte,  wenn  man  sie  sich  an  einen  ge- 
meinsamen Angriffspunct  verlegt  denkt,  als  Resultante  Null  ge- 
ben, was  mit  dem  Verhalten  der  sonst  gewöhnlich  betrachteten 
Kräfte,  die  von  der  Bewegung  unabhängig  sind,  übereinstimmt 
Ich  glaube  aber,  dass  damit  nicht  viel  gewonnen  ist,  denn,  wenn 
die  beiden  Kräfte  auch  nicht  eine  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung gehende  Resultante  geben,  so  geben  sie  doch  ein  Drehungs- 
moment, worin  eine  wesentliche  Abweichung  von  dem  Verhalten 
der  von  der  Bewegung  unabhängigen  Kräfte  liegt.  Wenn  nun 
aber  einmal  in  Einer  Beziehung  eine  solche  wesentliche  Abwei- 
chung als  möglich  zugegeben  ist,  so  liegt  meiner  Ansicht  nach  auch 
kein  Grund  mehr  vor,  in  einer  anderen  Beziehung  die  entspre- 
chende Abweichung  für  unmöglich  zu  erklären. 
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Wir  wollen  daher  im  Folgenden  über  die  Richtung  und  Grösse 
der  Kräfte,  welche  zwei  bewegte  Electricitätstheilchen  auf  einander 
ausüben,  im  Voraus  gar  keine  Annahme  machen,  sondern  nur  ver- 
suchen ,  durch  eine  auf  der  Grundlage  von  Erfahrungssätzen  aus- 
zuführende Entwickelung  zur  Bestimmung  der  Kräfte  zu  gelangen. 


§.  5.   Ausdrücke  der  Kraftcomponenten  für  ein  specielles 

Goordinaten  System. 

Gemäss  der  Annahme,  dass  die  Kraft  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  Theilchen  und  von  ihren  durch  die  Geschwindigkeits- 
componenten  und  Beschleunigungscomponenten  bestimmten  Be- 
wegungszuständen  abhänge,  bilden  wir  für  jede  der  drei  in  die 
Coordinatenrichtungen  fallenden  Componenten  der  Kraft  einen 
allgemeinen  Ausdruck,  welcher  von  den  relativen  Goordinaten  des 
einen  Theilchens  zum  anderen,  und  von  den  nach  der  Zeit  genom- 
menen Differentialcoefficienten  erster  und  zweiter  Ordnung  der 
Goordinaten  beider  Theilchen  abhängt.  In  diesen  Ausdruck  neh- 
men wir  vorläufig  alle  möglichen  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung 
auf,  wobei  unter  Gliedern  zweiter  Ordnung  alle  Glieder  von  soU 
eben  Formen  verstanden  werden ,  wie  sie  durch  zweimalige  DifiFe- 
rentiation  nach  t  entstehen  können ,  die  also  entweder  einen  Diffe- 
rentialcoefficienten zweiter  Ordnung  oder  zwei  Differentialcoeffi- 
cienten erster  Ordnung  als  Factoren  haben. 

Es  möge  nun  zunächst  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem 
von  specieller  Lage  eingeführt  werden.  Die  eine  Goordinatenaxe 
soll  nämlich  durch  die  beiden  Puncte  gehen,  in  welchen  die  bei- 
den Electricitätstheilchen  sich  zur  Zeit  t  gerade  befinden,  und  zwar 
möge  die  Richtung  von  e'  nach  e  als  die  positive  angenommen 
werden.  Die  auf  dieser  Axe  gemessenen  Goordinaten  der  beiden 
Theilchen  mögen  l  und  V  sein.  Die  beiden  anderen  (3oordinaten- 
axen  können  irgend  welche  auf  der  ersten  und  unter  einander 
senkrechte  Richtungen  haben.  Wenn  dann  die  auf  diesen  Axen 
gemessenen  Goordinaten  der  beiden  Theilchen  allgemein  mit  tn,  n 
und  m',  n'  bezeichnet  werden,  so  ist  zur  Zeit  t  zu  setzen: 

t»  =  n  =  m'  =  n'  =  0. 

Demnach  sind  auch  die  auf  diese  beiden  Richtungen  bezüglichen 
relativen  Goordinaten  m  —  m'  und  n  —  w'  zur  Zeit  t  gleich  Null, 
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und  nur  die  auf  die  erste  Richtung  bezügUche  relative  Coordinate 
l  —  V  hat  einen  angebbaren  Werth,  welcher  gleich  der  Entfernung 
der  beiden  Theilchen  von  einander  ist  und  daher,  der  obigen  Be- 
zeichnungsweise entsprechend,  durch  r  dargestellt  werden  kann. 
Daraus  folgt,  dass  bei  Anwendung  dieses  Coordinatensystems  die 
Functionen  der  relativen  üoordinaten ,  welche  in  den  Ausdrücken 
der  Kraflcomponenten  vorkommen,  nur  Functionen  von  r  sein  kön- 
nen. Auch  in  anderer  Beziehung  bietet  dieses  Coordinatensystem 
noch  Gelegenheit  zu  Vereinfachungen  dar,  indem  aus  dem  Verhal- 
ten der  in  den  Gliedern  vorkommenden  Differentialcoefficienten 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  gewisse  Glieder  auf  die  betrefifende 
Kraftcomponente  keinen  Einfluss  haben  können,  und  gewisse  Paare 
von  Gliedern  einen  gleichen  Einüuss  haben  müssen. 

Als  erste  zu  untersuchende  Kraftcomponente  wählen  wir  die 
in  die  7-Richtung  fallende  aus.  Indem  wir  diese  mit  Lee'  bezeich- 
nen, bilden  wir  den  die  Grösse  L  bestimmenden  Ausdruck. 

Dieser  Ausdruck  muss  zunächst  ein  Glied  enthalten,  welches 
von  den  Bewegungen  der  Theilchen  unabhängig  ist,  und  die  elec- 
trostatische  Kraft  darstellt.    Dieses  GUed  ist  vollkommen  bekannt 

und  lautet  — -• 

Von  den  anderen  Gliedern  betrachten  wir  zuerst  diejenigen, 
welche  nur  DüFerentialcoefficienten  der  Coordinaten  des  Theil- 
chens  e  enthalten. 

Die  Glieder,  welche  nur  Einen  Differentialcoefficienten  erster 
Ordnung  enthalten,  lauten  allgemein: 

worin  A,  Ä  und  Ä*  Functionen  von  r  bedeuten;  aber  in  Bezug 
auf  die  beiden  letzten  lässt  sich  sofort  ein  Schluss  der  oben  ange- 
deuteten Art  ziehen.     Das  GUed  Ä  -rr  ändert  nämlich  mit  -t— 

dt  dt 

sein  Vorzeichen.  Nun  verhält  sich  aber  für  einen  in  der  7-Axe 
liegenden  Punct  die  negative  Seite  der  w- Richtung  ebenso  zur 
{-Richtung,  wie  die  positive  Seite,  und  es  ist  daher  in  unserem 
Falle,  wo  beide  Puncto  in  der  l-Axe  liegen,  kein  Grund  abzu- 
sehen, weshalb  eine  Bewegung  nach  der  einen  Seite  eine  andere 
Kraft  in  der  7 -Richtung  zur  Folge  haben  sollte,  als  eine  Bewegung 
nach  der  anderen  Seite.   Demnach  muss  dieses  Glied  aus  dem  Aus- 
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drucke  yerschwinden,  d.  h.  es  muss  ^'  =  0  sein.  Ebenso  kann 
man  auch  schliessen,  dass  Ä*  =  0  sein  muss.    Es  bleibt  also  von 

den  obigen  drei  Gliedern  nur  A  ^  übrig. 

Dasselbe  gilt  von  den  drei  Gliedern 

'  dt^'     ^  dW'     ^  W 

von  denen  die  beiden  letzten  ebenfalls  verschwinden  müssen,  so 
dass  nur  das  erste  übrig  bleibt. 

Was  endlich  die  Glieder  anbetrifft,  welche  zwei  gleiche  oder 
verschiedene  Differentialcoefficienten  erster  Ordnung  als  Factoren 
haben,  in  welchen  also  eines  der  folgenden  Quadrate  und  Producte 
vorkommt: 

/diy     /cZmy     /dwy     dl^dm     dJ  dn     dmdn 
\dt)'    \dt)'    \dt)'    dt  dt'    dt  dt'     dt   dt' 

go  lässt  sich  auf  die  Glieder  mit  den  zuletzt  erwähnten  Producten 
dasselbe  anwenden,    was  vorher  gesagt  wurde.     Diese  Producte 

ändern   nämlich  ihr  Vorzeichen  mit  -^rr  und  -rr,  während  doch 

dt  dt 

sowohl  bei  der  m-Richtung  als  auch  bei  der  n-Richtung  die  nega- 
tive Seite  sich  zu  den  beiden  anderen  Axen  gerade  so  verhält,  wie 
die  positive  Seite.  Glieder  mit  diesen  Producten  können  also  in 
dem  Ausdrucke  nicht  vorkommen.  Da  femer  die  m-  und  n-Rich- 
tung sich  zur  Z-Axe  geometrisch  gleich  verhalten,  so  müssen  die 

Quadrate  (-yr)  ^^^  i'di)  ^^®^^^®  Coefficienten  haben.  Die  be- 
treffenden Glieder  bilden  also  eine  Summe  von  der  Form : 


'••  Q + '-  m + m'] 


Dieser   Summe  wollen  wir  folgende   etwas   abgeänderte  Gestalt 
geben : 

^  ©■ + ^.  [©' + ©* + im 

worin  A^  an  die  Stelle  der  Differenz  A'^  —  A^  gesetzt  ist.    Nun 
ist  aber,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  e  bedeutet: 


Q'+m +&)'=-' 
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und  die  vorige  Summe  lässt  sich  daher  einfacher  so  schreiben 

'dl\^ 


'■i 


m + 


A^v^. 


Fassen  wir  nun  alle  Glieder,  welche  nur  DiflFerentialcoefficien- 
ten  der  Coordinaten  des  Theilchens  e  enthalten,  zusammen  und 
bezeichnen  die  Summe  dieser  Glieder  mit  Xi,  so  kommt: 

(8)  L,==A§  +  Agi.A(§f  +  AvK 

Ganz  entsprechend  können  wir,  wenn  wir  die  Summe  der  Glie- 
der, welche  nur  Differentialcoefficienten  der  Coordinaten  des  Theü- 
chens  e'  enthalten,  mit  L^  bezeichnen,  schreiben: 

(9)    L,=^,g+^,g  +  ^(|:y+^,.', 

Nun  bleiben  noch  die  Glieder  zu  betrachten ,  welche  ein  Pro- 
duct  aus  Differentialcoefßcienten  der  Coordinaten  beider  Theilchen, 
also  eines  der  folgenden  Producte  enthalten.* 

dl  dV     dm  dm*     dn  dn' 
didi''di  IT'    dt  W' 

dl  dm'     dV  dm     dl  dn!     dV  dn     dm  dn'     dm'  dn 
dt  IT'    dt  W    diW    li  dt'    lilt'    Iflt' 

Bei  den  sechs  letzten  Producten  kann  man  wieder  aus  dem 

TT     1     j     j        •       'I.  dm   dm     dn    dn' .^x.    ^t       •  i       ••   j 
Umstände,  dass  sie  mit  -tt-,  -rr»  -rr^  -rr  ihr  Vorzeichen  andern, 

dt      dt     dt     dt 

ganz  in  der  obigen  Weise  schUessen,  dass  Glieder  mit  diesen  Pro- 
ducten in  dem  Ausdrucke  der  Kraftcomponente  nicht  Torkommen 
können.  Auf  das  zweite  und  dritte  Product  aber  ist  dieser  Schluss 
nicht  anwendbar,  obwohl  die  Aenderung  des  Vorzeichens  auch  bei 

ihnen  vorkommt.  Wenn  nämlich  der  Differentialcoefficient  -rrr  sein 

dt 

Vorzeichen  ändert,  also  das  Theilchen  e  seine  in  der  tn- Richtung 
stattfindende  Bewegung  umkehrt,  so  verhält  sich  die  jetzige  Bewe- 
gung zwar  zur  {-Richtung  ebenso,  wie  die  frühere,  aber  zu  der 

dm! 
durch  -jr-  ausgedrückten  nach  der  m- Richtung  gehenden  Bewe- 
gung des  Theilchens  e'  verhält  sie  sich  anders.  Wenn  sie  früher 
mit  ihr  nach  gleicher  Seit6  ging ,  so  geht  sie  jetzt  nach  entgegen- 
gesetzter Seite,  und  umgekehrt  Die  Coefficienten  dieser  beiden 
Producte  brauchen  also  nicht  Null  zu  werden,  aber  sie  müssen 
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unter  einander  gleich  sein,  weil  die  m-  und  n- Richtung  sich  zur 
Z-Axe  geometrisch  gleich  verhalten. 

Es  ergiebt  sich  also,  indem  wir  die  Summe  der  Glieder,  welche 
Differentialcoefticienten  der  Coordinaten  beider  Theilchen  enthal- 
ten, mit  ij  bezeichnen,  folgende  Gleichung: 

T  A'      ^^ 


'3   -0-8 


(?Z  dZ^    ,     ,    /dm  dm'    .    dn  dn!\ 
dili'^  ^  \dt   ir^  li  W) * 


Diese  Gleichung  wollen  wir  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  weiter  oben 
mit  einem  anderen  Ausdrucke  geschehen  ist,  umgestalten.  Wir 
schreiben  zunächst: 

^'  ^  ^'  m  dt  +  ^'  \Tt  'dt  ~^  TT  W  +  dt  It)' 

worin  A^  an  die  Stelle  der  Differenz  Ai  —  Ac^  gesetzt  ist.  Nun  ist 
aber,  wenn  b  den  Winkel  zwischen  den  Bewegungsrichtungen  der 
beiden  Theilchen  e  und  e'  bedeutet: 

dl^dl     ,    dm  dm*  _,    dn  dW , 

rfF  rf7  +  df  "dT  +  dF  dT  ~  ^^  ^^^  ^' 

und  die  vorige  Gleichung  lässt  sich  daher  so  schreiben : 

(10)  ig  ==  ^g  _  _  -|-  A^vv'  cos  E. 

Nachdem  wir  vorstehend  die  einzelnen  Gruppen  der  in  L  ent- 
haltenen Glieder  näher  bestimmt  haben,  erhalten  wir  aus  ihnen 
die  ganze  Grösse  L  durch  Bildung  folgender  Gleichung: 

(11)  L  =  ^ -\- L, -\- L, -\- Ly 

In  ganz  entsprechender  Weise  können  wir  nun  auch  die  in 
die  m-  und  n- Richtung  fallenden  Kraftcomponenten,- welche  mit 
Mee'  und  Nee'  bezeichnet  werden  mögen,  behandeln;  es  wird 
aber  nicht  nöthig  sein,  auch  diese  Behandlung  hier  vollständig 
durchzuführen,  sondern  es  wird  genügen,  die  zur  Bestimmung  von 
M  und  N  dienenden  Systeme  von  Gleichungen  einfach  hinzuschrei- 
ben.   Es  sind  die  folgenden: 

njr         -n  d^    f    -D   ^^^*    I    Ti   dl  dm 


(12) 


-nr         T>   dl  dm'    .    -r,   dV  dm 

M  =  ilf,  +  3/,  +  3/a. 

GlauBius,  mech.  Wärmetheorie.  II,  \Q 
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(13) 


Ni  = 


N,  = 


dt' 


dt  dt' 
dV  dri 


dt 


dt""    '    ^*  dt   dt  ' 
c2Z'  dn 


^  d^  dt  "^  ^  de  de ' 


§.  6.    Ausdrücke  der  Kraftcomponenten  für  ein 
beliebiges  Coordinatensystem. 


Nachdem  für  ein  specielles  Coordinatensystem  die  drei  Kraft- 
componenten ausgedrückt  sind,  können  wir  daraus  auch  leicht  die 
Kraftcomponenten  für  ein  behebiges  Coordinatensystem  ableiten. 

Es  sei  irgend  ein  rechtwinkUges  Coordinatensystem  eingeführt^ 
in  welchem  die  beiden  Electricitätstheilchen  die  Coordinaten  x^  y,  js 
und  o/,  y',  /  haben.  Die  in  diese  Coordinatenrichtungen  fallenden 
Comppnenten  der  Kraft,  welche  e  von  c'  erleidet,  mögen  durch 
Xee'^^  Yeef  und  Zee'  dargestellt  werden,  dann  handelt  es  sich 
darum,  die  Grössen  X,  Y  und  Z  auszudrücken. 

Um  X  auszudrücken,  bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die 
ar-Bichtung  mit  den  früher  angenommenen  Coordinatenrichtungen, 
nämlich  der  {-,  m-  und  n-Richtung  bildet,  mit  (Ix)^  (mx)  und  (nx). 
Dann  ist  zu  setzen: 

(14)  X  =  L  cos  Qx)  -{-  Mcos  (mx)  -f-  -W  cos  (nx). 

Man  kann  aber  auch  die  einzelnen  Bestandtheile  von  X  durch  die 
entsprechenden  Bestandtheile  von  L,  M  und  N  ausdrücken.  Be- 
zeichnet man  die  Summe  (derjenigen  in  X  vorkommenden  GUeder, 
welche  nur  Dififerentialcoefficienten  der  Coordinaten  von  e  enthal- 
ten, mit  Xi ,  die  Summe  der  GUeder,  welche  nur  Differentialcoeffi- 
cienten  der  Coordinaten  von  ef  enthalten,  mit  X^,  und  die  Summe 
der  Glieder,  welche  Producte  aus  Differentialcoef&cienten  der  Coor- 
dinaten beider  Theilchen  enthalten,  mit  Xg,  so  gilt  für  Xi  die 
Gleichung : 

(15)  Xi  =  Li  cos  Qx)  +  Ml  cos  (mx)  -f-  ^i  cos  (nx), 
und  eben  solche  Gleichungen  gelten  für  X»  und  Xj. 
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Setzt  man  nun  in  die  vorige  Gleichung  für  L^ ,  Mi  und  Ni 
die  unter  (8),  (12)  imd  (13)  gegebenen  Werthe  ein,  und  berück- 
sichtigt bei  der  Addition  der  drei  Glieder  die  Gleichungen : 

dl         /7  X    ,    dm         /      ^    X    dn         ,     .        dx 
_  cos  (Ix)  +  -^  cos  (mx)  +  -^  cos  (nx)  =  ■^, 


(16) 


d^l        ,,  V    I    d*m        ...    d'n        ,     .        d^x 
^,  cos  (Ix)  +  ^  cos  (mx)  +  ^  cos  (nx)  =  ■^, 


SO  kommt: 


'      "^     '  d^l  /d1\^  1 

+  (^1  -  ^')  5i^ + (^»  -  -»«)  (57)  +  ^»  ^*J  «>«  C«^)- 


I 


Hierin  substituiren  wir  für  cos  Qx)  seinen  Werth ,  und  ' 

T 

zwar  multipliciren  wir  mit  —  die  einzelnen  innerhalb  der  eckigen  \ 

Klammer  stehenden  Glieder,  während  wir  x  —  ^  als  gemeinsamen 
Factor  ausserhalb  der  Klammer  stehen  lassen. 

Ferner  wollen  wir  für  die  DifiFerentialcoefficienten  von  l  die- 
jenigen von  r  einführen.  Es  ist  schon  oben  gesagt,  dass  der  Ab- 
stand r  der  Theilchen  e  und  e'  von  einander  zur  Zeit  t  einfach 
durch  die  Differenz  {  —  V  dargestellt  wird,  weil  zu  dieser  Zeit  die 
Coordinaten  m,  w,  w!  und  n'  gleich  Null  sind.  Will  man  aber  die 
Grösse  r  differentiiren ,  so  muss  man  dazu  den  allgemeinen  Aus- 
druck 

r  =  ]/(l  —  Vy  +  (w  —  m'y  +  (n  —  n'y 

anwenden,  und  erst  nach  vollzogener  Differentiation  darf  man 
m  —  w'  =  n  —  n'  =  0  setzen.  Für  die  Differentiation  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  sich  die  Coordinaten  Z,  m,  n  nur  durch  die  Be- 
wegung des  Theilchens  e  und  die  Coordinaten  l\  m\  vi  nur  durch 
die  Bewegung  des  Theilchens  c'  ändern,  während  r  sich  durch  die 
Bewegung  beider  Theilchen  ändert  Die  den  beiden  einzelnen  Be- 
wegungen entsprechenden  Aenderungen  von  r  kann  man  dadurch 
von  einander  unterscheiden,  dass  man  r  als  Function  der  von  den 
beiden  Theilchen  beschriebenen  Bahnlängen  s  und  s',  und  diese 
Bahnlängen  ihrerseits  als  Functionen  von  i  betrachtet.  Dann  kann 
man  die  Differentiationen,  welche  sich  nur  auf  die  Bewegung  des 
Theilchens  e  beziehen,  so  ausführen: 

16* 


244  Abschnitt  IX. 

"drds      1  r,,      ..udl   .   .  ,.äm   ,   .  n^nX 

|p(S)'+|-:^=-i[('-'')S+c»-«'')^+(-«')^r 

+K©'+©"+(S)'] 

In  diesen  Gleichungen  kann  nun 

m  —  tw'  =  n  —  w'  =  0  und  l  —  V  =  r 
gesetzt  werden,  und  zugleich  kann  man  setzen: 

\dt)   '^\dt)  '^\dt)   ~\dt)' 

Aus  den  dadurch  entstehenden  Gleichungen  ergeben  sich  für  die 
Differentialcoefficienten  von  {  folgende  Ausdrücke: 

nft^  dl_drds 

^^^^  dt  ~dsdt' 

^^^        dt^  ~  Ids^  "^  r  \ds)         r\  \dt)  "^  ds  dt^ ' 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  (17)  einzusetzen,  wobei  wir  der 

-TT  j   ersetzen  wollen.    Für 

die  dann  in  der  eckigen  Klammer  stehenden  Functionen  von  r,  mit 
welchen  die  DiflFerentialcoefficienten  multiplicirt  sind,  wollen  wir 
zur  Abkürzung  die  einfachen  Zeichen  C,  Cj,  Cj  und  C^  einfuhren« 
Dann  lautet  die  Gleichung : 


(20) 


/  -y.  D  <^*    I    X)  ^'^   I    -D  dr  dx  ds 

-^'  -  ■"  dt  ^  ^'  dF  ^  -"*  d~s  dt  Tt 

Ganz  ebenso  erhält  man : 
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(21) 


da! 


d^af 


dr  daf  ds' 


^'Tt-^^*lF  +  ^'dä-didi 


+  l'^.|?3T  +  [^..^+<^.©'+^.]©' 


Was  nun  noch  die  dritte  zu  bestimmende  Grösse  X3  anbe- 
triflft,  so  hat  man,  um  sie  auszudrücken,  in  die  Gleichung 

X3  =  Z/3  cos  (Ix)  -j-  Jfg  cos  (mx)  +  ^^3  <^os  (nx) 
für  ij,  Mi  und  JV3  die  unter  (10),  (12)  und  (13)  gegebenen  Werthe 
einzusetzen.    Wenn  man  dann  bei  der  Addition  der  drei  Glieder 
wieder  die  erste  der  Gleichungen  (16)  berücksichtigt,  so  kommt: 


dl  dod 


dV  dx 


^'  dt  dt  '^^'dtdi 


+  1  (JLg  —  Bf^  —  B^)  -^  —  -\-  A^vv*  cos  b\  cos  (Ix), 

welche  Gleichung  sich  dem  Obigen  entsprechend  auch  so  schrei- 
ben lässt: 


(22) 


■«r       X?        ^^     ^^'     ^^     _J_       7?         ^^      ^^     ^^' 

^'  —  "^^  Tslt  dt  '^  ^'  dF  dt  dt 
"^  (^'  8s  ä?  "^  ^'  ^^^  0  ^^  ""  ^^ 


ds  ds' 
dt  dt 


Nachdem  die  drei  Grössen  Xi ,  X^  und  X3  ausgedrückt  sind, 
kann  man  die  ganze  Grösse  X  aus  der  Gleichung 


^  =  ^75-^+^1 +  ^»  +  ^3 


(23) 

erhalten. 

Ebenso  kann  man  natürlich  auch  die  Grössen  Y  und  Z  dar- 
stellen, wozu  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  nur  die  spe- 
ciell  auf  die  a:-Axe  bezüglichen  Grössen  durch  die  entsprechenden, 
auf  die  y-Axe  oder  auf  die  ;sr-Axe  bezüglichen  Grössen  zu  ersetzen 
hat,  während  man  alles  auf  r  bezügliche  unverändert  beibehält. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  in  den  Gleichungen  (20),  (21) 
und  (22)  vorkommenden,  bisher  unbestimmt  gelassenen  Functio- 
nen von  r  zu  bestimmen. 
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§.  7.    Bestimmung  der  in  Xj  vorkommenden 

Functionen. 

Um  zunächst  die  in  X2  vorkommenden  Functionen  theilweise 
zu  bestimmen,  möge  von  dem  Satze  Gebrauch  gemacht  werden, 
welcher  schon  in  den  Paragraphen  2  und  3  angewandt  wurde,  näm- 
lich dass  ein  in  einem  ruhenden  Leiter  stattfindender 
geschlossener  und  constanter  galvanischer  Strom  auf 
ruhende  Electricität  keine  bewegende  Kraft  ausübt. 

Zur  Vermeidung  von  Missverständnissen  wird  es  zweckmässig 
sein,  diesem  Satze  noch  einige  Erläuterungen  beizufügen. 

'Wenn  irgendwo  Electricität  von  Einer  Art,  also  z.  B.  positive 
Electricität  angehäuft  ist,  so  übt  diese  auf  jeden  in  ihrer  Nähe 
befindlichen  leitenden  Körper  eine  electrostatischc  Iniluenzwirkung 
aus  und  erleidet  demgemäss  auch  die  Gegenwirkung  der  durch 
Influenz  auf  dem  Leiter  angehäuften  Electricität.  Diese  Art  von 
Wechselwirkung  findet  natürlich  auch  zwischen  dem  Leiter  des 
galvanischen  Stromes  und  jener  als  vorhanden  angenommenen 
ruhenden  Electricitätsmenge  statt.  Sie  ist  aber  von  dem  in  dem 
Leiter  stattfindenden  Strome  ganz  unabhängig  und  braucht  daher 
hier  nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden. 

Ferner  befindet  sich  auf  der  Oberfläche  eines  Leiters,  wäh- 
rend er  von  einem  Strome  durchflössen  wird,  eine  gewisse  Menge 
getrennter  Electricität,  von  welcher  die  auf  die  strömende  Electri- 
cität wirkende,  zur  Ueberwindung  des  Leitungswiderstandes  nöthige 
treibende  Kraft  herrührt  Diese  Electricität  kann  ebenfalls  auf  die 
als  vorhanden  angenommene  ruhende  Electricitätsmenge  eine  Kraft 
ausüben ;  aber  auch  von  dieser  Kraft  können  wir  hier  absehen,  da 
sie  mit  der  von  uns  zu  betrachtenden  Kraft,  welche  die  strömende 
Electricität  wegen  ihrer  Bewegung  ausübt,  in  keinem  Zusammen- 
hange steht,  und  nicht  nur  für  die  theoretische  Betrachtung,  son- 
dern auch  für  die  Beobachtung  davon  getrennt  werden  kann.  Man 
kann  nämlich  dem  Leiter  des  galvanischen  Stromes  eine  solche 
Form  geben,  dass  die  Theile,  welche  am  meisten  positiv  electrisch 
sind,  denen,  welche  am  meisten  negativ  electrisch  sind,  sehr  nahe 
liegen ,  z.  B.  die  Form  einer  Spirale ,  welche  aus  zwei  Lagen  von 
Windungen  besteht,  die  so  gewickelt  sind,  dass  die  Windungen 
der  zweiten  Lage  nach  derselben  Seite  zurückgehen ,  von  welcher 
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die  der  ersten  ausgingen.  Dann  hebt  sich  die  von  jener  getrenn- 
ten Electricität  ausgeübte  Kraft  zum  grössten  Theile  auf,  während 
die  von  der  strömenden  Electricität  ausgeübte  Kraft  bestehen 
bleibt  Femer  ist  zu  bemerken,  dass  bei  einem  Magneten,  dessen 
Molecularströme,  in  Bezug  auf  die  von  ihnen  ausgeübte  Kraft,  der- 
selben Betrachtung,  wie  geschlossene  galvanische  Ströme,  unter- 
worfen werden  können,  jene  getrennte  Electricität,  welche  beim 
galvanischen  Strome  auf  die  strömende  Electricität  treibend  wirkt, 
überhaupt  nicht  vorhanden  ist. 

Demnach  können  wir  von  jenen  Nebenwirkungen  ganz  absehen, 
und  uns  auf  die  vom  Strome  selbst  ausgeübten  Wirkungen  be- 
schränken. 

Wir  denken  ims  also,  wie  in  §,2,  im  Puncte  x^  y,  z  eine 
ruhende  positive  Electricitätseinheit,  und  im  Puncte  o/,  y',  sf  ein 
Stromelement  ds'  befindlich,  welches  letztere  aus  der  sich  bewe- 
genden positiven  Electricitätsmenge  Kds*  und  aus  der  ruhenden 
negativen  Electricitätsmenge  —  h!  ds*  besteht.  Diese  beiden  Elec- 
tricitätsmengen  üben  auf  die  ruhende  Electricitätseinheit  Kräfte 
aus,  deren  in  die  ic-Richtung  fallende  Componenten  sind: 

•  X  "^—  X 


A'ds'('^-^+ Xa)    und    -Ä'ds' 


r» 


Die  Summe  dieser  beiden  ist  die  a^-Componente  der  von  dem  Strom- 
elemente  auf  die   Electricitätseinheit   ausgeübten   Kraft,   welche 

Componente,  wie  früher,  mit  ^r-r  ds*  bezeichnet  werden  möge.  Wir 

OS 

erhalten  also  die  Gleichung; 

8  s 
Hierin  haben  wir  für  X,  den  unter  (21)  gegebenen  Ausdruck  zu 
setzen.    Dabei  wollen  vnr  statt 

da!         ,    dV 
li    "^^     W 

die  gleichbedeutenden  Formeln 

dxf  ds* 
ds'  li 


,    d^af  /ds'y    ,    dx'  d^s' 


anwenden  und  wegen  der  Voraussetzung,  dass  der  Strom  constant 

d^s' 
sei,  --TT2  =  0  setzen.    Dann  lautet  die  Gleichung: 
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f83e 

8  s 


(24) 


\äs'  =  h'äs'[[B/j^+C,(.-:,)lLY^ 


^  ds'  '   "•*  ^■'     "'es" 

d^x'   .    _    dr  dx' 


+  B 


'  es*  ds' 


+  ('''al^+^.(U)'+''')''-'''](S)') 


Dieser  Ausdruck  muss,  jenem  Satze  nach,  bei  der  Integration 
über  einen  beliebigen  geschlossenen  Strom  Null  geben.  Wenn 
aber  das  Integral  des  ganzen  Ausdruckes,  unabhängig  von  der 
Stromintensität,  Null  sein  soll,  so  müssen  die  Integrale  der  beiden 

mit  -^  und  (-jr)   multiplicirten  Glieder  einzeln  Null  sein.   Die  in 

den  beiden  eckigen  Klammern  stehenden  Ausdrücke  müssen  dem- 
nach vollständige  Diü'erentialcoefficienten  nach  s'  sein,  ohne  dass 
dazu  zwischen  r  und  x^  irgend  eine  specielle  Relation  angenom- 
men zu  werden  braucht. 

Wenn  der  erste  Ausdruck  ein  DifFerentialcoefficient  nach  s' 
sein  soll,  so  kann  er,  wie  man  sofort  aus  seiner  Form  ersieht,  nur 
gleich 

sein,  und  dazu  ist  erforderlich,  dass  die  Gleichung 

dB, 


dr 


(25)  Q  =  - 

erfüllt  ist. 

Ebenso  ist  beim  zweiten  Ausdrucke,  wenn  man  die  Glieder, 
welche  Diiferentialcoefficienten  zweiter  Ordnung  enthalten,  ins 
Auge  fasst,  sofort  ersichtlich,  dass  er  nur  mit  folgendem  DifFeren- 
tialcoefticienten  übereinstimmen  kann: 


^[p.*j  +  c,(.-^|5]. 


wozu  erforderlich  ist,  dass  die  Gleichungen 

dBt 


(26) 


R  = 


a  = 


dr 

dC, 
dr  ' 


[a  =  0 


erfüllt  sind. 
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Auf  diese  Weise  sind  die  in  der  Gleichung  (21)  vorkommen- 
den sieben  unbestimmten  Functionen  auf  drei  zurückgeführt,  und 
jene  Gleichung  lässt  sich  nun  so  schreiben: 


(27) 


(        _  _  8  r-B»  jx  -  af)]  dsf 
^'  ~  ds'  dt 


1  /d^y 


ds'  I"-  ds'    '    ^'  "■-       -'  ds'i\dtj 
dx'   .    ^  ,  ,.  drl  d's' 


+  [^.g+C^.(---')g 


dt' 


§.  8.     Bestimmung  der  in   Xi  vorkommenden 

Functionen. 


Bei  der  Behandlung  der  Grösse  Xi  können  wir  einen  dem 
vorigen  ähnlichen  Erfahrungssatz  anwenden,  nämlich  den  folgen- 
den: eine  ruhende  Electricitätsmenge  übt  auf  einen 
in  einem  ruhenden  Leiter  stattfindenden  geschlosse- 
nen und  Constanten  galvanischen  Strom  keine  Kraft 
aus. 

Für  diesen  Satz  gelten  dieselben  Erläuterungen ,  welche  dem 
im  vorigen  Paragraphen  angewandten  hinzugefugt  sind. 

Um  diesen  Satz  anzuwenden,  denken  wir  uns  im  Puncte  rc', 
y',  /  eine  ruhende  Electricitätseinheit  und  im  Puncte  rr,  y,  jg  ein 
Stromelement  ds,  welches  die  bewegte  Electricitätsmenge  hds 
und  die  ruhende  Electricitätsmenge  —  hds  enthält.  Die  rr-Com- 
ponenten  der  Kräfte,  welche  diese  beiden  von  der  ruhenden  Elec- 
tricitätseinheit erleiden,  sind: 


hds 


'X  —  sf 


(V^  +  Xi)    ^^^    -  A^^s 


X  —  X 


Demnach  wird  die  a^-Componente  der  Kraft,  welche  das  Strom- 
element von  der  Electricitätseinheit  erleidet,  durch  das  Product 
hdsXi  dargestellt,  worin  für  Xi  der  unter  (20)  gegebene  Aus- 


druck zu  setzen  ist.    Wenn  wir  dabei  wieder  für 


dx 
dt 


und 


d^ 
dt^ 


die 


Formeln 


—  —        ,    d^x 
ds  dt  ds» 


Q  + 


ra 


dx  d*s 
dsW 
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anwenden,  und  zugleich,  weil  der  Strom  constant  sein  soll,  -775-  =  0 
setzen,  so  lautet  der  Ausdruck : 

«.  |[i»  g  +  c  (.  -  X.,  |r]  ^' 

Hieraus  können  wir  nun  zunächst  ganz  entsprechende  Schlüsse 
ziehen ,  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wenn  nämlich  die  Electri- 
citätseinheit  auf  den  ganzen  Strom  keine  nach  der  a;-Richtung  ge- 
hende Kraft  ausüben  soll,  so  muss  das  auf  den  ganzen  Strom  aus- 
gedehnte Integral  des  Ausdruckes  Null  sein,  und  daraus  erhalt 
man,  entsprechend  den  Gleichungen (25)  und (26),  die  Gleichungen: 

dB 


(28) 


C  = 


dr' 


B2  =  -^  +  ^1 ;     Ca  =  -j^ ;     C3  =  0. 


Ausserdem  können  aber  im  vorliegenden  Falle  noch  weitere 
Schlüsse  gezogen  werden.  Der  Satz  sagt  nämlich  nicht  nur  aus, 
dass  die  Electricitätseinheit  den  Strom  nach  keiner  Richtung  zu 
bewegen  sucht,  sondern  auch,  dass  sie  ihn  um  keine  Axe  zu  drehen 
sucht,  und  daraus  ergeben  sich  ebenfalls  gewisse  Gleichungen. 

Da  die  Wahl  der  Axe  beliebig  ist,  so  wollen  wir  die  durch 
den  Punct  x\  y,  /  gehende ,  der  jer-Axe  parallele  Gerade  als  Axe 
wählen,  und  für  sie  das  Drehungsmoment  bestimmen.  Der  obige 
Ausdruck  für  die  rc-Componente  der  Kraft,  welche  das  Strom- 
element ds  von  der  ruhenden  Electricitätseinheit  erleidet,  lässt 
sich  in  Folge  der  Gleichungen  (28)  in  nachstehende  Form  bringen: 

hds  -5-, 
ds 

worin  P  eine  durch  folgende  Gleichung  bestimmte  Grösse  ist : 

Ebenso  gilt  für  die  y-Componente  jener  Kraft  der  Ausdruck : 
worin  Q  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  wird: 


Neues  electrodynamisches  Grundgesetz.         2B1 

(30,  e  =  B(,  -  rt  I?  +  [^4»  +  «  &  -  rt  1^]  (If)'- 

Hieraus  ergiebt  sich  für  das  Drehungsmoment  dieser  Kraft  der 
Ausdruck : 

Wenn  nun  die  ruhende  Electricitätseinheit  einen  geschlosse- 
nen Strom  nicht  zu  drehen  sucht,  so  muss  das  Integral  dieses  Aus- 
druckes für  jeden  geschlossenen  Strom  Null  sein.  Der  Ausdruck 
lässt  sich  auch  so  schreiben: 

und  da  hierin  das  erste  Glied  ein  Differential  ist,  welches  jeden- 
falls bei  der  Integration  Null  giebt,  so  muss  auch  das  zweite  Glied 
Null  geben.  Dieses  nimmt  aber,  wenn  für  P  und  Q  die  in  (29) 
und  (30)  gegebenen  Werthe  gesetzt  werden,  folgende  Form  an: 

und  man  sieht  sofort,  dass  dieser  Ausdruck  kein  yoUständiges  Diffe- 
rential ist,  und  nur  dann  für  jeden  geschlossenen  Strom  das  Inte- 
gral Null  geben  kann ,  wenn  er  selbst  durch  den  in  der  zweiten 
eckigen  Klammer  stehenden  Factor  Null  wird.  Damit  aber  dieser 
Factor,  unabhängig  von  der  Stromstärke,  Null  werde,  muss  sein: 

(31)  B  =  0   und    Ci  =  0. 

Verbindet  man  diese  neuen  Gleichungen  mit  den  unter  (28)  gege- 
benen, so  gehen  die  letzteren  über  iü: 

(32)  C=0;    -»2  =  ^;     (7,  =  0;     C,  =  0. 

Dadurch  sind  die  sieben  in  dem  Ausdrucke  von  Xi  vorkom- 
menden unbestimmten  Functionen  auf  Eine  reducirt,  und  die  Glei- 
chung (20)  geht  über  in : 
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§.  9.     Bestimmung  der  in  Xs  vorkommenden 

Functionen. 

Um  nun  die  in  X3  vorkommenden  Functionen  zu  bestimmen, 
wollen  wir  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  in  ruhenden  Leitern 
stattfindenden  Ströme  betrachten.  % 

In  den  Puncten  Xy  y,  z  und  af^  y',  £*  seien  zwei  Stromelemente 
ds  und  ds\  welche  die  bewegten  Electricitätsmengen  hds  und 
h*  ds'  und  die  ruhenden  Electricitätsmengen  —  h  ds  und  —  h'  ds* 
enthalten.  Um  nun  die  Kraft  zu  bestimmen,  welche  das  Strom- 
element ds  von  dem  Stromelemente  ds'  eirleidet,  müssen  wir  die 
vier  Kräfte  betrachten,  welche  die  Menge  hds  von  den  beiden 
Mengen  A'ds'  und  — h' ds'  und  die  Menge  —  hds  von  den  beiden 
Mengen  h'  ds'  und  —  h'ds'  erleidet.  Die  in  die  rc-Richtung  fallen- 
den Componenten  dieser  vier  Kräfte  sind: 

hh'dsds'  (^^  +  Xi  4-  X,  +  X,), 


-hVdsds'(^-^+X^, 


-ÄA'dsds'(^-^+X,), 


hV  dsds' r— • 

Durch  Addition  derselben  erhalten  wir  für  die  a:-Componente  der 
Kraft,  welche  das  Stromelement  ds  von  dem  Stromelemente  ds' 
erleidet,  einfach  das  Product 

hh'dsds' X^, 

worin  wir  für  X3  den  in  (22)  gegebenen  Ausdruck  anzuwenden 
haben. 

Dem  letzteren  wollen  wir  aber  erst  noch  eine  für  die  Integra- 
tion geeignetere  Gestalt  geben.  Die  darin  vorkommende  Grösse 
cos  s  können  wir  durch  einen  Diflferentialcoefficienten  ersetzen. 
Aus  der  Gleichung 

r^=.(x-  x'y  +  (y  -y)»  +  (^  -  ^)' 
ßrhält  man  nämlich  durch  zweimalige  Differentiation; 
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^  ^  dsds'  ~         \d8  ds'T  ds  ds'  "^  ds  ds'J' 

und  da  der  rechts  in  Klammem  stehende  Ausdruck  nichts  anderes 
ist,  als  eoss,  so  kommt: 

(35)  ""''  =  - 2  Wdl'- 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  für  cos  s  einsetzen  und  zugleich  statt 

-TT-  und  -777  ?  "^^  ^^  ^^^  vorigen  Paragraphen,  die  Producte  -j-  -j- 
at  dt  äs  dt 

und  ^-j  -jp  anwenden,  so  lautet  die  Gleichung  (22) : 

„        ds  ds'  r„  Zr  duf    .    p    dr  dx 

+  T'  Fi  8?  -  2  ^»  878?;  (^  -^)J- 
Hieraus  soll  nun  noch  das  Product  Cg  ^-  ^-7  fortgeschaflFt  werden. 

OS  OS 

Dazu  möge  eine  Function  E  von  r  eingeführt  werden ,  welche 
zu  Cg  in  folgender  Beziehung  steht: 

woraus  folgt: 

r   dr        j     r  dr  \r   dr) 

DifiFerentiiren  wir  diese  Function  E  nach  s  und  s',  so  können  wir 
den  Differentialcoefficienten  folgende  Formen  geben 

8^  _  dÄ  8r  _  J_  dE  8(r«) 
8s         dr  8s       2r  dr     8s 


8^^ 
8s  8s 


_  J_  dE  8«(f»)    I    1  ^  /l  ^  8r  8(r5 
'  "~  2r  dr  8s 8s'  "•"  2  dr  Vr   dr)  8s'    8s 


1   dEd^r^)    ,    ^  8r  8r 


2r  dr  dsds'    '      ^  8s  8s" 
und  wir  erhalten  daher : 

8r  8r l_  dEd^jr^)    .     d^E 

'  8s  8s'  ""       2r  dr  dsds'  "^  8s 8s' ' 

8r  8r 
Setzt  man  diesen  Werth  von  C«  :t-  ^-7  in  die  Gleichung  (36)  ein, 

öS  öS 

und  wendet  dabei  für 
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-ic^+y^ 


das  yereinfachte  Zeichen  Ei  an,  so  kommt: 

(37)  X3=^^[£eg^j^  +  57g^57 

Femer  kann  gesetzt  werden: 

dsds'  ^^      ^  ~        8s  8s'         "^  ÖS  ds'        8s'  ds' 

und  wenn  man  dabei  noch  zur  Vereinfachung  die  Zeichen  E^  und 
E^  mit  den  Bedeutungen 

£i  =  J5e  +  ^    und    E,  =  B,  -  ^ 
einführt,  so  geht  die  Gleichung  (37)  über  in: 

(38)  X,  =  j^^}^E,{x-af)^^  +  h,^^-^,  +  E^^,-^ 


"^         8s8s'        J 


Den  so  umgestalteten  Ausdruck  von  X3  multipliciren  wir  mit 
hV  dsds\  um  die  x-Componente  der  Kraft  zu  erhalten,  welche 
das  Stromelement  ds  von  dem  Stromelemente  ds*  erleidet. 

Führt  man  dann,  um  die  a;-Componente  der  Kraft,  welche  das 
Stromelement  ds  von  dem  ganzen  als  geschlossen  vorausgesetzten 
Strome  s'  erleidet,  zu  erhalten,  die  Integration  nach  s'  aus,  so  tre- 
ten dabei  einige  Vereinfachungen  ein.  Das  letzte  Glied  des  vori- 
gen Ausdruckes  ist  nämlich  ein  Differentialcoefficient  nach  s',  und 

dx 
im  vorletzten  Gliede  ist  der  Factor  -p  von  s'  unabhängig,  so  dass 

er  bei  der  Integration  als  constant  behandelt  werden  kann,  und 

dr 
der  andere  Factor  E^  ^  ist  wiederum  ein  Differentialcoefficient 

nach  s'.  Beide  Glieder  geben  also  bei  der  Integration  über  einen 
geschlossenen  Strom  den  Werth  Null,  und  es  bleibt: 


(39)   hh'dsfXt^ds! 


, ,,  ds  ds'  ,     r[„  ,  ,,  8»(r»)    ,    «  8r  dafl  ^  , 


I 
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Wenn  man  diesen  Ausdruck  auch  noch  nach  s  integrirt,  so 
erhält  man  die  Kraft,  mit  welcher  der  Strom  s'  den  ganzen  Strom 
g  nach  der  rr-Richtung  zu  verschieben  sucht.  Diese  Integration 
bringt  für  den  Fall,  dass  auch  der  Strom  s  geschlossen  ist,  wiederum 

ein  Glied  zum  Verschwinden.     In  dem  Oliede  JS^  ^  -^  ist  näm- 

daf 
lieh   der  Factor  -=-7-  von  s  unabhängig  und  der  andere  Factor 

dr 
E^  —  ist  ein  Differentialcoeffident  nach  s  imd  giebt  somit  bei  der 

Integration  Null.    Es  kommt  also: 

(40)  ÄÄ'//X,  äs  äs'  =  kk'  g  %ffE,  (..  -  ^)  1^  äs  äs'. 

Dieses  Resultat  können  wir  mit  einem  vollkommen  feststehen- 
den Ergebnisse  der  Ampere' sehen  Theorie  vergleichen,  indem 
diese  Theorie,  soweit  sie  sich  auf  die  von  geschlossenen  Strömen 
auf  einander  ausgeübten  Kräfte  bezieht,  als  durchaus  zuverlässig 
anzusehen  ist.^  Nun  wird  nach  dieser  Theorie  die  Kraft,  mit  wel- 
cher ein  geschlossener  Strom  s'  einen  anderen  geschlossenen  Strom 
s  nach  der  a:-Richtung  zu  bewegen  sucht,  durch  den  Ausdruck 


—  hii'  I  I 3 —  cos  s  ds  ds' 


dargestellt,  worin  i  und  •'  die  beiden  Stromintensitäten  sind,  tlnd 

k  eine  Constante  bedeutet  Diesen  Ausdruck  kann  man,  wenn  man 

ds  ds^ 

i  und  i'  durch  h  -^  und  h'  -j?  und  cos  «,  gemäss  Gleichung  (35), 

durch  —  ^  f  ersetzt,  in  folgende  Gestalt  bringen : 

Ji   OS  OS 

, ,,  äsätf  r  r  h    ,         .,  8»(»"*)  j  j  , 

und  wenn  man  ihn  dann  mit  dem  in  (40)  gegebenen  Ausdrucke 
vergleicht,  so  sieht  man,  dass  zu  setzen  ist: 

(«)  ^  =  27i- 

Um  auch  noch  die  andere  in  (39)  vorkommende,  mit  E^  be- 
zeichnete Function  zu  bestimmen,  wenden  wir  den  ebenfalls  that- 
sächlich  feststehenden  Satz  an,  dass  ein  in  einem  ruhenden 
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Leiter  stattfindender  geschlossener  und  constanter  gal- 
vanischer Strom  einen  anderen  in  einem  ruhenden  Lei- 
ter stattfindenden  geschlossenen  galvanischen  Strom  in 
seiner  Intensität  nicht  zu  ändern  sucht. 

Der  in  (39)  gegebene  Ausdruck,  welcher  nach  Einsetzung  des 
eben  gefundenen  Werthes  von  Ei  lautet: 

dt  dt       J   i      2r^        dsds    '         ds  ds  j 

bedeutet  seiner  Entwickelung  nach  die  a:-Componente  derjenigen 
Kraft,  welche  der  geschlossene  Strom  5'  auf  das  Stromelement  ds, 
also  auf  die  beiden  in  dem  Leiterelemente  ds  befindlichen  Electri- 
citätsmengen  A  ds  und  —  ä  ds  ausübt  Nim  ist  aber  die  negative 
Electricitätsmenge  — hds  in  Ruhe,  und  auf  ruhende  Electricität 
kann  nach  dem  in  §.  6  angewandten  Satze  der  geschlossene  gal- 
vanische Strom  keine  Kraft  ausüben.  Demnach  lässt  sich  der 
obige  Ausdruck  auch  in  dem  Sinne  auffassen ,  dass  er  die  Är-Com- 
ponente  derjenigen  Kraft  bedeutet,  welche  der  geschlossene 
Strom  s'  auf  die  in  dem  Leiterelemente  ds  befindliche 
positive  Electricitätsmenge  hds  ausübt. 

Um  auch  die  in  die  Richtung  des  Elementes  ds  fallende  und 
somit  auf  Stromverstärkung  hinwirkende  Componente  dieser  Kraft 
bequem  darstellen  zu  können,  wollen  wir  dem  Ausdrucke  noch 
eine  etwas  veränderte  Gestalt  geben.    Aus  der  Gleichung 

r«  =  (o:  ~  afy  +  (y  -  y^  +  (^  -  ^')' 
folgt  nämlich: 


a(r2) 
(42) 


dx 


2(a;  — a/), 


82  (r2)  ^  dx' 

dxds'  ds 


Wenn  man  mittelst  dieser  Gleichungen  x  —  x'  und  -7-7  aus  jenem 

dr  1  d(r^) 

Ausdrucke  eliminirt,  und  zugleich  — -  in  der  Form  - — rr-^  schreibt 

ds  2r  ÖS 


so  geht  er  über  in: 

d,  nt  ^^  ^ism  -^^^  ^iMi  rf^ 

V  U'    dx    dsds'        r     öS    dxds'] 


1     T    7  f     v»S     (tS 


Will  man  nun  statt  der  in  die  willkürlich  gewählte  x-Rich- 
tung  fallenden  Componente  der  Kraft  die  in  die  Richtung  des  Elle- 
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mentes  ds  fallende  Componente  haben,  so  braucht  man  nur  die 
Differentialcoef&cienten  nach  x  durch  entsprechende  DifiFerential- 
coefficienten  nach  s  zu  ersetzen,  wodurch  man  erhält: 

I hh'^^d.  C\l 80:!) »!(!:!) _  ?i » (r') ^' (^m a,, 

^^"^  dt  dt^^J  Ir^    ds    dsds!        r     ds    dsds']^ 
oder  anders  geschrieben : 


i 

8 


^>''t%^'f{^-f)hW]''''- 


Dieser  Ausdruck  stellt  die  in  einem  einzelnen  Elemente  ds 
im  Sinne  der  Stromverstärkung  wirkende  Kraft  dar.  Soll  nun  die 
Intensität  des  Stromes  ungeändert  bleiben,  so  muss  das  über  den 
ganzen  geschlossenen  Strom  s  ausgedehnte  Integral  dieses  Aus- 
druckes Null  sein.  Das  in  dem  Ausdrucke  schon  vorkommende 
über  den  Strom  s'  zu  nehmende  Integral 

/$  -  f )  Ä  mp'- 

mit  welchem  das  Element  ds  multiplicirt  ist,  muss  also  entweder 
die  Form  eines  Differentialcoefficienten  nach  s  haben,  oder  Null 
sein.  Da  nun  das  erstere  durch  keine  Form  der  Function  E^  zu 
bewirken  ist,  so  muss  man  E^  so  bestimmen,  dass  das  Integral  Null 
wird,  was  erfordert,  dass  man  setzt: 

worin  c  irgend  eine  Constante  bedeutet,  indem  nur  dadurch  der 
unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  ein  Differential  und 
somit  das  Integral  selbst  für  jeden  geschlossenen  Strom  Null  wer- 
den kann. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

^2  =  ;:i  -  CT. 

Da  nun  aber  das  hierin  vorkommende  Glied  —  er  in  dem  Aus- 
drucke von  X3  ein  Glied  geben  würde,  welches  mit  wachsendem 
Abstände  r  grösser  würde,  und  ein  solches  Glied  in  dem  Ausdrucke 
der  Kraftcomponente  nicht  vorkommen  kann,  so  muss  die  Con- 
stante c  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  man  erhält  somit  zur  Be- 
stimmung von  E2  die  Gleichung: 

Claa8ia0,  mech.  Wärmetheorie.  IL  ij 
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Es  sind  also  von  den  vier  in  dem  unter  (38)  gegebenen  Auö-- 
drucke  von  X^  vorkommenden  unbestimmten  Functionen  von  r 
zwei  bestimmt,  und  durch  Einsetzung  ihrer  Werthe  geht  die  Glei- 
chung (38)  über  in: 

(^^>    ^'  -  [—2F^ —  ö7a7  +  i^  ai  d7  +  ^'  87  57 

"•  8s  85'        1  dt  dr 


§.  10.    Anwendung  der  Inductionsgesetze. 

Während  wir  bisher  nur  constante  Ströme  in  ruhenden  Lei-' 
tem  betrachtet  haben,  wollen  wir  jetzt  von  der  Beschränkung, 
dass  die  Ströme  constant  seien,  absehen  und  femer  noch  die  An- 
nahme machen,  dass  der  Leiter  s  sich  bewege.  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  aber  voraussetzen ,  dieser  Leiter  ändere  seine 
Gestalt  nicht,  und  bewege  sich  nur  mit  sich  selbst  parallel,  so  dass 
alle  seine  Elemente  während  des  Zeitelementes  dt  ein  gleich  grosses 
Wegelement  d6  nach  gleicher  Richtung  zurücklegen. 

Dann  hat  jedes  in  dem  Leiter  s  befindliche  positive  Electri- 

citätstheilchen  gleichzeitig  zwei  Bewegungen,  die,  mit  welcher  es 

ds 
sich  im  Leiter  bewegt,  und  deren  Geschwindigkeit  -77  ist,  und  die, 

mit  welcher  der  Leiter  sich  bewegt,  und  deren  Geschwindigkeit 

■-rr  ist.     Demnach  müssen  die  auf  die  Bewegung  dieses  Electri- 

citätstheilchens  bezüglichen   Differentialcoefficienten  nach  t  jetzt 

anders  ausgedrückt  werden  als  früher.    Statt  eines  Ausdruckes 

von  der  Form 

dUds 

ds  dt' 

worin   ü  irgend  eine  von  der  Lage  des  Electricitätstheilchens  ab- 
hängige Grösse  bedeutet,  muss  jetzt  gesetzt  werden: 

8^d£    idüdö 
ds  dt  "■    d6  dt' 

und  statt  eines  Ausdruckes  von  der  Form 

dUd^ 
ds   dt^' 


l(-l?)(S)'+- 
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worin  V  noch  irgend  eine  zweite  von  der  Lage  des  Eleotricitäts- 
theilchens  abhängige  Grösse  bedeutet,  muss  jetzt  gesetzt  werden: 


ds\     dsJKdtJ  '^Ida  \ 


,±(ydU\(d6y        d 
^d0\    do)\dt)  ^    i 


(yOÜ\\  dsd0 
\     d<i)\dt  dt 


ü£s 
ds  dt^ 


+  y 


düd*0 
da  dt* 


Wollen  wir  nun  die  a^-Gomponente  .der  Kraft  bestimmen, 
welche  die  in  ds  befindliche  positive  Electricitätsmenge  hds  von 
der  in  ds  befindlichen  positiven  Electricitätsmenge  h'dsf  erleidet, 
so  haben  wir  für  dieselbe,  wie  früher,  den  allgemeinen  Ausdruck 

hh'dsd^  (^^r^  +  X,  +  X,  +  Xs) 

zu  bilden,  darin  aber  jetzt  für  Xi,  Xt  und  X3  diejenigen  Aus- 
drücke zu  setzen,  welche  aus  (33),  (27)  und  (44)  durch  die  vor- 
stehend angedeuteten  Aenderungen  hervorgehen,  nämlich : ' 

( ^.  =  Ä  {^  W  ©' 


(45) 


,    r  8    /„   8a;\         8  /„  8a;\-|  ds  da 

+  Lä^  \f'  87;  +  8i  V^  d^)\  Tt  li 


+-( 

^  da  \ 


Si 


dx\  /da\ 
da)  \dt) 


*   ,    Tj   dx  d's   ,    „  dx  d'a 
+  -^1  ^  -375  +  -öl  ör 


8s  dt^ 


da  dt* 


(46) 


^  _       d  [Bj  (x  —  g')]  da' 
^»  ~  8?  dt 


,     8   r„  da/   ,    „  ,  ,,  8r1  /ds'y 

+  8?  P*  5?  +  ^»  ^^  -  ^)  87]  [dt) 


dV 
dt* 


.1/ 


(47) 


=1 


dsds!    '    r'  ds  ds 


2r3 


Je  dr  ds/    ,         dr^  dx 

^  +  ^  8s'  ds 


+ 


d^iEjx  —  x')]]  dsds' 
dsds'        1  dt  dt 


P'i  ) 


,     fJc(x  —  af)d^(r^)    ,     h 
"^  1       2r3       dods'  "*"  r« 


dr  daf    .    „    dr  di 

d6  ds'  ■■    ^  ds'  9|ö.,.H(l 


+ 


d^[E(x  ~x')]\  da  dpf 
döds'        1  dt  dt 


f.M 


Wollen  wir  femer  die  a;-Componente  der  Kraft  bestimmen, 
welche  die  in  ds  befindliche  positive  Electricitätsmenge  t^i(}^,.]i^Q]|) 

17* 
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der  in  ds'  befindlichen  negativen  Electricitätsmenge  —  W  ds'  er- 
leidet, so  brauchen  wir  in  den  Yorigen  Ausdrücken  nur  V  ds'  durch 
—  Ä'ds'  zu  ersetzen  und  femer,  weil  die  in  ds'  befindliche  nega- 

ds' 
tive  Electricität  in  Ruhe  ist,  -=-  =  0  zu  setzen.     Dadurch  wird 

dt 

Xj  =  0  und  Xs  =  0,  während  Xi  ungeändert  bleibt    Demnach 

reducirt  sich  der  Ausdruck  dieser  Eraftcomponente  auf 

-  hh' ds  ds'  (^-^-^  +  XÄ . 

Daraus  ergiebt  sich  frir  die  or-Componente  der  Kraft,  welche 
die  in  ds  befindliche  positive  Electricitätsmenge  hds  von  dem 
Stromelemente  ds',  also,  von  den  beiden  Electriaitätsmengen  h'dsf 
und  —  h! ds  zusammen,  erleidet,  der  Ausdruck: 

hh'dsds'  {X^  +  X3). 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  nach  s',  so  erhält  man  die 
ar-Componente  der  Kraft,  welche  die  in  ds  befindliche  positive  Elec- 
tricitätsmenge hds  von  dem  ganzen  Strome  s^  erleidet,  und  es  gilt 
also,  wenn  man  diese  Kraftcomponente  mit  Xhds  bezeichnet,  die 
Gleichung 

(48)  X  =  h'f(X,  +  Xs)  ds', 

worin 'man  für  Xs  und  Xs  die  unter  (46)  und  (47)  gegebenen  Aus- 
drücke zu  setzen  hat.  Bei  der  Ausführung  der  Integration  geben 
alle  in  jenen  Ausdrücken  vorkonmienden  Glieder,  welche  die  Form 
von  Differentialcoefficienten  nach  s'  haben.  Null,  und  können  daher 
fortgelassen  werden,  so  dass  man  erhält: 

"•"         dt  dtj  L   2r»     död^  +  r»  dö  ds'J  ^^  I 

Diese  Gleichung  kann  man  noch  mittelst  der  schon  im  vorigeB 
Paragraphen  angewandten  Gleichungen: 

dx  ds  *  dxos  ^ 

umformen  in: 


(50)^ 


Neues  electrodynamisches  Grundgesetz. 


261 


+  iA;A' 


A-Uh' 


ds  d£  rr_  K 

dt  dtj  L      8a; 

da  dl  rr_ 

d<  dtJ  L 


8' (r«)    ,    _l3 
8s3s'  "•"  8s  8 


r  d"  (f »)    ,    V  8"  (r«) 
8x  8tf8s'  '■    da  dxds 


im1 

a;8s'J 

0 


dsf 


ds'. 


Um  aus  diesem  auf  die  ^.-Richtung  bezüglichen  Ausdrucke 
den  entsprechenden  auf  die  Richtung  des  Elementes  ds  bezüglichen 
Ausdruck  abzuleiten,  brauchen  wir  wieder  nur  die  Differential- 
coefficienten  nach  x  durch  solche  nach  s  zu  ersetzen.  Dann  heben 
die  unter  dem  zweiten  Integralzeichen  stehenden  'beiden  Glieder 
sich  gegenseitig  auf,  und  wir  erhalten ,  wenn  wir  die  in  die  Rich- 
tung des  Elementes  ds  fallende  Componente  der  Kraft,  welche  die 
Electricitätsmenge  h  ds  von  dem  Strome  sf  erleidet,  mit  ®hds  be- 
zeichnen, die  Gleichung: 


\^=i'''m-^-^.+<V]^' 


(51) 


+  iÄA' 


dßd£  rr_ 

dt  dtJ  L 


?)1 
r  8«  (r«) 


ai 


8s   8ö8s 


7  + 


mh 


Das  Product  @ds  ist  dasjenige,  was  man  die  in  dem  Leiter- 
elemente ds  inducirte  electromotorische  Kraft  nennt, 

und  demnach  stellt  das  Integral    1  ^ds  die  in  dem  ganzen  Leiter 

s  inducirte  electromotorische  Kraft  dar. 

Die  Integration   nach  s  bringt  wieder   ein   Glied    zum  Ver- 
schwinden.   Betrachten  wir  nämlich  das  Doppelintegral 


JA' 1^.  "»"»■. 


ds   döds 
so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Grösse 

döds!  ~  \d6  ds!  '^  dö  ds'  "^  dö  ds')' 

welche  wir  auch  durch  —  2 cos  (6s')  bezeichnen  können,  wenn 
(ös')  den  Winkel  zwischen  dem  von  ds  zurückgelegten  Bahn- 
elemente d6  und  dem  Stromelemente  ds'  bedeutet,  von  s  unab- 
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hängig  ist,  weil  der  ganze  Leiter  s  sich  mit  sich  selbst  parallel  be- 
wegt, und  somit  alle  seine  Elemente  eine  und  dieselbe  Bahnrich- 
tung haben.    Man  kann  also  das  obige  Integral  so  schreiben: 


A'  ml 


8i 


Hierin  lässt  sich  die  Integration  nach  s  sofort  ausführen,  und  giebt 
für  einen  geschlossenen  Strom  Null. 

Betrachten  wir  femer  das  andere  Doppelintegral 


// 


-ör:7  o  \  ,  dsds, 

OÖ   CS  CS 


so  können  wir  hierin,  da  der  Differentialcoefficient  tt-Vt?  welcher 

dscs 

nach  (35)  gleich  —  2cosa  ist,  sich  bei  der  Bewegung  des  Leiters 

5  nicht  ändert,  und  somit  von  <5  unabhängig  ist,  setzen : 

r  8«  (r»)  _  _8_  ß  d^jrm 
da  dsds'~  d6  [r  ds'ds'y 

und  da  ferner  die  Grösse  ö,  nach  welcher  hier  differentiirt  werden 
soll,  von  den  Grössen  s  und  s\  nach  welchen  der  ganze  Ausdruck 
integrirt  werden  soll,  unabhängig  ist,  so  können  wir  die  DiflFeren- 
tiation  nach  6  auch  ausserhalb  der  Integralzeichen  andeuten,  und 
demnach  statt  des  obigen  Doppelintegrals  schreiben: 


döj  J   r 


dsds' 


dsds'. 


Wir  erhalten  daher  zur  Bestimmung  der  im  Leiter  s  inducir- 
ten  electromotorischen  Kraft  die  Gleichung: 


1/ 


©ds 


Auf  diese  Gleichung  wollen  wir  nun  den  Satz  anwenden, 
dass,  wenn  entweder  der  Leiter  $  in  einer  bestimmten 
Lage  in  der  Nähe  des  Leiters  s'  verharrt,  aber  im  letzte- 
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ren  die  Stromstärke  von  Null  bis  zu  einem  gegebenen 
Werthe  wächst,  oder  die  Stromstärke  in  s'  unveränder- 
lich diesen  Werth  hat,  aber  s  sich  aus  unendlicher  Ent- 
fernung bis  zu  jener  Lage  heranbewegt,  in  beiden  Fällen 
eine  gleich  grosse  Inductionswirkung  in  s  stattfindet. 

Um  die  während  irgend  einer  Zeit  stattfindende  Inductions- 
wirkung zu  bestimmen,  haben  wir  den  Ausdruck,  welcher  die  in- 
ducirte  electromotorische  Kraft  darstellt,  mit  d^  zu  multipliciren 
und  dann  über  die  betreffende  Zeit  zu  integriren.    Im  ersten  der 

beiden  vorher  genannten  Fälle  ist  nun  -7--  =  0,  so  dass  das  zweite 

Glied  des  in  (52)  gegebenen  Ausdruckes  verschwindet,  und  im  er- 
sten Gliede  ist  das  Doppelintegral  von  der  Zeit  unabhängig  und 
nur  der  als  Factor  vor  demselben  stehende  Differentialcoefficient 

-jr^  ist  nach  t  zu  integriren  und  giebt  -rr--     Die  in  diesem  Falle 

stattfindende  Inductionswirkung  ist  daher: 

rh'^r  r\-  B  ^-^^4-  c^  ^^1  dsds! 


Im  zweiten  Falle  ist  -yj^  =  0,  so  dass  das  erste  Glied  des  Aus- 


dt' 

druckes  verschwindet,  und  das  zweite  Glied  lässt  sich  sofort  nach 
t  integriren,  und  giebt: 

»^'^  dij  J  rdld^"^'"^'' 

Diese  beiden  Grössen  müssen,  jenem  Satze  nach,  unter  ein- 
ander gleich  sein,  ihre  Differenz  muss  also  den  Werth  Null  haben, 
und  man  erhält  daher  die  Gleichung : 

Das  zweite  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Glied  können 
wir  noch  so  umändern: 

8r  8(r2)  _  8  r8(r»)  f^      1  __  dH^l  f  adr 

und  da  von  den  beiden  hier  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Glie- 
dern das  erste  bei  der  Integration  über  einen  geschlossenen  Strom 
$  Null  wird,  so  geht  ^h  vorige  Gleichung  über  in: 


\ 
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Wenn  diese  Gleichung  für  jede  zwei  geschlossene  Strome  er- 
füllt sein  soll,  so  muss  der  Tor  dem  Differentialcoefficienten  zwei- 
ter Ordnung  als  Factor  stehende  Ausdruck  constant  sein,  und  wir 
können  also,  wenn  a  eine  Constante  bedeutet,  setzen: 


(55) 


j+Bi  +fG,  dr  =  a. 


Fassen  wir  nun  das  Integral  mit  der  Constanten  a  in  ein  Zeichen 
zusammen,  indem  wir  setzen: 


so  erhalten  wir: 


(56) 


O  =fc!,  dr  -  a, 
^^  =  -(7+4 


a  = 


dG 
dr 


Hierdurch  sind  wieder  zwei  der  unbestimmten  Functionen, 
welche  in  dem  Ausdrucke  von  X^  noch  vorkommen,  auf  Eine  zu- 
rückgefuhrt,  und  die  unter  (27)  gegebene  zur  Bestimmung  von  X, 
dienende  Gleichung  geht  jetzt  über  in : 

Y  _       8  [B,  (x  —  af)]  ds' 
^*- 8?  dt 

oder  anders  geschrieben: 

d  [Bj  (x  —  af)]  ds' 


dr-\  dW 
dt* 


(57) 


X,  =  - 


as* 


dt 


"^  ÖS'  I      r  ds'  "•"  8s'         1  \dt) 

"'"  1      r  ds'^  8s'         ) 


dt* 
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§.  11.    Zusammenfassung  der  bisher  gewonnenen 

Resultate. 

Nachdem  ^rch  die  in  den  Paragraphen  7.  bis  10.  angestellten 
Betrachtungen  die  Ausdrücke  von  Xi ,  X2  und  Xj  die  unter  (33), 
(57)  und  (44)  gegebenen  vereinfachten  Formen  gewonnen  haben, 
wollen  wir  sie  in  die  Gleichung  (23),  nämlich 

^  =  ^^+^i  +  X, +  x, 

einsetzen.'  Dadurch  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  rc-Compo- 
nente  der  Kraft,  die  ein  Electricitätstheilchen,  welches  während 
der  Zeit  dt  den  Weg  ds  zurücklegt,  von  einem  anderen,  welches 
während  derselben  Zeit  den  Weg  ds'  zurücklegt,  erleidet,  die 
Gleichung: 

r3     '^ds\   'ds)\dt)~^    'ds  dt^  ds'  dt 


X  = 


+  Ös'  l       r  ds'  "^  8s'  J  \dt) 

,    r_  _fc  d^;    ,    d[G(x  —  a/y\\  dV 
"*"  l       r  ds'  +  0s'  )  dt^ 

,    ik(x  —  af)  8Hr')    .    k  dr  dxf 
"^  I       2r»        as8s'    ""r»  ds  ds' 

i    ff  ^^i    d^[E(x  —  ixf)]\  ds  d^ 
'^^ds'ds  "^         dsds'        ]  dt  dt' 

Hierin  lassen  sich  einige  Vereinfachungen  machen.  Bedenkt 
man,  dass  x'  nur  von  s',  dagegen  r  von  s  und  s'  abhängt,  so  sieht 
man,  dass  man  schreiben  kann: 

—  A  /"*.  i^\  f^y       fc  dx'  d^s'    ,    Je  dr  doi  ds  ds' 
8s'  \T  ds')  \dt)         r  ds'  dt^  "^  r»  8s  ds'  dt  dt 

~  dt\r  dt)' 

wodurch  sich  drei  der  oben  vorkommenden  Glieder  in  eines  zu- 
sammenziehen. Femer  kann  man  aus  denselben  Gründen  schreiben: 

8   /t»  d^\  /dsY    I    j)   dx  d^s 

d's  V^'  dJ j  \Tt)  ^^'TsW^ 


d  /^  dx\       dBi  dr  dx  ds  ds! 

'drd^dsdidi 


_  ä  /      dx\ 

-  Tt  V^  dt)  "" 
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Setzt  man  sodann  zur  Abkürzung: 

p   8^       dB^  dr  _  dF 

'  8s'        dr  ds'~ds' 

und  '/ührt  noch  für  Bi  und  —  JBj  die  einfacheren  Zeichen  H  und 

J'ein,  so  nimmt  die  zur  Bestimmung  von  X  dienende  Gleichung 

folf^'ende  Form  an: 

_  X-  af    ,    8  [J(x  —  af)]  d^    ,    8»[g(a:-~a:^)]  /rf^V 
^~      r3      +  8s'  d<  +  8s'»  Vrfe; 


(58) 


,    8[(?(a7~a/)]d»s'   ,    d  /rr^A  d  /l  d^ 

"*"  8s'  df»  "•"  dt  V     d^y      ^  dt  \r  dt) 


2r9       8s8s'^8s'ds^         8s8s'        \  dt  dt 

Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichung  sind  neben  der  Annahme, 
dass  nur  Eine  Electricität  im  festen  Leiter  strömen  könne,  nur 
solche  Sätze  zur  Anwendung  gebracht,  welche  sich  auf  die  gegen- 
seitige Einwirkung  geschlossener  Ströme  beziehen,  und  da  diese 
Sätze  als  vollkommen  sicher  zu  betrachten  sind,  so  darf  behauptet 
werden,  dass  der  in  dieser  Gleichung  gegebene  Ausdruck  von  X 
unter  der  Voraussetzung  von  nur  Einer  im  festen  Leiter  beweg- 
lichen Electricität  der  einzig  mögliche  ist. 

Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Zulässigkeit  dieses  Aus- 
druckes nicht  auf  den  Fall,  wo  nur  Eine  Electricität  als  strömend 
vorausgesetzt  wird,  beschränkt  ist,  sondern  dass  er  auch  dann  zu- 
lässig bleibt,  wenn  man  annimmt,  der  galvanische  Strom  bestehe 
aus  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  gehenden  Strömen 
von  positiver  und  negativer  Electricität,  wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  man  diese  beiden  Ströme  ihrer  Stärke  nach  als  gleich  oder  ver- 
schieden annimmt. 

Wenn  man  zu  den  im  Obigen  angewandten  Sätzen  noch  die 
Bedingung  hinzufügen  wollte,  dass  die  Abhängigkeit  der  Kraft  von 
der  Entfernung  nach  einem  einheitlichen  Gesetze  stattfinden  müsse, 
so  würde  man  aus  der  blossen  Vergleichung  der  Glieder,  welche 
noch  unbestimmte  Functionen  von  r  enthalten,  mit  denen ,  in  wel- 
chen die  Functionen  schon  bestimmt  sind,  noch  weitere  Schlüsse 
über  die  Form  der  Functionen  ziehen  können,  und  zwar  würde 
man  durch  diese  Betrachtungen  zu  dem  Ergebnisse  gelangen,  dass 

die  Functionen  J?,  F.  G  und  H  sämmtlich  die  Form  — .  const.  ha- 

r 

ben  müssten,  so  dass  also  statt  jener  unbestimmten  Functionen 
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nur  noch  unbestimmte  Constante  in  dem  Ausdrucke  voii  X  blei- 
ben würden.  Indessen  wollen  wir  uns  Schlüsse  dieser  Art  für  jetzt 
nicht  erlauben,  sondern  statt  dessen  noch  einen  allgemeinen  Satz 
in  Anwendung  bringen.  ' 


§.  12.    Anwendung  des  Princips  von  der  Erhaltung 

der  Energie. 

Wir  wollen  nun  die  Annahme  machen,  dass  die  Kräfte,  welche 
zwei  bewegte  Electricitätstheilchen  auf  einander  ausüben,  für  sich 
allein  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  genügen,  wozu 
erforderlich  ist,  dass  die  Arbeit,  welche  diese  Kräfte  bei  der  Be- 
wegung der  Theilchen  während  des  Zeitelementes  dt  thun,  durch 
das  Differential  einer  von  den  augenblicklichen  Lagen  und  Bewe- 
gungszuständen  der  Theilchen  abhängigen  Grösse  dargestellt  wird. 

um  die  Arbeit  bestimmen  zu  können,  denken  wir  uns  neben 
dem  unter  (58)  gegebenen  Ausdrucke  von  X  die  entsprechenden 
Ausdrücke  von  Y  und  Z  gebildet,  und  ebenso  denken  wir  uns  die 
Grössen  X\  Y*  und  Z\  welche  sich  auf  die  Kraft  beziehen,  die 
das  Theilchen  e!  von  dem  Theilchen  e  erleidet,  in  entsprechender 
Weise  ausgedrückt,  wozu  nur  die  accentuirten  und  unaccentuirten 
Buchstaben  gegen  einander  vertauscht  zu  werden  brauchen.  Un- 
ter Anwendung  dieser  Ausdrücke  bilden  wir  die  Grösse 

Diese  Grösse  muss,  wenn  das  Princip  von  der  Erhaltung  der 
Energie  erfüllt  sein  soll,  das  vollständige  Differential,  oder,  anders 
gesagt,  die  in  der  Klammer  stehende  Summe  von  sechs  Producten 
muss  der  nach  t  genommene  Differentialcoefficient  eines  aus  den 
Goordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten  der  beiden  Theil- 
chen gebildeten  Ausdruckes  sein. 

Da  der  unter  (58)  gegebene  Ausdruck  von  X  etwas  lang  ist, 
so  wollen  wir  seine  Glieder  einzeln  oder  in  kleinen  Gruppen  nach 
einander  betrachten,  um  zu  sehen,  wie  bei  ihnen  die  Summe  der 
sechs  Producte  sich  gestaltet. 

Das  erste  Glied  ist 

—   oder   —  -^-, 

r'  dx 
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und  die  Summe  der  sechs  Producte  lautet  daher : 

^di'^dyTt'^dädi^dl^'di'^d^di'^d^'dr/ 
und  lässt  sich  zusammenziehen  in: 

dl 

r 


dt 
Das  zweite  Glied  ist: 

8  [J(x  —  a:')]  ds' 
8s'  d<  ■ 

um  dieses  mit  dem   Differentialcoefficienten  -77  zu  multipliciren, 

dx  ds 
zerlegen  wir  den  letzteren  in  das  Product  -7-  -rr  '^^^  multiplici- 
°  ds  dt 

dm 

reu  mit  dem  Factor  3- ,  welcher  von  s'  unabhängig  ist,  unter  dem 

ds 


Differentiationszeichen,  also: 


(2s  ds' 


d^  dt  dt 

Bildet  man  hierzu  die  entsprechenden  Producte  für  die  y-  und 
jer-Axe  und  addirt  zunächst  nur  diese  drei  Producte,  indem  man 
dabei  die  Gleichung 

/  /N  dx   ,    .  t\  dy    .    ,         _i\  de  dr 

^  ds  ds 


\*^                     »A/ 

'  ds^^'' 

""ds    1    ^' 

berücksichtigt, 

80  erhält  man 

• 
• 

d(jr 

ds/  ds  ds' 

dsf 

dt  dt 

Ebenso  geben 

die  drei  anderen  Producte: 

d(jr 

ds'J  ds  ds' 

ds         dt  dt 

Diese  beiden  Ausdrücke  sind  unter  einander  gleich,  indem  sich, 
wenn  man  das  Zeichen  K  mit  der  Bedeutung 


(59)  K =r 


Jrdr 
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einfuhrt,  der  als  erster  Factor  stehende  DiflFerentialcoefficient  in 
beiden  durch  a   ^  ,  darstellen  lässt,  und  die  Summe  der  sechs 

OS  OS 

Producte  nimmt  daher  folgende  Form  an : 

8«Jr  ds  ds' 
dsd^  dt  dt  ' 

Das  dritte  und  vierte  Glied  von  (58),  nämlich 

d^s' 


ds'^  \dt)  "^  dsT 


dt 


2   ) 


kann  man  ganz  ähnlich  behandeln«    Durch  Addition  der  drei  er- 
sten Producte  erhält  man: 

8s'*        dt  \dt),  "•"        ds'        dt  dt^' 
wofür  man,  wenn  man  das  Zeichen  E  mit  der  Bedeutung 

(60)  B  =f0r  dr 

einführt,  schreiben  kann: 

d^R    ds  /d^y    ,     8«JB   ds  dV 
dsds'^  dt  \dt)  "*"  dsds'  dt  dt^  ' 

und  ebenso  geben  die  drei  anderen  Producte: 

d^R    /dsy  d^    ,      d^R    ds'  d^ 
ds^ds'\dt)    dt  "f"  8s  8s'  dt  dt""' 

Die  Summe  aller  sechs  Producte  ist  also: 

/  d^R    dl         d^R    ds\dsdl.     d^R    /dsd^   ^d^  d^\ 
V8s8s'3  dt  "•"  8s«8s'  dt)  dt  dt  "•"  8s8s'  \dt  dt^  "^  dt  dty' 

was  sich  zunächst  zusammenziehen  lässt  in : 

A  (^^^\  ^  ^    I     8»JB    d_  (ds  d^ 
dt  \dsd^)  dt  dt  "^  8s 8s'  dt  \dt  dt) 

und  dann  weiter  in: 

dt  V8s8s'  dt  dtj 
Das  fünfte  Glied 

dx 


AffT—\ 

dt  \     dt) 


n 
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giebt,  wenn  man  zuerst  die  angedeutete  OiGferentiation  aasfuhrt, 

dcß 
und  dann  mit  -r-  multiplicirt: 

dH  /dx\^    \    Tj^  ^ 
dt  \dt)   '^       dt  dt^' 

was  sich  auch  in  folgender  Form  schreiben  lässt: 

^  dt  L     \dtj  J  "^  «   de  \dtj  * 

In  gleicher  Weise  erhält  man  als  anderes,  auch  auf  die  ^-Axe  be- 
zügliches, aber  das  accentuirte  x  enthaltendes  Product: 

^  dt  L     V^^/ J       '  dt  \dtj' 

Bildet  man  nun  die  entsprechenden  Producte  für  die  y-  und  ;er-Axe, 
so  kann  man  die  Summe  aller  sechs  Producte  zusammenziehen  in: 


Das  sechste  Glied 


.    d  n  daf\ 
"^dlKT  dt) 


giebt  durch  Ausführung    der   angedeuteten   Differentiation    und 

/7/p 

durch  Multipücation  mit  ^: 

dl 
,  r  dx  dc^  _  7.  J_  ^  d^^ 

i  ~     'dT  dt  li  '^      r  dt  W 

i 

I  In  gleicher  Weise  erhält  man   wieder  als  anderes  auch  auf  die 

:r-Axe  bezügliches  Product,  in  welchem  aber  das  accentuirte  und 
das  unaccentuirte  x  gegen  einander  vertauscht  sind: 

dl 
,  r  dx  do^       ,   1  dxf  d^x 

~     1t   dt  dt  ~      r  'dt  'dF' 

Die  Summe  dieser  beiden  Producte  kann  man  in  folgender  Form 
schreiben : 

d  / 1  dj;  dx\       ,       r  dx  dx' 


d  /l  dxdü^\ 

~''di\71i  dt)'^'' 


dt   dt   dt 


2  dt  \r  dsds'  dt  dt)  "•    2 
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Bildet  man  nun  die  entsprechenden  Producte  für  die  y-  un'd  is-Axe 
und  berücksichtigt  dabei  die  Gleichung 

dxd^,dyd£.did^__i  d^(r^)  ds  d^ 
dt   dt  '^  dt   dt    '    dt  dt  ^  d$ds'  dt  dt ' 

so  erhält  man  als  Summe  aller  sechs  Producte: 

r  d^r^)  ds  ds' 
dt   dsds^  dt  dt' 

Das  siebente  Glied 

k(x  —  af)  d^  (r^)  ds  ds' 
2r»        85  8s'  dt  dt' 

oder,  anders  geschrieben, 

h      r  d^r^)ds  ds' 
2  8a?  8s8s'  dt  dt 

giebt  als  Summe  der  sechs  Producte: 

dl- 

_  kr  dHr^)dsds' 

2    dt   dsds'  dt  dt' 

Dieser  Ausdruck  hebt  sich  gegen  einen  Theil  des  beim  sechsten 
Gliede  erhaltenen  Ausdruckes  auf,  so  dass  man  für  das  sechste 
und  siebente  Glied  zusammen  als  Summe  der  sechs  Producte  ein- 
fach erhält: 

h   d  n  8g(y«)  ds  d^\ 
2  dt  \r  dsds'  dt  dt)' 
Das  achte  Glied 

dFdx  ds  d£ 
ds'  ds  dt  dt 

giebt  als  Summe  der  sechs  Producte,  wie  man  leicht  sieht: 

ds'  \dt)    dt  "^  8s  dt  \dt)' 
Das  neunte  und  letzte  Glied 

d^lEjx  —  x')]  dsds' 
dsds'         dt  dt 

schreiben  wir  zunächst  in  der  Form : 

^y^(^-^)  +  ^Ts\Ttdi' 
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welche  wir  auch  noch  so  umändern  können: 

^  r    äEdrdr.        dxl  ds  d£ 
ds'  V  dr  dsdx'^       ds\  dt  dt  * 

dcc  duc  ds 

Zugleich  setzen  wir  für  -tt  das  Product  -=-  tt  und  multipliciren 

dt  ds  dt  '^ 

doc 
mit  ^—  unter  dem  Differentiationszeichen.  Wenn  wir  dann  die  ent- 
ds 

sprechenden  Producte  für  die  y-  und  jer-Axe  bilden,  und  die  Summe 

dieser  drei  Producte  nehmen,  so  erhalten  wir: 


d_V   dJE  /ary    ,    „1  /dsy  ds[ 
)s'  L   dr  \ds)  "^     J  \dt)    dt 


ds'  L    dr  \dsj   ^      ]\dtj    dt' 
und  somit  als  Summe  aller  sechs  Producte: 

dsT 


r    dE/dr\^  ,    „l/dsVds'   ,    dV    dE/dr\\    r,lds/ds\^ 

r Tr [rsj  ^^\\rt)dt+rsVTr w) +^\rt \di) ' 

Vereinigen' wir  nun  aUe  bei  den  einzelnen  GUedem  von  (58) 
als  Summe  der  sechs  Producte  gewonnenen  Ausdrücke,  so  erhalten 
wir  folgende  Gesanmitsumme: 

^  r    .   ^d^K  ds  ds' 


dt 


"^  8s8s'  dt  dt  +  dt  \dsds!  dt  dt) 


+^M^m)+m+''m$)'HW'] 


+  *»  -"  Vr  8s 8s'  dt  dt)  "^  Ös*  \dt)   dt  "*"  ds  dt  \dt) 


2  dt 


^  ds'l   dr  [dsj^    \\dt)  dt  ^dsl   dr  [ds'J  ^    jdt  \dtj  ' 

welche  Gesammtsumme  wir  auch,  unter  Zusammenfassung  der 
Glieder,  welche Differentialcoöf&cienten  nacht  sind,  und  etwas  ver- 
änderter Anordnung  der  übrigen  Glieder,  so  schreiben  können: 

dj     1   ■  /fe  8»(r«)  ■    d*R\dsds'      1  „r/dsy     /dM] 
dt\     r'^\2rdsds'^dsds'Jdt  dt^*     Wdt)  '^\dt)  jf 

"•"     8s  8s'  dt  dt'^  '  ds  \dt)  "*"  *  8s'  \dt) 

+Ä[4f(i?)'+-+^+i'']^:(0- 
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Dieser  ganze  Ausdruck  muss,  wenn  das  Princip  von  der  Er- 
haltung der  Energie  für  die  Kräfte,  welche  die  beiden  Electricitäts- 
theilchen  auf  einander  ausüben,  erfüllt  sein  soll,  ein  Differential- 
coeffident  nach  t  sein.  Da  nun  der  erste  Theil  des  Ausdruckes 
schon  äusserlich  als  DifferentialcoefBent  nach  t  bezeichnet  ist,  so 
haben  wir  unser  Augenmerk  nur  auf  den  übrigen ,  aus  fünf  Glie- 
dern bestehenden  Theil  zu  richten.    Diese  Glieder  sind  alle  in  Be- 

zug  auf  die  Differentialcoefficienten  erster  Ordnung  -^  und  -^r 

von  höherem  als  erstem  Grade,  während  die  Differentialcoef&cien- 

d^s         d^^ 
ten  zweiter  Ordnung  -r—  und  -rrr-  in  ihnen  nicht  als  Factoren  vor- 

kommen.   Daraus  folgt,  dass  weder  ein  einzelnes  der  Glieder  noch 

irgend  eine  Gruppe  derselben  ein  Differentialcoefficient  nach  t  sein 

kann.    Demnach  muss  die  Summe  dieser  fünf  Glieder  Null  sein, 

ds         d^ 
und  das  wiederum  kann  für  beliebige  Werthe  von  -jj  und  -^  nur 

dann  der  Fall  sein,  wenn  alle  fünf  Glieder  einzeln  NuU  sind.    Wir 
erhalten  also  folgende  fünf  Bedingungsgleichungen: 


(61) 


dsdS 

dH 

ds 
dE 

ds 


=  0, 


=  0, 


Die  erste  dieser  Gleichungen,  welche  sich  auch  so  schreiben 

IftflRt  * 

dK   e'f  d*K  dr  dr  _ 

dr  ÖS  8«'   "*"  dr*  ds  ds^  ~    ' 
kann  für  beliebige  Bahnen  der  Electridtätstheilcben  nur  dann  er- 
füllt sein,  wenn 

dr       "' 
worans  nach  (59)  weiter  folgt: 
(62)  J"  =  0. 


ClanaiuB,  mech.  W&rmetheorie.   II. 


18 


^ 
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Die  beiden  folgenden'  der  Gleichungen  (61)-,  nämlicli 

_  =  0    und    ^  =  0, 

geben  zunächst: 

jff  =  const. 

Da  aber  der  in  (58)  gegebene  Ausdruck  von  Z  das  Glied  K  -^ 

enthält,  welches,  wenn  deinen  angebbaren  constanten  Werth  hätte, 
einen  von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  Electridtätstheilchen 
unabhängigen  Bestandtheil  der  Kraft  darstellen  würde,  und  ein 
solcher  nicht  vorkommen  kann,  so  muss  sein: 

(63)  -3^=0. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (61)  lauten,  wenn  man 
£  =  0  setzt  und  die  angedeuteten  Differentiationen  ausfuhrt : 

dr       V8s/   8s'  "•■        dr  0«  öTä?  "+"        dr         d^  ~  ^' 

^  V  dr/8r /8rY  .         dE  dr    8«r         d{E  +  F)dr  _ 
dr       8s\8W  "^        dr  8s'8s8s' ■+■         dr         ds~    ' 

welche  Gleichungen  nur  dann  für  beliebige  Bahnen  der  Electridtäts- 
theilchen erfüllt  sein  können,  wenn  man  hat: 

dB      '  ,    dF 

(64)  ^=0    und    ^  =  0, 

wodurch  E  und  F  genügend  bestimmt  sind,  da  nur  die  Differential- 
coefficienten  dieser  Grössen  in  (58)  vorkommen. 

Nach  diesen  Bestimmungen  nimmt  der^usdruck  der  von  den 
gegenseitigen  Kräften  der  beiden  ElectricitätstheUchen  während 
des  Zeitelementes  dt  geleisteten  Arbeit  folgende  einfache  Gestalt  an: 

und  die  Gleichung  (58)  geht  über  in: 


(65) 


^Jdlix—af\  ^fdHx  —  ar\ 

^       x-af   r'\dr      r     //^A'  .     \dr~r~)d*^ 
r»      "•"  8s'«  \dt)~^  Zff  li* 

dt\r  dtj'^       2r»       dsd^  dt  dt' 
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welche  Gleichung  sich  noch  einfacher  so  schreiben  lässt: 


(66) 


;^1 

dxV'^  2  dsds'  dt  dt)  dt  \r   dt) 


^d^rdjB/diy       dRd^l 
^  dxlds'^  \dt)  ^ 


d^  dt""] 


§.  13.    Das  electrodynamische  Potential 

Nach  dem  vorher  angeführten  Ergebnisse  unserer  Betrach- 
tungen wird  die  Arbeit,  welche  die  von  zwei  bewegten  Electricitäts- 
theilchen  auf  einander  ausgeübten  Kräfte  während  des  Zeit- 
elementes dt  leisten ,  dargestellt  durch  das  Differential  des  folgen- 
den Ausdruckes: 

^^  [r        \2r  8s 8s'  "^  8s8s7  dt  dtj' 

Nun  wird  bekanntlich  bei  der  Betrachtung  der  electrostatischen 
Kräfte  diejenige  Grösse,  deren  negatives  Differential  die  Arbeit 
darstellt,  das  Potential  der  beiden  Electricitätstheilchen  auf 
einander  genannt,  und  dem  entsprechend  kann  man  auch  den  vor- 
stehenden, nur  durch  ForÜassung  des  äusseren  Minuszeichens 
abgeänderten  Ausdruck  als  Potential  im  erweiterten  Sinne  be- 
zeichnen. Dabei  kann  man  auch  die  beiden  Theile,  welche  sich 
auf  die  electrostatischen  und  auf  die  von  der  Bewegung  abhängigen 
oder  electrodynamischen  Kräfte  beziehen,  einzeln  betrachten  und 
danach  das  electrostatische  und  das  electrodynamische 
Potential  von  einander  unterscheiden.  Bezeichnen  wir  das  erstere 
mit  U  und  das  letztere  mit  F,  so  ist  dem  Vorigen  nach  zu  setzen : 

(67)  i7=^, 

(68)  y  -      ee-  ^2y.  85 g^.  +  g^  g^/;  ^t  dt 

Der  hier  gegebene  Ausdruck  des  electrodynamischen  Potentials 
ist  bei  der  Annahme  von  nur  Einer  im  festen  Leiter  beweglichen 
Electridtät  der  einzig  mögliche. 

Die  in  ihm  noch  vorkommende,  mit  R  bezeichnete  unbe- 
stimmte Function  von  r  lässt  sich  aus  den  Wirkungen  geschlossener 

18* 


^ 
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Ströme  überhaupt  nicht  bestimmen,  und  man  ist  daher,  wenn  man 
auch  sie  noch  bestimmen  will,  für  jetzt  auf  Wahrscheinlichkeits- 
gründe angewiesen. 

Macht  man  die  schon  am  Ende  des  §.10  erwähnte  Annahme, 
dass  die  Abhängigkeit  der  Kraft  von  der  Entfernung  nach  einem 
einheitlichen  Gesetze  stattfinden  müsse,  so  gelangt  man  zu  dem 
Schlüsse,  dass 

(69)  B  =  hr 

ZU  setzen  ist,  worin  ki  eine  Gonstante  bedeutet.  Dadurch  geht 
(68)  über  in : 

k  8«(r»)    ,   ,      d*r  \d8d^ 

dt 


(70)  K  _       ee  y^^  g^g^,  +  Äi  ^^^j  ^ 


Sucht  man  femer  noch  durch  Bestimmung  der  Constanten  hi 
diesen  Ausdruck  möglichst  einfach  zu  machen,  so  findet  man 
zunächst,  dass  zwei  Werthe  sich  in  dieser  Beziehung  besonders 
auszeichnen,  nämlich  ki  =  0  und  fci  =  —  Ä;,  welche  geben: 

ee'd^(r^)dsdsr 
^    ^  ^ '^2^dsd7di  dt' 

(72)  v^-Tc'-^^^^'%% 

^    ^  r   ds  ds  dt  dt 

Diese  beiden  Formeln  sind  äusserlich  nahe  gleich  einfach;  benatzt 
man  sie  aber  zu  Rechnungen,  indem  man  aus  ihnen  die  Kraft- 
componenten  zu  bestimmen  sucht,  so  findet  man,  dass  für  diese 
aus  der  ersteren  Formel  viel  einfachere  Ausdrücke  entstehen,  als 
aus  der  letzteren,  und  man  wird  also,  wenn  man  dasjenige  Kraft- 
gesetz erhalten  will,  welches,  während  es  allen  bis  jetzt  bekannten 
Erscheinungen  entspricht,  zugleich  möglichst  einfach  ist,  ti  =  0 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ü  =  0  zu  setzen  haben. 

Da  der  Ausdruck  des  electrodynamischen  Potentials  kürzer 
und  übersichtlicher  ist,  als  diejenigen  der  Kraftcomponenten,  so 
ist  er  ganz  besonders  dazu  geeignet,  die  verschiedenen  bis  jetzt 
aufgestellten  electrodynamischen  Grundgesetze  (mit  Ausnahme  des 
6  au  SS 'sehen,  welches  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie 
nicht  genügt)  unter  einander  zu  vergleichen,  und  es  möge  hier 
eine  Zusammenstellung  der  Art  Platz  finden.  Die  zur  Bestimmung 
des  electrodynamischen  Potentials  dienende  Gleichung  ist 
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1)  nach  Weber  i): 

r  —  _  1  ^^  /rfry 
c»   r  \dt) ' 

2)  nach  Riemann '): 
3)  nach  den  von  mir  ausgeführten  Entwickelungen 

a)  in  allgemeinster  Form: 

'^  ~       ^^  V2r  8s  8s'  "•"  8s  8s7  dt  dt ' 
6)  in  vereinfachter  Form: 

F  —  —    p'  /^ A.  8»  (r')    ,    ,      8«r  \  ds  ds^ 
^^  \2r  8s  8s'  ■^'  '  8s  8s'/  d<  d^  ' 
c)  in  einfachster  und  daher  wahrscheinlichster  Form: 

y_  _  ,  ee'  d^r^)  ds  ds! 
^  2r  dsds'  dt  dt' 

Dem  letzten  Ausdrucke  kann  man  auch  folgende  Gestalt  geben: 
(lö)  K_yt  —  ^^^-h^^-t-^^^, 

oder,  wenn  man  mit  v  und  t;'  die  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Electricitätstheilchen  und  mit  £  den  Winkel  zwischen  ihren  Bewe- 
gungsrichtungen bezeichnet: 

(74)  V  =  Je  —  vv'  cos  «. 


§.  14.    Ableitung  der  Kraftcomponenten  aus  dem 

Potential. 

Um  nun  aus  dem  electrostatischen  und  electrodynamischen 
Potential  wiederum  die  Kraftcomponenten  abzuleiten,  hat  man 
Gleichungen  anzuwenden,  in  denen  das  electrodynamische  Potential 
in  derselben  Weise  vorkommt,  wie  in  den  auf  allgemeine  Coordi- 
naten  bezüglichen  mechanischen  Grundgleichungen  von  Lagrange 


^)    Pofirar-    Ann.  Jubelband  S.  212. 

^    Schwere,  Electricitat  und  Magnetismns,  nach  den  Vorlesungen  von 
fiernh.  Riemann  bearbeitet  von  Hattendorlff,  Hannover  1876,  S.  826. 
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die  lebendige  Kraft  Für  die  in  die  a;-Richtung  fallende  Gompo- 
nente  der  Kraft,  welche  das  Theilchen  e  erleidet,  lautet  die 
Gleichung : 


(75) 


Xee>  =  8(^-^-4 


dx 


dt 


©■ 


Hierin  hat  man  für  U  und  V  die  unter  (67)  und  (68)  gege- 
benen Ausdräcke  einzusetzen.  Aus  dem  ersteren  erhält  man 
einfach : 


(76) 


o    1 

dU_    iT 


Den  letzteren,  welcher  bei  der  Differentiation  ab  Function  der 
sechs  Goordinaten  und  der  sechs  Geschwindigkeitscomponenten  zu 
behandeln  ist,  wollen  wir  so  umformen,  dass  die  Geschwindigkeits- 
componenten explidte  in  ihm  vorkommen.  Der  Bequemlichkeit 
wegen  wollen  wir  dabei  V  in  zwei  Theile  zerlegen,  indem  wir 
setzen: 


(77) 


V=V^+V,, 


worin  Fi  und  Fj  folgende  Bedeutungen  haben: 
^  ~        2r   8s  8s'  dt  dt 


/dxdj^.dydj^.ded^ 
\dt   dt  ^  dt  dt^ 


hetf  (dx  dstf 
dt 


dt  dtr 


Vi—  —  e^ 


d*B  dsds/ 


dsds^  dt  dt 


=  — cc' 


d^R  dxdcd       8».B  dxdrf  .    d'R  dx  ds^^ 
dxds^dt  dt  '^dxdy'  dt  dt  ~^dxd7  dt  dt 

■     d*R  dydaf  .    8«E    dydif  ■    8«JB  dy  dt/ 
"^  8y8a;'  dt  dt  "^aySy*  dt  dt  '^dydi/  dt  dt 

,     d^B  de  da!  ,    8«.B  dsd^   ■     8»JR    d»dil 


dzdxfdt  dt    *  dedy'  dt  dt 
Dann  erhalten  wir  für  den  ersten  Theil: 


d0ds^  dt  dt 


Neues  electrodynamisches  Grundgesetz.         279 


(78) 


Hl 


=  Jceef 


r  /dx  do^     I    ^  ^   I    ^  ^\ 
t  \dt   dt    '^  dt   dt  '^  dt  dt) 


dx 


7^1 
h      /  r  8«(r»)  ds  ds' 

2         8»  88  88*  dt  dt ' 


1^ 
^  dx 

at 


r     dt' 


(79) 


und  für  den  zweiten  Theil  erhalten  wir: 

8«    ~~       **  dx\dsds'dt  dtj' 


(80) 


8F, 

„da; 

^di 


=  —  ee'( 


d*B  daf   ,     8»JB    dy    ,     8»iJ   d^ 


dxdaf  dt  "■    8a;8y'  d«  "^ 


8a;8«'  dt 


~  dx  ydaf  dt  ■+*  Öy'  d^  "•"  8^'  d^j 


=  —  ee^ 


d^/dR  ds' 

dx 


/dB  d8'\ 
V0s'  dt)' 


A 
dt 


8Fa 

.  d£ 

d? 


was  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

dt 


(: 


da; 
dF 


=  —  ee' 


dx 


\dt  \ds'  dt)\ 


oder  endlich 


(«^)    ^ 


d    /8F, 


i 


8 


da; 


=  —  ee' 


r  8«Ji   ds  ds;    ,    0^  /ds;Y 
L8s8s'  d^  d^  ■^Ss'nd^y 


8a;  L8s8s 


dt 


dB  d^s'' 


+  87  dt^\ 

Setzt  man  nun  die  unter  (76),  (78),  (79),  (80)  und  (81)  gege- 
benen Ausdrücke  in  die  Gleichung  (75)  ein,  nachdem  man  in  der 
letzteren  V  durch  Vi  +  Fj  ersetzt  hat,  so  erhält  man : 
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8«  L    +  2   8i07  <Zt  dd  dt  \r  dt) 

"•"8«  Lös'*  \dt)  ^~  8s'  dt»J' 
welches  die  oben  unter  (66)  gegebene  Gleichung  ist 

Die  Rechnung  vereinfacht  sich  offenbar  sehr,  wenn  man  för 
Jß  den  Werth  NuU  annimmt,  welcher  in  §.  18  als  der  wahrschein- 
lichste bezeichnet  wurde.    Dann  erhält  man: 

8l 


(82) 


dx\'^2d8d^dtdi)        dt\r  dt) 


8l 


_^[i  _j,{'dxdo^,dyd£.dgdAr\_,d^nd3^\ 

~     dxi         Kdtdt'^dt  dt'^dt  dt)\       dt\r  dt ) 


8l 


In  dieser  Form  habe  ich  die  Gleichung,  welche  zur  Bestmimung 
der  in  eine  Goordinatenrichtung  fallenden  Kraftcomponente  dient, 
und  sich  natürlich  für  die  beiden  anderen  Coordinatenrichtungen 
auf  entsprechende  Art  bilden  lasst,  zuerst  in  einer  Mittheilnng 
vom  Februar  1876  aufgestellt 


§•  15.    Kraftgesetz  für  Stromelemente. 

Will  man  die  rc-Gomponente  der  Kraft  bestimmen,  welche  ein 
Stromelement  ds  von  einem  Stromelemente  ds'  erleidet,  so  hat 
man  die  unter  (66)  gegebene  Gleichung  auf  folgende  vier  Combi- 
nationen  von  je  zwei  Electricitätsmengen  anzuwenden:  hd$  und 
h!  ds\hds  und  ^h'ds\  —hds  und  A'ds'j — hds  und — h'ds\ 
indem  man  dabei  hds  und  h'ds!  als  bewegt,  dagegen  —hds  und 
--  h'  ds'  als  ruhend  betrachtet.  Von  den  dadurch  erhaltenen  vier 
Ausdrücken  hat  man  die  algebraische  Summe  zu  nehmen.  Man 
gelangt  dadurch  für  die  gesuchte  Kraftcomponente  zu  dem 
Ausdrucke : 

hh'dsds'kf-^^-^^^^-^  ^^\  ^  ^ 


i 
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Bezeichnet  man  die  Stromintensität,  d.  h.  die  während  der 

Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  fliessende  Electricitätsmenge, 

für  die  beiden  Ströme  mit  i  imd  i\  indem   man  sich  dabei  die 

Electricitätsmenge  nach  demselben  mechanischen  Maasse  gemessen 

denkt,  welches  in  allen  obigen  Gleichungen  angewandt  ist,  so  kann 

ds  d^ 

man  %  und  i'  an  die  Stelle  der  Producte  h  37  und  h'  -yr  setzen, 

dt  dt 

und  erhält  dann   für  die  :r-Componente  der  Kraft,  welche  das 

Stromelement    ds   von    dem   Stromelemente   ds'    erleidet,    den 

Ausdruck: 


In  diesem  Ausdrucke  kommt  die  unbestimmte  Function  R 
nicht  vor,  sondern  sie  hat  sich  bei  der  Bildung  der  oben  erwähnten 
Summe  fortgehoben.  Wir  haben  also  für  die  in  eine  gegebene 
Richtung  fallende  Componente  der  Kraft,  welche  ein  Stromelement 
Yon  einem  andern  erleidet,  einen  vollkommen  bestimmten  Ausdruck 
gewonnen,  von  dem  wir  sagen  dürfen,  dass  er  der  einzige  ist, 
welcher  sich  mit  den  beiden  Annahmen,  dass  nur  Eine  Electricität 
im  festen  Leiter  beweglich  sei,  und  dass  die  gegenseitigen  Ein- 
wirkungen zweier  Electricitätstheilchen  für  sich  allein  dem  Princip 
von  der  Erhaltung  der  Energie  genügen,  yereinigen  lässt. 

Einen  hiermit  vollständig  übereinstimmenden  Ausdruck  für 
die  von  einem  Stromelemente  auf  ein  anderes  ausgeübte  Kraft 
hat  H.  Grassmann  schon  im  Jahre  1845  (Poggendorff's  Annalen 
Bd.  64,  S.  1)  aus  sehr  sinnreichen  Betrachtimgen  ganz  anderer 
Art  abgeleitet,  worin  eine  erfreuliche  Bestätigung  unserer  oben 
ausgeführten  Entwickelungen  liegt. 


ABSCHNITT  X. 


Anwendung  des  neuen  eleotrodynamisolien  Qnmdge- 
setzes  auf  die  zwischen  linearen  Strömen  und  Lei- 
tern stattfindende  ponderomotorisolien  und  electro- 
motorisclien  Kräfte. 

§.  1.    UnterBcheidende  Eigenthümlichkeiten  des 

neuen  Grundgesetzes. 

Im  Yorigen  Abschnitte  ist  für  die  gegenseitige  Einwirkung 
zweier  bewegter  Electricitätstheilchen  ein  neues  Grundgesetz  abge- 
leitet, welches  sich  von  den  früher  aufgestellten  sehr  wesentlich 
unterscheidet  Dieser  Unterschied  ist  in  §.  13  des  vorigen  Ab- 
schnittes schon  einmal  dadurch  ersichtlich  gemacht,  dass  die  den 
yerschiedenen  Gesetzen  entsprechenden  Formeln  des  electrodyna- 
mischen  Potentials  zusammengestellt  sind;  es  wird  aber  nicht 
unzweckmässig  sein,  diese  Yergleichung  hier  noch  einmal  unter 
einem  besonderen  Gesichtspuncte  vorzunehmen. 

Wenn  zwei  Puncto  sich  bewegen ,  so  kann  man  bekanntlich 

ausser  den  absoluten  Bewegungen  der  beiden  einzelnen  Puncte 

auch  die  relative  Bewegung  beider  Puncte  zusammen  betrachten. 

Unter  der  Bezeichnung  relativer  Bewegung  werden  abef  noch 

zwei   wesentlich  von   einander  verschiedene  Begriffe  verstanden« 

Seien  a:,  y,  a  und  a/,  y',  jer'  die   rechtwinkligen  Coordinaten  der 

,    .,       T>      X  j        dx     dy     dz       :.  doi     drf     dsf    ,. 

beiden  Puncte,  so    daas  ^,   gf ,   ^  und  -jj-,  -^,    ^  die 
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Geschwindigkeits-Gomponenten  der  beiden  absoluten  Bewegungen 
darstellen,  dann  sind 

dt        dt'    dt        dt'    dt        dt 

die  Geschwindigkeits-Gomponenten  der  relativen  Bewegung  im 
gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes.  Ausserdem  wird  aber  von  manchen 
Autoren,  insbesondere  von  W.  Weber,  die  relative  Bewegung 
auch  so  aufgefasst,  dass  darunter  nur  die  Zu-  oder  Abnahme  der 
gegenseitigen  Entfernung  der  beiden  Puncte^ verstanden,  und  dass 
daher,  wenn  r  ihre  Entfernung  zur  Zeit  t  bedeutet,  die  relative 

dr 

Geschwindigkeit  durch  jr  dargestellt  wird.     Um    diese  letztere 

relative  Geschwindigkeit  durch  die  Gomponenten  der  absoluten 
Geschwindigkeiten  auszudrücken,  hat  man  die  Gleichung 

nach  t  zu  differentüren,  wodurch  man  erhält: 


+ (-  ^)  ir,  -  m 


Die  drei  von  Weber,  Riem^nn  und  mir  für  das  electrody- 
namische  Potential  zweier  bewegter  Electricitätstheilchen  auf 
einander  aufgestellten  Formeln  unterscheiden  sich  nun  wesentlich 
dadurch  von  einander,  dass  die  eine  oder  die  andere  Art  von 
relativer  Geschwindigkeit  oder  die  absoluten  Geschwindigkeiten 
in  ihnen  vorkommen. 

In  der  Web  er' sehen  Formel  kommt  die  relative  Geschwindig- 
keit der  letzten  Art  vor,  indem  die  Formel  lautet : 

dr 

Setzt  man  hierin  für  -77  den  obigen  Ausdruck  ein,  so  geht 

die  Formel  über  in: 

(2.)  r=-  l.^f[(«-^)(^-f)+(,-^(|-f ) 


+<'-<,-'^] 
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In  der  Riemann' sehen  Formel   kommt    die   relative   Ge- 
schwindigkeit der  ersten  Art  vor,  indem  sie  lautet: 

^  \dt        dt)  J 

In  meiner  Formel  endlich  kommen  die  Gomponenten  der  abso* 
luten  Geschwindigkeiten  vor,  indem  sie  lautet: 

W  ^  —  '^  r   \dt  dt'^di  dt'^dt  dt)' 

Eine  Vergleichung  der  drei  Formeln  (2  a) ,  (3)  und  (4)  lässt 

sofort  erkennen,   dass    für  die  absoluten  Geschwindigkeiten  die 

letzte  Formel  bedeutend  einfacher  ist,  als  die  beiden  ersten,  indem 

dos    dfi  dss 

sie  sowohl  in  Bezug  auf  -tt'  -jr  und  -«r-)  als  auch  in  Bezug 

daf     di/  d^ 

auf  -=7-1  -^  und  -^  homogen  vom  ersten  Grade  ist,  während 

die  beiden  ersten  Foimeln  die  einzelnen  Geschwindigkeits-Compo- 
nenten  auch  quadratisch  enthalten.  Dieser  Umstand  trägt  sehr 
wesentlich  zur  Vereinfachung  aller  mit  dem  Potential  anzustellenden 
Rechnungen  bei,  und  mit  ihm  hängt  auch  der  Vorzug  zusammen, 
auf  welchen  ich  das  Hauptgewicht  legen  muss,  nämlich  dass  das 
durch  meine  Formel  ausgedrückte  Krafbgesetz  allgemeiner  zulässig 
ist,  als  die  beiden  anderen. 

Die  von  Weber  und  Riemann  aufgestellten  Eraftgesetze 
stehen,  wie  zu  Anfang  des  vorigen  Abschnittes  nachgewiesen  ist, 
nur  dann  mit  der  Erfahrung  im  Einklänge,  wenn  man  die  specielle 
Voraussetzung  macht,  dass  ein  galvanischer  Strom  aus  zwei 
gleichen  und  entgegengesetzten  Strömen  von  positiver  und  nega- 
tiver Electricität  bestehe.  Anders  das  von  mir  aufgestellte  Gesetz. 
Bei  der  im  vorigen  Abschnitte  ausgeführten  Ableitung  desselben 
habe  ich  zwar  der  Einfachheit  wegen  auch  eine  specielle  Voraus- 
setzung über  die  Art  der  Electricitätsbewegung  in  festen  Leitern 
gemacht,  nämlich  die,  dass  nur  die  positive  Electricität  ströme, 
während  die  negative  Electricität  fest  an  den  ponderablen  Atomen 
hafte.  Es  wurde  aber  schon  dort  in  §.  11  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Zulässigkeit  des  gewonnenen  Ausdruckes  nicht  auf  den 
Fall,  wo  nur  Eine  Electricität  als  strömend  vorausgesetzt  wird, 
beschränkt  ist,  sondern  dass  er  auch  dann  zulässig  bleibt,  wenn 
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man  annimmt,  der  galvanische  Strom  bestehe  aus  zwei  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  gehenden  Strömen  von  positiver  und 
negativer  Electricität,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  man  diese 
beiden  Ströme  ihrer  Stärke  nach  als  gleich  oder  als  verschieden 
annimmt.  In  der  That  kann  man  sich  auch  leicht  davon  über- 
zeugen, dass  alle  Erfahrungssätze,  welche  im  vorigen  Abschnitte 
der  Entwickelung  zu  Grunde  gelegt  wurden,  auch  dann  erfüllt 
bleiben,  wenn  man  den  gewonnenen  Kraftausdruck  auf  eine 
Combination  von  zwei  entgegengesetzten  Strömen  von  positiver 
und  negativer  Electricität,  deren  Intensitäten  beliebig  sind,  an- 
wendet. 

Diese  grössere  Allgemeinheit  der  Zulässigkeit  meiner  Formel 
ist  sehr  wichtig.  Wenn  man  sich  nämlich  auch ,  wie  ich  es  thue, 
der  von  G.  Neumann  gemachten  Voraussetzung  anschliesst,  dass 
die  negative  Electricität  fest  an  den  ponderablen  Atomen  hafte,  so 
ist  damit  doch  nur  für  diejenigen  Leiter,  welche  die  Electricität 
ohne  Mitbewegung  der  Atome  leiten,  das  Strömen  der  negativen 
Electricität  ausgeschlossen.  Bei  den  electrolytischen  Leitern 
dagegen,  bei  denen  die  Electridtätsleitung  durch  Bewegung  der 
positiv  und  negativ  electrischen  Molecültheile  vermittelt  wird, 
muss  man  für  die  entgegengesetzt  electrischen  Molecültheile  auch 
entgegengesetzt  gerichtete  Bewegungen  annehmen,  die  aber  wegen 
der  verschiedenen  Beweglichkeit  der  verschiedenen  Molecültheile 
nicht  mit  gleicher  Geschwindigkeit  stattzufinden  brauchen.  Daraus 
folgt,  dass  ein  Kraftgesetz,  dessen  Zulässigkeit  an  eine  ganz  be- 
stimmte Voraussetzung  über  die  Bewegung  der  negativen  Electri- 
cität geknüpft  ist  (sei  es  die,  dass  die  negative  Electricität  sich 
eben  so  schnell  bewege,  wie  die  positive,  oder  die,  dass  sie  sich 
gar  nicht  bewege),  nicht  auf  alle  galvanischen  Ströme  in  metalli- 
schen und  electrolytischen  Leitern  angewandt  werden  darf,  sondern 
dass  dieses  nur  mit  einem  Kraftgesetze  geschehen  darf,  dessen 
Zulässigkeit  davon,  ob  imd  wie  schnell  die  negative  Electricität 
sich  bewegt,  unabhängig  ist. 

Wir  wollen  dahor  in  den  folgenden  allgemeinen  Entwicke- 
lungen  nicht  nur  für  die  positive ,  sondern  auch  für  die  negative 
Electricität  eine  Strömungsbewegung  in  Rechnung  bringen,  wollen 
aber  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  der  beiden  Electrici- 
täten  unbestimmt  lassen,  indem  wir  zwei  verschiedene  Zeichen 
für  die  beiden  Geschwindigkeiten  einführen,  denen  wir  nachträglich 
beliebige  Werthe  geben  können.    Dann   können   wir  für  jeden 
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electroljtischen  Leiter  das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindig- 
keiten so  annehmen,  wie  es  der  Natur  des  Leiters  entspricht,  und 
für  metallische  Leiter  können  wir,  gemäss  der  Neumann'schen 
Vorstellung,  die  Geschwindigkeit  der  negativen  Electridtät  gleich 
Null  setzen.  Ja  man  könnte  auch,  wenn  man  sich  der  Web  er' sehen 
Vorstellung  anschliessen  wollte,  für  die  metallischen  Leiter  die 
Geschwindigkeit  der  negativen  Electridtät  gleich  der  der  positiven 
setzen.  Die  auf  diese  Weise  abgeleiteten  Gleichungen  haben  also 
den  Vorzug,  dass  sie  den  verschiedenen  Arten  von  Leitern  und 
den  verschiedenen  Vorstellungsweisen  über  die  Electridtäts- 
bewegung  gleich  gut  angepasst  werden  können. 


§.  2.    Anwendung  des  neuen  Grundgesetzes  auf  die  in 
bewegten  linearen  Leitern  strömenden 

Electricitäten. 

Es  möge  nun  das  neue  Grundgesetz  dazu  angewandt  werden, 
die  zwischen  zwei  linearen  Strömen  stattfindenden  ponderomotoii- 
schen  Kräfte  und  die  von  einem  linearen  Strome  auf  einen  linearen 
Leiter  ausgeübten  Inductionswirkungen  zu  bestimmen. 

Nach  diesem  Gesetze  gilt,  wenn  'Ked  die  :z;-Gomponente  der 
Kraft  darstellt,  welche  ein  zur  Zeit  i  im  Puncto  ^,  y,  e  befindUches 
bewegtes  Electridtätstheilchen  e  von  einem  anderen  um  die 
Strecke  r  von  ihm  entfernten,  im  Puncto  ri/,  y',  if  befindlichen 
bewegten  Electridtätstheilchen  ^  erlddet,  folgende  Gldchung: 

gl 
(K\       IT—  ^  Fl       1.  f^^  ^^   xdydif.   dz  dtfW 


^  dt  \r  dt) 


Um  diese  Gleichung  xmd  ebenso  auch  die  weiter  unten 
folgenden,  aus  ihr  abgeldteten  Gleichungen  bequemer  schrdben 
zu  können,  wollen  wir  ein  Summenzeichen  von  eigenthümlicher 
Bedeutung  einführen.  Wenn  nämUch  eine  Summe  aus  drd 
Gliedern  besteht,  welche  sich  auf  die  drei  Goordinatenrichtungen 
beziehen,  im  Uebrigen  aber  unter  einander  gleich  sind,  so  vrollen 
wir  nur  das  auf  die  a;-Bichtung  bezügliche  Glied  wirklich  hin- 
schreiben und  das  Vorhandensein  der  bdden  anderen  durdi  das 
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Snmmenzeichen  andeuten,  wie  ans  nachstehender  Gleichung  zu 
ersehen  ist: 

Sdxdo^ dx  daf    .    dy  dy'   .   dz  ägf 
dt  dt  ~  dt   dt  '^  dt   dt  "^  dt  dt' 

Dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(5.)  x=-'J(i-.s^^^-'.4(7'^- 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  auf  die  in  zwei  linearen 
Leitern  strömenden  Electridtäten  anwenden.  Es  mögen  also  zwei 
von  galvanischen  Strömen  durchflossene  Leiter  s  und  sf  gegeben 
sein,  welche  sich  bewegen  können  und  deren  Stromintensitäten 
veränderlich  sein  können.  In  einem  Leiterelemente  ds  denken 
wir  uns  gleiche  Mengen  von  positiver  und  negativer  Electricität 
enthalten,  welche  wir  mit  hds  und  —  hds  bezeichnen  wollen. 
Die  positive  Electricität  habe  die  Strömungsgeschwindigkeit  c  nach 
der  Seite,  nach  welcher  wir  die  Bogenlänge  s  als  wachsend  be- 
trachten, und  die  negative  Electricität  habe  eine  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  gehende  Strömungsgeschwindigkeit,  welche 
wir  mit  —  Ci  bezeichnen  wollen.  Ebenso  bezeichnen  wir  die  in 
einem  Leiterelemente  ds'  enthaltenen  Electricitätsmengen  mit 
h'ds'  und  —  h'ds'  und  ihre  Strömungsgeschwindigkeiten  mit  c'  und 

Richten  wir  :iun  zunächst  unsere  Aufmerksamkeit  auf  irgend 
zwei  in  den  beiden  Leitern  sich  bewegende  Electricitätstheilchen, 
welche  sich  zur  Zeit  t  in  den  Puncten  a;,  y,  0  und  a/,  y',  jer'  und  im 
gegenseitigen  Abstände  r  befinden,  so  hat  jedes  dieser  Electricitäts- 
theilchen ausser  seiner  Bewegung  im  Leiter,  welche  wir  kurz  die 
Strömungsbewegung  nennen  und  deren  Geschwindigkeit  wir, 
wie  oben  bei  der  positiven  Electricität^  beim  einen  mit  c  und  beim 
anderen  mit  &  bezeichnen  woUen,  noch  dadurch  eine  weitere 
Bewegung,  dass  der  Leiter  selbst  sich  bewegt  um  die  Antheile, 
welche  die  beiden  Bewegungen  an  der  Veränderung  der  Goordinaten 
und  des  Abstandes  haben ,  von  einander  unterscheiden  zu  können, 
wollen  wir  folgende  Bezeichnungsweise  einfuhren. 

Die  Goordinaten  eines  in  einem  der  Leiter  festen  Punctes 
betrachten  wir  einfach  als  Functionen  der  Zeit  f ,  die  Goordinaten 
des  im  Leiter  $  strömenden  Electricitätstheilchens  dagegen  denken 
wir  uns  als  Functionen  von  t  und  8  dargestellt,  und  betrachten 


n 
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dabei  s  selbst  wieder  als  Function  von  i.  Demnach  ist  für  die 
Coordinate  x  des  Electricitätstheilchens  der  vollständige  Differen- 
tialcoefficient  nach  ^  so  zu  schreiben: 

Ax 8a;  ^^  8a;  As 

rfiT  ■"  8?    ''  8i  5?' 

oder,  wenn  wir  für  den  die  Strömungsgeschwindigkeit  darstellen- 

äs 
den  Differentialcoefßcienten  -jr  das  oben  eingeführte  Zeichen  c  an- 
wenden: 
,^.  dx       dx   ,      8a; 

Ebenso  gilt  für  das  im  Leiter  s'  mit  der  Geschwindigkeit  cf  strömende 
Theilchen  die  Gleichung: 

^^^  dt—dt^^  ds' 

Entsprechende  Gleichxmgen  sind  natürlich  auch  für  die  beiden 
anderen  Goordinatenrichtungen  zu  bilden. 

Der  Abstand  r  der  beiden  Electricitätstheilchen  von  einander 
hängt  wegen  der  Bewegung  der  beiden  Leiter  unmittelbar  von  f, 
und  wegen  der  Bewegung  der  Electricitätstheilchen  in  den  Leitern 
von  s  und  s^  und  dadurch  mittelbar  von  t  ab.     Der  vollständige 

Differentialcoeffident  von  -  nach  t  lautet  daher: 

r 

Wegen  der  in  der  Gleichung  (5  a)  vorkommenden  zweiten 
Differentiation  nach  t  müssen  wir  unser  Augenmerk  auch  noch 
auf  das  Verhalten  der  Geschwindigkeiten  c  und  c'  richten.  Bei 
einem  galvanischen  Strome  kann  die  Geschwindigkeit  der  strö- 
menden Electricitäten  sich  an  jeder  Stelle  des  Leiters  mit  der 
Zeit  ändern,  weil  die  Intensität  des  Stromes  veränderlich  sein 
kann,  und  ausserdem  können,  falls  der  Leiter  in  Bezug  auf  Quer- 
schnitt imd  Stoff  nicht  überall  gleich  ist,  die  Geschwindigkeiten 
an  verschiedenen  Stellen  des  Leiters  verschieden  sein.  Wenn  wir 
nun  dem  entsprechend  bei  unserem  zur  Betrachtung  ausgewählten, 
im  Leiter  s  sich  bewegenden  Electricitätstheilchen  die  Strömlings* 
geschwindigkeit  c  als  Function  von  t  und  s  behandeln,  so  haben 
wir  zu  setzen : 
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^Qv  de ^^   i_     8^ 

und  ebenso  für   das  im  Leiter  s'   sich  bewegende  Electricitäts- 
theilchen: 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  über  die  Behandlung  der  in 
Betracht  kommenden  Grössen  wollen  wir  die  Kraft  bestimmen, 
welche  ein  Stromelement  ds^  auf  eine  in  einem  Puncte 
concentrirt  gedachte  Electricitätseinheit  ausüben 
würde,  wenn  diese  mit  der  Geschwindigkeit  c  im  Leiter 
s  strömte. 

Zunächst  möge  die  Kraft  bestimmt  werden,  welche  die  in  dem 
Elemente  enthaltene  positive  Electricitätsmenge  Ä'ds',  die  mit 
der  Geschwindigkeit  c'  strömt,  auf  jene  Electricitätseinheit  ausüben 
würde.  Die  aj-Componente  dieser  Kraft  wird  durch  das  Product 
h'ds'  X  dargestellt,  in  welchem  für  X  der  unter  (5a)  gegebene 
Ausdruck  zu  setzen  ist,  wodurch  kommt: 

Hierin  müssen  wir  das  letzte  Glied  etwas  näher  betrachten. 

1  dx' 
Die  Grösse  -  -^i  welche  durch  Einsetzung  des  in  (7)  gegebenen 

dstf 
Ausdruckes  von  -^r-  die  Form: 

dt 


1  /dx'   ,     .  daf\ 

7  Vw  +  ^  8?; 


erhalt,  ist  als  Function  von  t,  s  und  s'  anzusehen,  und  demgemäss 
ist  die  angedeutete  vollständige  Differentiation  nach  t  so  auszu- 
führen: 

dt  \r  dt)~  dt  \r   dtj'^^ds  \r  dt)    '8s'  \r   dt)' 

Diese  Gleichung  möge  mit  V  multiplidrt  und  dann  das  letzte 
Glied  in  folgender  Weise  umgeformt  werden: 

ds'\r   dt)~ds'\r     dt)        r   dt      8s' 
Zugleich  möge  bei  der  im  vorletzten  Gliede  angedeuteten  Differen- 

Olansias,  mech.  W&rmetheorie.  n.  ][9 
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tiation    berücksichtigt  werden,   dass   nur  r  von  $  abhängig  ist 
Dann  kommt: 

gl 


Der  hierin  vorkommende  Differentialcoefficient     \^»     lässt  sich 

OS 

durch  einen  anderen  ersetzen.  Das  Leiterelement  ds'  ist  von 
zwei  Querschnitten  des  Leiters  begrenzt,  welche  sich  an  den  durch 
die  Bogenlängen  s'  und  s'  -f*  ^^'  bestimmten  Stellen  befinden. 
Durch  den  ersten  Querschnitt  strömt  während  der  Zeit  dt  die 
Menge  K  ddt  von  positiver  Electricität  in  das  Element  hinein. 
Durch  den  zweiten  Querschnitt  strömt  die  Menge 

8(ÄV) 


(»V  +  ?^  äÄ  m 


aus  dem  Elemente  heraus.  Die  während  der  Zeit  äi  stattfindende 
Zunahme  der  in  dem  Elemente  enthaltenen  positiven  Electricitäts- 
menge  ist  also: 

Eben  diese  Zunahme  wird  aber  andererseits  durch: 
dargestellt,  und  man  erhält  somit  die  Gleichung : 


(12) 


8s'     ■"       dt  ' 


und  dadurch  geht  die  Gleichung  (11)  über  in: 


al 


'^  dt\r  d«;  —  *  8«  V*-  5r/  "T"  *  *  "87  HT  "•"  8?  \~r  m) 

"•"  r   d«  8«  ■ 

Hierin  lässt  sich  an  der  rechten  Seite  das  erste  und  letzte  Glied 
in  eines  zusammenziehen,  so  dass  die  Gldchung  lautet: 
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0i 


^^^>  *  5?  Vr  dF;  =  8?  Vr  W  +  *  '  "87  ST  +  87 Vt  dFJ- 

Durch  Einsetzung   dieses  Werthes  in  das  letzte  Glied  des 
obigen  Ausdruckes  der  Eraftcomponente  geht  derselbe  über  in : 


,    , ,       r  da;   ^^ 
"^  *  '^  WdT  "*"  88 


-  e4^  ^] 


Hierin  müssen  wir  nun  endlich  noch  für  -r-  und  -rr  ihre  unter 

dt  dt 

(6)  und  (7)  gegebenen  Werthe  einsetzen,  wodurch  wir  folgenden 

Ausdruck  für  die  ar-Componente  der  von  der  positiven  Electricitäts- 

menge  V  ds'  ausgeübten  Kraft  erhalten : 

-»•''4[--»2Ch+'I7)(i^+^i$)] 


"^"  Ös'  V  f    dt  '^     r     8s7j 


Will  man  femer  die  a;-Gomponente  derjenigen  Kraft  aus- 
drücken, welche  die  in  dem  Elemente  ds'  enthaltene  negative 
Electricitätsmenge  —  Ä'ds'  auf  die  im  Leiter  s  gedachte  Electri- 
citätseinheit  ausüben  würde,  so  hat  man  dazu  im  vorigen  Aus- 
drucke nur  A'  und  d  durch  —  ä'  und  —  (^  zu  ersetzen,  wodurch 
man  erhält: 


""^  88*  \  r     dt  r     ds')\ 


19» 
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Durch  Addition  dieser  beiden  Ausdrücke  erhalten  wir  die 
a:-Componente  der  zu  bestimmenden  Kraft,  welche  das  Strom- 
element  ds'  auf  die  im  Leiter  s  gedachte,  mit  der  Geschwindigkeit 
c  strömende  Electricitätseinheit  ausüben  würde.  Bei  der  Aus- 
führung der  Addition  möge  berücksichtigt  werden,  dass  die  Summe 
K  d  4"  Ä'ci  die  Stromintensität  in  s'  bedeutet,  welche  wir  mit  i' 
bezeichnen  und  in  allen  Theilen  des  Leiters  als  gleich  annehmen 
wollen.  Wenn  wir  dann  noch  unter  Einführung  eines  neuen 
Zeichens  dieselbe  rt;-Gomponente  durch  ids'  darstellen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

r  ai  »1 


_  .,8  /l  dxf  .    d  —  di  8£[\1 


Entsprechend  lauten  natürlich  auch  die  zur  Bestimmung  der  y- 
und  ;?-Gomponente  derselben  Kraft  dienenden  Gleichungen. 


§.  3.    Ponderomotorische  Kraft  zwischen  zwei 

Stromelementen. 

Aus  der  im  vorigen  Paragraphen  bestimmten  Kraft,  welche 
die  im  Leiter  s  gedachte  Electricitätseinheit  von  dem  Strom- 
elemente ds'  erleiden  würde,  können  wir  nun  leicht  auch  die 
Kräfte  ableiten,  welche  die  in  einem  Leiterelemente  ds  wirklich 
enthaltenen  beiden  Electricitätsmengen  hds  und  —  hds  von  dem 
Stromelemente  ds'  erleiden. 

Um  die  a:-Componente  der  Kraft  zu  erhalten,  welche  die 
positive  Electricitätsmenge  hds,  deren  Geschwindigkeit  c  ist, 
erleidet,  brauchen  wir  nur  den  obigen  Ausdruck  von  j  mit  hdsdsf 
zu  multipliciren ,  und  diese  Gomponente  wird  somit  dargestellt 
durch: 


hhdsds^ 


r  al 

L*    dx  24\dt'^^  ds)  ds'        dt  \r  d^J 

Vr   8t  ■•"       r       ds'JJ 


gl 

.,     r  dxf       .,  d 
8»  8?  "  *  8? 
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Um  femer  die  rr-Gomponente  der  Kraft  zu  erhalten,  welche  die 
negative  Electricitätsmenge  —  hds  erleidet,  brauchen  wir  in  dem 
vorigen  Ausdrucke  nur  h  und  c  durch  —  h  und  —  Ci  zu  'ersetzen, 
wodurch  wir  erhalten: 


—  khdsds 


r  ei 

L*    dx  ^  \dt 


^^  ds)  ds!       dt   \r    dsTj 


^7da/ 


,        .,      r  d^        .,    d   /l  da/    , 
'^^'^  'dTd8'~^  ds'Kr  W^       r 

Die  Summe  dieser  beiden  Ausdrücke  bedeutet  die  :E;-Compo- 
nente  der  ponderomotorischen  Kraft,  welche  das  Strom- 
element ds  von  dem  Stromelement  ds^  erleidet.  In  dieser 
Summe  heben  sich  alle  Glieder,  welche  nicht  c  oder  Ci  als  Factor 
haben,  gegenseitig  auf,  und  es  bleibt: 


Jchdsds'  (c  4-  Ci)i' 


.^— ^  dx  dxf 

-2j  ^  ^ 


dx  -^  85  ds'         ds  ds' 

Hierin  kann  man  noch  das  Product  Ä  (c  +  Ci),  welches  die  Strom- 
intensität in  s  bedeutet,  durch  das  Zeichen  %  ersetzen.  Indem 
wir  den  Ausdruck  dann,  unserer  früheren  Bezeichnung  gemäss, 
gleich  ^dsds'  setzen,  erhalten  wir  die  zur  Bestimmung  von  | 
dienende  Gleichung,  zu  welcher  wir  auch  die  entsprechenden  zur 
Bestimmung  von  17  und  g  dienenden  bilden  woUen,  nämlich: 


15) 


I 


—  ***  \dx  ^  8i  ä?  "" 


H  =  Ttii' 


i  =  Mi' 


ds  dsf 


gl 

r  -«^  dx  doi 


dz  -*^  8s  8s' 

Diese  Gleichungen  kann  man  noch  dadurch  umgestalten  dass 
man  für  die  in  ihnen  vorkommende  Summe  andere  gleichbedeu- 
tende Ausdrücke  substituirt.      Aus  der  Gleichung: 

r»  =  (o;  -  a/)»  +  (y  -  yy  +  (^  -  ^)^ 
ergiebt  sich: 
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s 

dsds'  ~  \ds  8s'  "^  8s  8s'  "•"  8s  8s'/  ""  -^  8s  Ss' ' 

Bezeichnet  man  femer,  wie  oben,  den  Winkel  zwischen  den  Rich- 
tungen der  beiden  Stromelemente  ds  und  ds'  mit  (ssT)^  so  ist: 

cos  (««')  =  2  8^8?- 

Infolge  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  der  ersten  der  Glei- 
chungen (15)  folgende  Formen  geben: 

(16)  f  _       Ä»t  ^2  3a,  87ä7  +  8s 

(17)  I  =  kii'  (^  00.  (««')  -  ^  IJ 

und  in  gleicher  Weise  lassen  sich  natürlich  auch  die  beiden  letzten 
der  Gleichungen  (15)  umgestalten. 

In  Bezug  auf  diese  hier  gewonnenen,  und  auch  schon  im 
letzten  Paragraphen  des  vorigen  Abschnittes  aus  einer  weniger 
allgemeinen  Betrachtung  abgeleiteten  Ausdrücke  für  die  Compo- 
nenten  der  ponderomotorischen  Kraft,  welche  das  Stromelement 
ds  von  dem  Stromelemente  ds'  erleidet,  ist  zunächst  zu  bemerken, 
dass  sie  davon,  ob  der  galvanische  Strom  aus  der  Bewegung  nur 
Einer  Electricität  oder  aus  der  Bewegung  beider  Electricitäten 
besteht,  femer  davon,  ob  die  Stromelemente  in  Ruhe  oder  in 
Bewegung  sind,  und  ob  die  Stromintensitäten  in  ihnen  constant 
oder  veränderlich  sind,  nicht  beeinflusst  werden. 

Ihrer  Richtung  nach  unterscheidet  sich  die  durch  diese 
Ausdrücke  bestimmte  Kraft  von  derjenigen,  welche  Ampere  ange- 
nommen hat,  wesentlich  dadurch,  dass  sie  nicht  in  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Stromelemente  fallt. 

Die  durch  den  Mittelpimct  von  ds  gehende  Grerade,  in  welcher 
die  Kraft  wirkt,  lässt  sich  leicht  geometrisch  bestimmen.  Nach 
der  Form  der  obigen  Ausdrücke,  welche  aus  je  zwei  Gliedern 
bestehen,  zerfallt  die  Kraft  in  zwei  Componenten,  von  denen  die 
erste  eine  Anziehung  von  der  Stärke: 

ist,  und  die  zweite  die  Richtung  des  Elementes  ds'  und  die  Stärke: 


r 
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—  hiV  dsds'  -:r—     oder  hii'  ds  ds'  -z  tt- 

hat  Daraus  folgt,  dass  jene  Gerade,  in  welcher  die  Kraft  wirkt, 
in  der  durch  r  und  da  gelegten  Ebene  liegen  muss.  In  dieser 
Ebene  bestimmt  sich  ihre  Richtung  weiter  dadurch,  dass  sie  auf 
dem  Elemente  ds  senkrecht  sein  muss.  Die  in  die  Richtung  des 
Elementes  ds  fallende  Componente  der  Kraft  wird  nämlich  dar- 
gestellt durch: 

und  wenn  man  hierin  für  |,  17,  {;  die  unter  (15)  gegebenen  Aus- 
drücke einsetzt,  und  dabei  die  Gleichung: 

al^       ^l^       ,1^       ai 

dx   ds  "^  "äy"  Fs    '     8;sr   8s  ~  3s 

berücksichtigt,  so  hebt  sich  Alles  auf  und  der  Ausdruck  wird 
Null,  woraus  folgt,  dass  die  Straft  nur  auf  dem  Elemente  senkrecht 
sein  kann. 

Ein  anderer  wesentlicher  Punct,  in  welchem  die  aus  dem  neuen 
Grundgesetze  abgeleitete  Kraft  von  der  Ampere^schen  abweicht, 
ist  folgender.  Wenn  die  beiden  Stromelemente  so  gerichtet  sind, 
dass  sie  mit  ihrer  Verbindungslinie  zusammenfallen,  so  würden  sie 
nach  der  Ampere^ sehen  Formel  eine  Abstossung  oder  Anziehung 
auf  einander  ausüben,  je  nachdem  die  Ströme  im  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinne  stattfinden.  Nach  den  obigen  Formeln  dage- 
gen ist  für  diesen  Fall  die  Kraft  gleich  Null.  Ich  glaube  nicht,  dass 
irgend  eine  erfahrungsmässig  feststehende  Thatsache  dem  letzteren 
Resultate  widerspricht  Man  betrachtet  zwar  gewöhnlich  die  Bewe- 
gung, welche  ein  auf  zwei  mit  Quecksilber  gefüllte  parallele  Rinnen 
gesetzter  metallischer  Schwimmer  beim  Durchgange  eines  galvani- 
schen Stromes  annimmt,  als  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des 
aus  der  Ampere'schen  Formel  abgeleiteten  Ergebnisses;  ein 
solcher  Schluss  scheint  mir  aber  nicht  gerechtfertigt  zu  sein,  da 
diese  Bewegung  sich  auch  auf  andere  Weise  erklären  lässt,  näm- 
lich aus  der  Wirkung,  welche  die  Electricität  beim  Uebergange 
aus  dem  Quecksilber  in  den  festen  Leiter  imd  aus  dem  festen 
Leiter  wieder  in  das  Quecksilber  auf  die  ponderablen  Atome 
ausübt,  und  welche  auch  in  zusammenhängenden  Leitern  bei  der 
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üeberwindimg  des  Leitungswidetsttades  stattfindet,  aber  hier 
keine  sichtbare  Bewegung,  sondern  nur  Wärme  hervorbringen 
kann. 

Zur  weiteren  Vergleichung  unserer  oben  bestimmten  Kraft 
mit  der  von  Ampere  angenommenen  kann  besonders  die  in  Ab- 
schnitt Vin.  unter  (2)  gegebene,  aus  der  Ampere'schen  Formel 
abgeleitete  Gleichung  dienen,  nämlich : 


■>-i'Ä+wi^-'4i 


i  =  hü' 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  unter  (17)  gegebenen 
nur  durch  das  letzte  Glied.  Da  dieses  Glied  ein  Differentialcoeffi- 
cient  nach  s'  ist,  so  giebt  es  bei  der  Integration  über  einen  ge- 
schlossenen Strom  s'  oder  auch  über  ein  beUebiges  System  von 
geschlossenen  Strömen  den  Werth  NulL  Daraus  folgt,  dass  in 
allen  Fällen,  wo  es  sich  um  die  von  geschlossenen  Strömen  (zn 
denen  auch  Magnete  zu  rechnen  sind),  ausgeübten  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  handelt,  die  aus  der  Ampere^schen  Formel  abge- 
leiteten Resultate  mit  den  aus  dem  neuen  Grundgesetze  sich  erge- 
benden übereinstimmen. 


§.  4.    Bestimmung  der  inducirten  electromotorischen 

Kraft. 

Wir  kehren  nun  zurück  zu  der  Gleichung  (14),  nämlich: 

^  —  '^V  ^  ^Kdt^^ds)  ds'      dt  \r  0s7     ^*  öF  a? 


*  8s'  \r  dt  '^      r       ds'Jj 


Die  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Grösse  j  ist  dadurch  definirt, 
dass  das  Product  %ds'  die  a:-Componente  der  Kraft  darstellt,  welche 
eine  im  Leiter  s  gedachte,  mit  der  Geschwindigkeit  t  strömende 
Electricitätseinheit  von  dem  Stromelemente  ds*  erleiden  würde. 
Bezeichnet  man  die  y-  und  ;ef-Componente  derselben  Kraft  mit 
tjds'  und  ids\  so  sind  die  Grössen  t)  und  }  natürlich  durch  ganz 
entsprechende  Gleichungen  zu  bestimmen.    Bezeichnet  man  femer 
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die  in  der  Richtung  des  Leiters  s  fallende  Componente  derselben 
Kraft  mit  %ds\  so  gilt  für  ö  die  Gleichung: 

'^^dl  +  '^i  +  iTs' 

Diese  Grösse,  welche  dem  Folgenden  nach  von  c  unabhängig 
ist,  steht  nun  mit  einer  anderen,  um  deren  Bestimmung  es  sich 
im  Folgenden  handelt,  in  unmittelbarer  Beziehung.  Das  Product 
^dsds'  stellt  nämlich  dasjenige  dar,  was  man  die  von  dem 
Stromelemente  ds!  in  dem  Leiterelementa  ds  inducirte 
electromotorische  Kraft  nennt  Bezeichnet  man  also  die  von 
einem  endlichen  Strome  s'  in  einem  endlichen  Leiter  s  inducirte 
electromotorische  Kraft  mit  JE,  und  demgemäss  die  von  dem 
Stromelemente  ds'  in  dem  Leiterelemente  ds  inducirte  electromo- 

torische  Kraft  mit  ^   .  ,  dsds\  so  hat  man  zu  setzen: 

OSÖSi 


dsds' 
Dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

/ION  8«^  8«^      I      u  8»     i  ö^ 

Wenn  man  hierin  für  i  den  oben  angeführten  Ausdruck  und 
für  t)  und  )  die  entsprechenden  Ausdrücke  einsetzt,  so  heben  sich 
die  mit  dem  Factor  e  behafteten  Glieder  gegenseitig  auf,  und  die 
übrigen  geben : 

dsds'^     V    ds  ^  dt  ds'       ^dsdt\r  dsO 

_'•'  A  /"l  X^  ^  ^  4-  ^^gi  ^  ?f?  ^\\ 
*  8g'  \r  2j  ds  dt  "^      r       ^  ds  dsfJJ 

Hierin  kann  man  setzen: 

*    i^s  ^  dt  ds'  "~  *   ds\r  ^  dt  ds!/        r  ^  dtds  ds! 
und  dann  weiter: 

i'  ^  8»a;  daf      ^  8a;  8  /i'  daf\  __        8  /*'  -yt  8«  8aA 
r-^dtdsds'       -^dsdtXr  dsf)~       dt\r  -^  ds  ds')' 
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wodurch  die  obige  Gleichung  übergeht  in : 

^^^^  dldF  —  ^l^diKV^d^d?)'^^  dSKr  Z»  dt  ds'J 

*  8s'  \r  ^  d$  dt  '^      r      ^  ds  ds'/Y 

Dieser  Gleichung  kann  man  noch  etwas  andere  Formen  geben. 
Wenn  dö  und  d&  die  unendlich  kleinen  Bahnen  sind,  welche  die 
Leiterelemente  ds  und  dsf  während  der  Zeit  dt  zurücklegen,  so 
kann  man  setzen: 

dx_d£d6^        ,dj^_dü^d^ 
dt  ""8<J  dt  dt  ""  dö'  dt' 

oder  unter  Einführung  der  Zeichen : 


noch  kürzer: 


d6       ,     .       dö' 

dx  dx       ,  dx^         ,  dxf 


Dadurch  geht  (19)  über  in: 

/om     8«^  _  ,  r       d  /i'  ^^dxdx\,    .,  d  /y  ^^dx  8aA 

^^"^   878?  -  ^  L~  8t  Vr  -^  8^  8?y  +  *  8i  V  ^  8^  8?; 

_  ./  A  //  x^  ?£  ^  j-  ^  —  ^1  ^^'  ^  ^^M 

*  g5'  \r  2j  95  8(5'  -r       r      ^  ds  d7)\ 


Bezeichnet  man  nun  wieder,  wie  früher,  den  Winkel  zwischen  den 
Richtungen  der  beiden  Leiterelemente  ds  und  ds'  mit  (ss'),  und 
femer  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  des  Leiterelementee 
ds  und  des  Bahnelementes  dö'  mit  (s<5'),  sowie  den  zwischen  den 
Richtungen  von  dö  und  ds'  mit  (ös')<i  so  kann  man  die  obigen 
Summen  durch  die  Cosinus  dieser  Winkel  ersetzen,  und  erhält: 

/on    ^'^  _  ^  r      ^  /t^  cos  (ss')\  ,    .,  8  /y  cos  (ös')\ 

^^^^   878?  -  ^  L"  81  V r )  +  '  8^  V       r       ) 

.,  d   (y'  cos  (so')    ,    (cf  —  ci)  cos  (ss')\l 

"" '  8?  V — i= —  + r       )y 

Aus  dieser  unter  (19),  (20)  und  (21)  in  verschiedenen  Formen 
gegebenen  Differentialgleichung  kann  man  durch  Integration  die 
inducirte  electromotorische  Kraft  für  jedes  Stück  des  inducirenden 
Stromes  und  jedes  Stück  des  inducirten  Leiters  berechnen. 

Ist  der  inducirende  Strom  s'  geschlossen,  so  giebt  das  letzte 
Glied  bei  der  Integration  nach  s'  den  Werth  Null,  und  man  erhält: 
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(22)  ^^  =  -  k  l  ni^2i(^  ds' +  W  ^  f''-^^^^  ä^. 
^    ^    ds  dtj  r  '  dsj  r 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  den  von  Fr.  Neumann  aufgestellten 
Inductionsgesetzen  überein. 

Ist  der  inducirte  Leiter  s  geschlossen,  so  giebt  bei  der  Inte- 
gration nach  8  das  zweite  Glied  den  Werth  Null,  und  es  kommt: 

_  j(,  _i  r/y  cm  («»■)     (c  -  ri)  CM  i>i)\  jj 

ds'J  \        r  ' .  r  / 

Sind  endlich  s  und  ^  beide  geschlossen,  so  fallen  bei  der 
doppelten  Integration  nach  $  und  sl  die  beiden  letzten  Glieder 
fort,  und  man  erhält  daher  für  die  von  einem  geschlossenen 
Strome  s'  in  einem  geschlossenen  Leiter  s  inducirte  electromotori- 
sche  Kraft  die  einfache  Gleichung: 

(24)  £  =  -  Ä  I-Jp-^^  ds  d^, 

worin  man  zur  Andeutimg  der  Differentiation  nach  t  statt  des 
runden  d  auch  das  aufrechte  d  anwenden  kann,  da  der  zu  differen- 
tiirende  Ausdruck  nur  noch  von  t  abhängt. 

Ganz  in  derselben  Weise,  wie  wir  vorher  die  vom  Strome  s' 
im  Leiter  s  inducirte  electromotorische  Kraft  bestimmt  haben, 
können  .wir  natürlich  auch  die  vom  Strome  s  im  Leiter  sf  inducirte 
electromotorische  Kraft  bestimmen.  Bezeichnen  wir  diese  mit  E' 
und  demgemäss  die  von  einem  Stromelemente  ds  in  einem  Leiter- 

demente  ds'  inducirte  electromotorische  Kraft  mit  ^  ^  ,  ds  ds',  so 

dsds 

ist  zu  setzen: 

/9^;^      ö'^'  _  L  r       ^  /i  cos  (ssO\    ,        9    //  cos  (s6')\ 


_  •  _^  /y  cos  (ös')    ,    (c  —  Ci)  cos  (ss')V\ 


§.  5.    Arbeit  der  ponderomotorischen  und  electro- 

motorischen  Kräfte. 

Nachdem  für  zwei  von  electrischen  Strömen  durchflossene 
Leiterelemente  ds  und  ds'  die  auf  einander  ausgeübten  pondero- 
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motorischen  Kräfte  und  die  gegenseitig  in  einander  inducirten 
electromotorischen  Kräfte  bestimmt  sind,  lässt  sich  auch  die  von 
diesen  Kräften  gethane  Arbeit  leicht  angeben« 

Die  Gomponenten  derjenigen  ponderomotorischen  Kraft, 
welche  ds  von  ds*  erleidet,  wurden  durch  die  Producte  ^dsdsf^ 
ridsds'  und  idsds!  dargestellt  und  die  darin  vorkommenden 
Grössen  f,  ij,  ?  durch  die  Gleichungen  (15)  bestimmt,  und  wenn 
man  in  entsprechender  Weise  die  Gomponenten  der  ponderomoto- 
rischen Kraft,  welche  ds^  von  ds  erleidet,  durch  ^'dsds'^  rfdsdsf 
und  g'  ds  ds'  darstellt,  so  kann  man  zur  Bestimmung  von  |',  i}',  (' 
dieselben  Gleichungen  anwenden,  nachdem  man  in  ihnen  die 
accentuirten  und  unaccentuirten  Buchstaben  gegen  einander  ver- 
tauscht hat. 

Will  man  nun  die  Arbeit  bestimmen,  welche  diese  Kräfte  bei 
der  Bewegung  der  Elemente  während  der  Zeit  dt  leisten,  so  hat 
man  folgenden  Ausdruck  zu  bilden : 

Substituirt  man  hierin  für  f,  ij,  f,  |',  i^',  f  ihre  Werthe,  so  erhält 
man: 

Hierin  kann  man  weiter  setzen: 
1_ 


d 

r 


dt 

_r -^  8£  0£^  _  _a_  / 1_ '^  0«  ^£^  i  »^  d*x  zsi 

jr^^dxd^ 8  n.sr*dxdx^\  l  ^dx  d^af 

ds'-^ds  dt~ds'\r^ds  dt)  r-^dsds' 


dt 
wodurch  entsteht: 

dxd3f\ 


h»  ds  ds  dt  y-(-^-^)--(-^^^  ^\ 


is'\r  -^  ds  dtjy 
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und  wenn  man  hiermit  dieselben  Umformungen  vornimmt,  wie  mit 
(19),  so  erhält  man  für  die  auf  die  Zeit  dt  bezügliche  Ar- 
beitder  zwischen  zwei  Stromelementen  wirkenden  ponde- 
romotorischen  Kräfte  den  Ausdruck: 

Um  die  Arbeit,  welche  von  der  in  einem  Leiter  inducirten 
electromotorischen  Kraft  während  der  Zeit  dt  geleistet  wird,  aus- 
zudrücken, haben  wir  die  electromotorische  Kraft  mit  der  im 
LeitA*  stattfindenden  Stromintensität  und  dem  Zeitelemente  zu 
multipUciren.  Wenden  wir  dieses  auf  die  beiden  electromotorischen 
£[räfte  an,  welche  die  Elemente  ds  und  ds'  gegenseitig  in  einander 
induciren,  so  kommt: 

Setzt  man  hierin  die  unter  (21)  und  (25)  gegebenen  Ausdrücke 
ein,  so  heben  sich  mehrere  Glieder  gegenseitig  auf  und  es  bleibt: 

7  ^  j  fj^  t '  ö  /i'  cos  (ss')\    ,    .,  d  /%  cos  (8s')\ 
^Jcdsds'dt}^.^^       r        )  +  *   8?(— IT^) 

^  ,.,  rd_  /(c  -  ci)  cos  (ss')\  ^  d_  /{d  -  c[)  cos  (8sO\1j 

Hierin  lassen  sich  die  beiden  ersten  in  der  grossen  Blanmier 
stehenden  Glieder  durch  folgende  ersetzen : 

8  fiV  cos  (ss')\    ,    . .,   8  /cos  (8s')\ 

so  dass  man  fiir  die  auf  die  Zeit  dt  bezügliche  Arbeit 
der  von  den  Elementen  ds  und  ds'  in  einander  indu- 
cirten electromotorischen  Kräfte  folgenden  Ausdruck 
erhält  : 

I  j  J3  tjx  l^  /**'  cos  (ss^)\    .    .,,rd  (cos  (ss')\ 

,     d  /(c  —  ci)  cos  (ssf)\   ,     d  ({d  —  cQ  cos  (ssO\1] 

+  Vs  \~    't       )  +  8?  V       't      ;Jr 

Addirt  man  nun  die  beiden  gefondenen  Arbeitsgrössen,  so  er- 
hält man  für  die  auf  die  Zeit  dt  bezügliche  Arbeit  aller 
zwischen  den  Elementen  ds  und  dd  wirkenden  Kräfte 
den  Ausdruck: 
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.    8  /'/co8(s&)  .  (c^  —  gQ  cos (sgOXIj 

Bei  der  Integration  dieser  Ausdrücke  nach  s  und  sf  treten 
für  den  Fall,  dass  es  sich  um  geschlossene  Leiter  und  Ströme  han- 
delt, dieselben  Vereinfachungen  ein,  welche  schon  in  den  vorigen 
Paragraphen  bei  anderen  Ausdrücken  zur  Sprache  gekommen  sind, 
indem  die  Glieder,  welche  die  Form  von  Differentialcoefficienten 
nach  s  und  sf  haben,  bei  der  betreffenden  Integration,  wenn  der 
Leiter  geschlossen  ist,  den  Werth  Null  geben.  Sind  s  und  s'  beide 
geschlossen,  so  bleiben  nur  die  Integrale  der  GUeder  übrig,  welche 
Differentialcoefßcienten  nach  t  enthalten.  Führt  man  dann  noch 
zur  Abkürzung  das  Zeichen  w  ein  mit  der  Bedeutung: 

(26)  ^  =  1cff'-^L^dsd^ 

und  bezeichnet  die  auf  die  Zeit  dt  bezügliche  Arbeit  der  pondero- 
motorischen  Kräfte  mit  dÄp^  die  der  electromotorischen  Kräfte 
mit  dÄe  und  die  aller  Kräfte  einfach  mit  d^,  so  lauten  die  Glei- 
chungen : 

(27)  dÄp  =  ii'  dw 

(28)  •  dÄ,=z^  d  (W  w)  —  W  dw 

(29)  dÄ   =-d(ii'w), 

welche  Gleichungen  mit  den  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
des  Abschnittes  VIII.  gegebenen  übereinstimmen. 


§.  6.    Das  electrodynamische  Potential  geschlossener 

Ströme  auf  einander. 

Bei  der  Aufstellung  des  neuen  Ghindgesetzes  habe  ich  eine 
Grösse  gebildet,  welche  ich  das  electrodynamische  Potential 
zweier  bewegter  Electricitätstheilchen  e  und  e'  auf  einander  ge- 
nannt und  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt  habe : 

T   Kdtli'^  dili'^  dt  dt)' 
welchen  man  abgekürzt  so  schreiben  kann: 


Anwendung  des  neuen  Grundgesetzes.  303 

,  66'  -^  dx  daf 

r  ^di  W 

Von  dieser  Grösse  habe  ich  nachgewiesen,  dass  ihr  negatives 
Differential  die  Arbeit  darstellt,  die  während  der  Zeit  dt  von 
den  Kräften,  welche  die  Theilchen  auf  einander  ausüben,  gelei- 
stet wird. 

Da  nun  bei  geschlossenen  Strömen  dieselben  Electricitäts- 
mengen,  welche  einmal  in  ihnen  sind,  auch  in  ihnen  bleiben,  so 
kann  man  unter  Anwendung  des  vorigen  Aasdruckes  auch  das 
electrodynamische  Potential  geschlossener  Ströme  auf 
einander  bilden,  und  dieses  Potential  muss  ebenfalls  jener  Be- 
dingung genügen ,  dass  die  von  allen  Kräften ,  welche  die  Ströme 
auf  einander  ausüben,  während  der  Zeit  dt  geleistete  Arbeit  durch 
das  negative  Differential  des  Potentials  dargestellt  wird. 

Um  das  Potential  auszudrücken,  betrachten  wir  zunächst  zwei 
Elemente,  ds  und  ds',  der  beiden  Ströme.  In  diesen  sind  die  Elec- 
tricitätsmengen  Äds,  —  Äds,  Ä'ds'  und  — Ä'ds' enthalten.  Die 
Geschwindigkeiten  dieser  Electridtätsmengen  sind  in  §.  2  näher 
bestimmt  und  die  in  die  ^-Richtung  fallenden  Componenten  der- 
seilben  werden  dargestellt: 


für  die  Menge 

hds  durch  ttt-  +  ^  tt- 

Ot                08 

n        7i               79 

- ,              dx           dx 

rt     n          » 

»■«.  ¥+^i? 

W        »               7) 

daf          dxf 

tmd  entsprechende  Ausdrücke  gelten  für  die  in  die  anderen  Coor- 
dinatenrichtungen  fallenden  Geschwindigkeitscomponenten.  Indem 
wir  nun  die  vier  Combinationen  von  je  einer  in  ös  und  einer  in 
ds'  enthaltenen  Electricitätsmenge  bilden,  können  wir  für  jede 
dieser  Combinationen  das  electrodynamische  Potential  der  beiden 
Mengen  auf  einander  ausdrücken.  Diese  Potentiale  werden  dar-* 
gestellt 
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Die  Summe  dieser  vier  Ausdrücke,  welche  das  Potential  der 
beiden  in  dem  einen  Stromelemente  enthaltenen  Electricitäts- 
mengen  auf  die  beiden  im  anderen  Stromelemente  enthaltenen 
darstellt,  ist  einfach: 

*  — ? —  (■'  +  ''i)  (^^  +  '^)  S  87  87 

oder  auch,  wenn  man  die  Producte  ä  (c  +  Ci)  und  h!  {d  +  crl), 
welche  die  Stromintensitäten  bedeuten,  durch  i  und  i\  und  die 
angedeutete  Summe  durch  co%  (ss)  ersetzt: 

j  ..,  cos  (ss')  ,    ,  . 
r 

I  Durch  Integration  dieses  Ausdruckes  über  die  beiden  geschlos- 

i  senen  Stromcurven  erhalten  wir  das  Potential  der  beiden  Ströme 

I  auf  einander.    Indem  wir  dieses  mit  TT  bezeichnen,  gelangen  wir 

zu  der  Gleidiung: 

i  (30)  W  =  Tcii'JJ^^^^  dsds', 

welche  sich  unter  Anwendung  des  durch  (26)  definirten  Zeichens 
w  noch  kürzer  so  schreiben  lässt: 

(31)  W=ii'u). 

In  Abschnitt  VDI.,  §.  6.  wurde  eine  von  Fr.  Neumann  einge- 
führte Grösse  erwähnt,  welche  wir  das  magnetische  Potential 
der  Ströme  auf  einander  nannten  und  mit  Q  bezeichneten,  und 
welche  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt  wird: 

_  icii'ff^iM  dsds' 
oder  unter  Anwendung  des  Zeichens  w  durch: 


—  ii'w. 
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Aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  für  W  gefunde- 
nen ergiebt  sich,  dass  das  von  uns  aus  dem  Grundgesetze  abge- 
leitete electrodynamische  Potential  geschlossener  Ströme  auf 
einander  dem  von  Neumann  eingeführten  Potential  dem  absolu- 
ten Werthe  nach  gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegen- 
gesetzt ist. 

Betrachten  wir  nun  endlich  die  am  Schlüsse  der  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Ausdrücke  der  während  der  Zeit  ät  ge- 
thanen  Arbeit,  so  sehen  wir,  dass  die  Arbeit  aller  von  geschlosse- 
nen Strömen  auf  einander  ausgeübten  Kräfte  in  der  That  durch 
das  negative  Differential  ihres  electrodynamischen  Potentials  dar- 
gestellt wird..  Der  für  die  Arbeit  der  ponderomotorischen  Kräfte 
allein  gewonnene  Ausdruck  iV  dw  dagegen  ist  nur  dann  das  nega- 
tive Differential  des  magnetischen  Potentials,  wenn  die  Strom- 
intensitäten constant  sind,  oder  wenigstens  ein  constantes  Pro- 
duct  haben. 


Ol  an  lim,  mach.  WArmetheorie.   n.  20 
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Disoussionen  über  die  meohanisolie  Behandlung  der 

Wärme  und  Electrioität. 

§.  1.    Aus  thermoelectrischen  Erscheinungen  entnomme- 
ner Einwand  von  Tait 

Schon  am  Schlüsse  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  ist  davon 
die  Rede  gewesen,  dass  Hr.  Tait  sein  Verfahren,  meine  Arbeiten 
über  die  mechanische  Wärmetheorie,  trotz  ihrer  von  ihm  selbst 
anerkannten  Priorität,  doch  hinter  den  entsprechenden  Arbeiten 
englischer  Autoren  zurückzusetzen,  durch  die  Behauptung  moti- 
virt  hat,  der  von  mir  aufgestellte  Grundsatz,  dass  die  Wärme  nickt 
von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  über- 
gehen kann,  sei  falsch.  Auf  eine  Besprechung  der  zum  Beweise 
seiner  Behauptung  angeführten ,  auf  thermoelectrische  Ströme  be- 
züglichen Gründe  konnte  ich  aber  dort,  wo  von  electrischen  Er- 
scheinungen noch  nicht  die  Rede  gewesen  war,  nicht  eingehen, 
und  ich  behielt  mir  dieselbe  daher  für  den  zweiten  Band  vor.  Diese 
Besprechung  will  ich  nun  hier  folgen  lassen,  indem  ich  aus  einer 
von  mir  veröffentlichten  Erwiderung  i)  das  Wesentlichste  mittheile. 

Von  den  beiden  von  ihm  zur  Widerlegung  des  Satzes  ange- 
führten Erscheinungen  will  ich  zunächst  diejenige  besprechen,  von 
welcher  er  sagt,  dass  sie  einen  ausgezeichneten  Beweis  für  die 
Unrichtigkeit  des  Grundsatzes  liefere.  Es  ist  nämlich  die  Erschei- 
nung, dass  eine  thermoelectrische  Batterie,  bei  welcher  der  Siede- 


»)  Pogg.  Ann.    Bd.  146,  S.  308. 
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und  Gefrierpunct  des  Wassers  als  Temperaturen  der  Löthstellen 
angewandt  werden,  im  Stande  ist,  einen  feinen  Draht  zum  Glühen 
zu  bringen. 

Um  die  völlige  Grundlosigkeit  dieses  Einwandes  nachzuwei- 
sen, brauche  ich  nur  an  dasjenige  zu  erinnern,  was  ich  schon  im 
Jahre  1853  in  meiner  Abhandlung  über  thermoelectrische  Er- 
scheinungen ^)  auseinandergesetzt  habe,  und  was  man  im  siebenten 
Abschnitte  dieses  Bandes  wiedergegeben  findet  Ich  habe  dort 
gezeigt,  dass  ein  thermoelectrisches  Element  (und  natürlich  ebenso 
eine  thermoelectrische  Batterie)  sich  mit  einer  Dampfmaschine 
vergleichen  lässt,  indem  die  erwärmte  Löthstelle  dem  Kessel  und 
die  kalte  Löthstelle  dem  Condensator  entspricht.  An  der  warmen 
Löthstelle  wird  einem  Wärmereservoir,  dessen  Temperatur  wir  ti 
nennen  wollen,  Wärme  entzogen,  und  an  der  kalten  Löthstelle  wird 
an  ein  anderes  Wärmereservoir,  dessen  Temperatur  ^o  heissen 
möge ,  Wärme  abgegeben.  Die  abgegebene  Wärmemenge  ist  aber 
etwas  geringer,  als  die  aufgenommene,  und  wir  wollen  daher  die 
abgegebene  Wärmemenge  für  die  Zeiteinheit  mit  Q  und  die  auf- 
genommene mit  Q  -{'  q  bezeichnen.  Der  eine  Theil  q  der  letzte- 
ren Wärmemenge  wird  zu  der  für  die  Erzeugung  des  electrischen 
Stromes  nöthigen  Arbeit  verbraucht,  und  der  andere  Theil  Q  geht 
aus  einem  Körper  von  der  Temperatur  ti  in  einen  anderen  von  der 
Temperatur  ^o  über. 

Wenn  man  die  Arbeit,  welche  von  einer  Dampfmaschine  ge- 
leistet wird,  dazu  verwendet,  um  Beibungswiderstände  oder  sonstige 
passive  Widerstände  zu  überwinden ,  so  verwandelt  sie  sich  dabei 
wieder  in  Wärme  und  kann  unter  geeigneten  Umständen  eine  Tem- 
peratur erzeugen,  die  weit  über  der  des  Dampfkessels  liegt  Ebenso 
kann  bei  der  thermoelectrischen  Batterie  die  Arbeit,  welche  ge- 
leistet werden  musste,  um  die  Electricität  in  Bewegung  zu  setzen, 
sich  bei  der  Ueberwindung  von  Leitimgswiderständen  wieder  in 
Wärme  verwandeln,  und  kann  auch  hier  unter  geeigneten  Umstän- 
den eine  Temperatur  erzeugen,  die  viel  höher  ist,  als  diejenige 
der  erwärmten  Löthstellen.  Es  kann  z.  B.,  wie  Hr.  Tait  anführt, 
wenn  die  erwärmten  Löthstellen  nur  die  Temperatur  des  sieden- 
den Wassers  haben,  ein  Draht  bis  zum  Glühen  erhitzt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Temperatur,  welche  der  Draht  annimmt, 
und  welche  dann  beliebig  lange  constant  erhalten  werden  kann, 


»)  Pogg.  Ann.   Bd.  90,  S.  513. 
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mitis,  80  können  wir  sagen:  ein  Theil  derjenigen  Wärmemenge 
g,  welche  in  der  Batterie  zu  Arbeit  verbraucht  wird,  kommt  in 
einem  anderen  Körper  von  der  Temperatur  t^  wieder  als  Wärme 
zum  Vorschein.  Da  nun  jene  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  aus 
einem  Wärmereservoir  von  der  Temperatur  ti  herstammt,  so  er- 
halten wir  als  ein  Resultat  des  Processes  den  Uebergang  einer 
gewissen  Wärmemenge  aus  einem  Körper  von  der  Temperatur  ti 
in  einen  Körper  von  der  höheren  Temperatur  fj. 

Die  Frage,  um  deren  Entscheidung  es  sich  handelt,  ist  nun 
die,  ob  dieser  Wärmeübergang  von  niederer  zu  höherer  Tempera- 
tur von  selbst  stattgefunden  hat 

Unter  der  kurzen  Bezeichnung  von  selbst  verstehe  ich,  wie 
ich  es  vielfach  erläutert  habe,  ohne  gleichzeitiges  Eintreten 
einer  anderen  als  Gompensation  dienenden  Veränderung. 
Sofern  wir  es  mit  Kreisprocessen  zu  thun  haben,  giebt  es  zwei 
Arten  von  Veränderungen,  welche  als  Gompensation  dienen  kön- 
nen, nämlich  erstens  den  Uebergang  von  Wärme  aus  einem  wär- 
meren in  einen  kälteren  Körper,  und  zweitens  den  Verbrauch  von 
Arbeit  oder,  bestimmter  ausgedrückt,  die  Verwandelung  von  Arbeit 
in  Wärme. 

Betrachten  wir  nun  unter  diesem  Gesichtspuncte  unsere  thermo- 
electrische  Batterie  mit  dem  dünnen  Leitungsdrahte,  welcher  zum 
Glühen  gebracht  wird,  so  sehen  wir,  dass  zwar  die  Wärmemenge  q 
zum  Theil  von  der  Temperatur  ti  zur  höheren  Temperatur  ^  über- 
geht ,  dass  aber  gleichzeitig  die  andere  Wärmemenge  Q  von  der 
Temperatur  ti  zur  niederen  Temperatur  ^o  übergeht  Dieser  letz- 
tere Wärmeübergang  bildet  die  Gompensation  des  ersteren,  und 
wir  dürfen  daher  nicht  sagen,  der  erstere  Wärmeübergang  habe 
von  selbst  stattgefunden. 

Der  hier  besprochene  Fall  ist  so  einfach  und  klar,  dass  man 
ihn  als  ein  ganz  geeignetes  Beispiel  zur  Erläuterung  und  Bestäti- 
gung meines  Grundsatzes  wählen  könnte,  und  gerade  diesen  Fall 
hat  Hr.  Tait  zum  Beweise  seiner  Unrichtigkeit  ausgewählt 

Als  anderen  Fall ,  welcher  meinem  Grundsatze  widersprechen 
soll,  führt  Hr.  Tait  eine  thermoelectrische  Kette  an,  in  welcher 
die  heisse  Löthstelle  eine  Temperatur  hat,  die  höher  ist,  als  der 
neutrale  Punct  Es  handelt  sich  also  um  eine  solche  thermo- 
electrische Kette,  bei  welcher  durch  gesteigerte  Erwärmung  der 
einen  Löthstelle  der  Strom  nicht  fortwährend  verstärkt  wird,  son- 
dern wo  der  Strom  von  einer  gewissen  Temperatur  an  wieder  ab- 
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mmmt  und  bei  noch  weiterer  Steigerung  der  Temperatur  sogar 
seine  Richtung  ändern  kann. 

Diese  Erscheinung  habe  ich  ebenfalls  in  meiner  oben  citirten 
Abhandlung  schon  besprochen.  Ich  habe  sie  durch  die  Annahme 
zu  erklären  gesucht,  dass  in  einem  der  beiden  Metalle,  aus  denen 
eine  solche  Kette  besteht  (oder  auch  in  allen  beiden),  durch  die 
Temperaturveränderung  eine  Aenderung  des  Molecularzustandes 
veranlasst  wird,  welche  bewirkt,  dass  der  veränderte  Theil  des 
Metalles  sich  zum  unveränderten  Theile  in  electrischer  Beziehung 
so  verhält,  wie  zwei  verschiedene  Metalle.  Sobald  eine  Aenderung 
dieser  Art  eingetreten  ist,  wirken  nicht  nur  an  den  Berührungs- 
stellen verschiedener  Metalle,  sondern  auch  da,  wo  verschieden  be- 
schaflFene  Theile  desselben  Metalles  sich  berühren,  electromoto- 
rische  Kräfte.  Demnach  wird  nicht  bloss  an  den  Löthstellen,  son- 
dern auch  an  anderen  Stellen ,  welche  sich  im  Inneren  der  einzel- 
nen Metalle  befinden,  Wärme  erzeugt  oder  verbraucht,  und  wir 
müssen  daher,  um  alle  vorkommenden  Wärmeübergänge  zu  be- 
stimmen, nicht  bloss  die  Temperaturen  der  Löthstellen,  sondern 
auch  die  Temperaturen  jener  anderen  Stellen  berücksichtigen. 

Dadurch  wird  natürlich  die  Sache  complicirter.  Auch  haben 
wir  von  den  erwähnten  Veränderungen,  obwohl  ihr  Vorhanden- 
sein in  einzelnen  Fällen  schon  nachgewiesen  ist,  doch  noch  zu  we- 
nig specielle  Kenntnisse,  um  alle  in  einer  solchen  Thermokette 
stattfindenden  Vorgänge  ins  Einzelne  verfolgen  zu  können.  In- 
dessen wird  man  nicht  in  Abrede  stellen,  dass  in  der  von  mir  ge- 
machten Annahme  wenigstens  die  Möglichkeit  einer  Erklärung 
der  betrefiTenden  Erscheinungen  liegt,  und  aus  der  am  Ende  des 
siebenten  Abschnittes  mitgetheilten  Entwickelung  von  Budde  kann 
man  ersehen,  wie  sich  diese  Erklärung  ganz  in  Uebereinstinmiung 
mit  meinem  Grundsatze  durchführen  lässt.  Es  kann  also  auch  aus 
diesen  Erscheinungen  kein  Einwand  gegen  meinen  Grundsatz  ent- 
nommen  werden. 


§.  2.    Einwand  von  F.  Kohlrausch. 

In  einem  interessanten  Aufsatze  über  Thermoelectricität, 
Wärme-  und  Electricitätsleitung  von  F.  Kohlrausch  i)  ist  ein 
Einwand  gegen  die  von  mir  aufgestellte  Theorie  der  thermoelectri- 


1)  Göttinger  Nachrichten  Febr.  1874  und  Pogg.  Ann.   Bd.  166,  S.  601. 
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sehen  Ströme  erhoben,  welcher  sich  auf  einen  in  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  scheinbar  hervortretenden  Widerspruch  stützt, 
und  daher  einer  näheren  Beleuchtung  bedarf.  Da  die  Stelle, 
welche  den  Einwand  enthält,  nur  kurz  ist,  so  wird  es  am  besten 
sein,  sie  hier  wörtlich  anzuführen. 

Nachdem  Kohlrausch  gesägt  hat,  die  mechanische  Wärme- 
theorie nehme  bei  der  Bestimmung  der  von  der  Wärme  geleiste- 
ten Arbeit  auf  die  durch  Leitung  ausgeglichene  Wärme  keine 
Rücksicht,  und  wer  dieses  Verfahren  unter  allen  Umständen  als 
erlaubt  ansehe,  werde  daraus  gegen  seine  Hypothese,  dass  ein 
Wärmestrom  Arbeit  leisten  könne,  einen  erheblichen  Einwand  ab- 
leiten, fährt  er  fort: 

„Nun-  liegt  aber  im  Gebiete  der  Electricität  ein  anderer  Fall 
vor,  der  nach  meiner  Ansicht  mit  den  Grundsätzen  der  mechani- 
schen Wärmetheorie,  oder  mit  anderen  Worten,  mit  dem  Claii- 
si  US 'sehen  Satze,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  niederer 
zu  höherer  Temperatur  übergeht,  nicht  anders  in  Uebereinstim- 
mung  gebracht  werden  kann,  als  wenn  man  der  Wärmeleitung 
eine  wesentliche  Rolle  bei  dem  Vorgang  zuschreibt.  In  seiner 
Polemik  gegen  Glausius  hatte  Tait  den  genannten  Grundsatz 
als  unrichtig  hingestellt,  weil  man  mittelst  einer  Thermosäule  von 
geringer  Temperatur  einen  Draht  zum  Glühen  bringen  könne. 
Glausius  widerlegt  diesen  Einwand  leicht,  indem  ja  die  Tempe- 
raturerhöhung der  in  dem  Drahte  entwickelten  Wärme  nach  Pel- 
tier  begleitet  ist  von  einem  Uebergang  einer  anderen  Wärme- 
menge von  der  warmen  zur  kalten  Löthstelle  der  Thermosäule 
(Pogg.  Ann.  Bd.  CXLVI,  S.  310).  Bei  dieser  Widerlegung  wird 
indessen  ofiFenbar  vorausgesetzt,  was  ja  auch  in  Wirklichkeit  immer 
zutrifft,  dass  die  in  dem  erhitzten  Drahte  entwickelte  Temperatur 
eine  Grenze  hat  Könnte  man  diese  Temperatur  beliebig  steigern, 
so  würde  durch  den  Uebergang  einer  endlichen  Wärmemenge  in 
der  Thermosäule  zu  einer  um  eine  endliche  Grösse  niedrigeren 
Temperatur  eine  andere  endliche  Wärmemenge  zu  beliebig  hoher 
Temperatur  erhoben  werden  können." 

Die  im  letzten  Satze  erwähnte  Erhebung  einer  endUchen 
Wärmemenge  zu  beliebig  hoher  Temperatur  ist  es,  in  welcher 
Kohlrausch  einen  in  meiner  Theorie  liegenden  Widerspruch  er- 
blickt, und  durch  welchen  er  bewogen  wird,  auch  die  Wärme- 
leitung in  den  Kreis  der  Betrachtungen  zu  ziehen.  Ich  glaube 
aber  nachweisen  zu  können,  dass  bei  einer,  wenn  auch  bisher  nicht 
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bestimmt  ausgesprochenen ,  so  doch  ganz  im  Geiste  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  liegenden  Auffassung  der  Sache  dieser  Wider- 
spruch, auch  ohne  die  Hinzuziehung  der  Wärmeleitung,  ver- 
schwindet. 

Um  die  Natur  des  betreffenden  Vorganges,  welchen  Kohl- 
r  au  seh  für  die  Thermosäule  hervorgehoben  hat,  besser  beurthei- 
len  zu  können,  wird  es  zweckmässig  sein,  zu  zeigen,  dass  er  auch 
bei  anderen  thermodynamischen  Maschinen ,  z.  B.  bei  der  Dampf- 
maschine, vor^kommen  kann.  Bei  dieser  nimmt  der  die  Wirkung 
der  Wärme  vermittelnde  Stoff  (das  Wasser)  im  Kessel,  dessen  ab- 
solute Temperatur  Ti  heissen  möge,  Wärme  auf,  und  im  Conden- 
sator,  dessen  absolute  Temperatur  wir  To  nennen  wollen ,  giebt  er 
wieder  Wärme  ab.  Die  abgegebene  Wärmemenge  ist  aber  gerin- 
ger als  die  aufgenommene,  und  den  Ueberschuss  der  letzteren  kön- 
nen wir,  wenn  wir  von  den  durch  die  Unvollkonmienheiten  der 
Maschinen  bedingten  Verlusten  absehen,  als  in  Arbeit  verwandelt 
betrachten.  Bezeichnen  wir  also  die  während  der  Zeiteinheit  im 
Kessel  aufgenommene  Wärmemenge  mit  Q  -\-  q.,  und  die  im  Con- 
densator  abgegebene  mit  (),  so  ist  q  die  in  Arbeit  verwandelte 
Wärmemenge,  während  Q  die  von  der  Temperatur  Ti  zur  Tempe- 
ratur Tq  übergehende  Wärmemenge  ist. 

Wenn  nun  die  von  der  Maschine  geleistete  Arbeit  dazu  ver- 
wandt wird,  einen  Beibungswiderstand  zu  überwinden,  so  verwan- 
delt sie '  sich  dabei  wieder  in  Wärme,  und  es  kommt  somit  jene 
Wärmemenge  g,  welche  zu  der  Arbeit  verbraucht  wurde,  in  den 
sich  reibenden  Körpern,  deren  absolute  Temperatur  T^  sein  möge, 
wieder  als  Wärme  zum  Vorschein.  Man  kann  also  sagen,  diese 
Wärmemenge  sei  von  der  Temperatur  Ti ,  bei  welcher  sie  von  der 
Maschine  aufgenommen  wurde,  zur  Temperatur  Tj  übergeführt. 
Da  nun  die  Temperatur  T^  der  sich  reibenden  Körper  beliebig 
hoch  sein  kann,  so  gelangen  wir  auch  hier  zu  jenem  Resultate 
dass  durch  den  Uebergang  einer  endlichen  Wärmemenge  (Q)  zu 
einer  um  eine  endliche  Grösse  niedrigeren  Temperatur  (von  Tj 
zu  jTo)  eine  andere  endliche  Wärmemenge  (q)  zu  einer  beliebig 
hohen  Temperatur  (Tj)  erhoben  werden  kann. 

Um  nun  zui^ächst  zu  sehen,  in  welcher  Weise  die  Temperatur 
T^  in  den  Gleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  vorkommt, 
haben  wir  den  für  den  Aequivalenzwerth  des  üeberganges  der 
Wärmemenge  q  von  der  Temperatur  Ti  zur  Temperatur  Tj  gel- 
tenden Ausdruck  zu  bilden,  nämlich: 


I 
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\T,        Tj 


Dieser  Ausdruck  stellt,  wenn  Tg  >  Ti,  eine  negative  Grösse 
dar,  deren  absoluter  Werth  mit  wachsender  Temperatur  T^  zu- 
nimmt; aber  diese  Zunahme  findet  nicht  etwa  bis  ins  Unbegrenzte 
statt,  sondern  der  Ausdruck  nähert  sich  bei  fortwährendem  Wach- 
sen von  Ta  ^^^  dem  bestimmten  endlichen  Werthe 

X 

welcher  der  Aequivalenzwerth  der  Verwandlung  der  Wärmemenge 
g  von  der  Temperatur  Ti  in  Arbeit  ist.  Dieses  Verhalten  der  For- 
meln ist  ganz  mit  jenem  Umstand  in  Uebereinstimmung,  dass 
eine  einmal  in  Arbeit  verwandelte  Wärmemenge  auch  wieder  in 
Wärme  von  beliebig  hoher  Temperatur  verwandelt  werden  kann. 

•  Weiin  nun  aber  hierbei  von  beliebig  hoher  Temperatur  die 
Rede  ist,  so  darf  darunter  doch  nicht  eine  im  streng  mathemati- 
schen Sinne  unendlich  hohe  Temperatur  verstanden  werden,  son- 
dern es  ist  in  dieser  Beziehung  durch  die  Natur  der  Sache  selbst, 
ohne  dass  man  die  Wärmeleitung  dabei  zu  Hülfe  zu  nehmen 
braucht,  eine  gewisse  Grenze  gegeben. 

Um  dieses  zu  erkennen  und  von  der  Art  der  Grössen,  um 
welche  es  sich  dabei  handelt,  einen  ungefähren  Begriff  zu  bekom- 
men, wollen  wir  uns  denken,  die  von  der  Maschine  geleistete  Ar- 
beit werde  zunächst  dazu  angewandt,  einen  Körper  von  gegebener 
Masse,  z.  B.  eine  Masseneinheit,  in  Bewegung  zu  setzen,  und  diese 
Massenbewegung  sei  es  nun,  welche  in  Wärme  verwandelt  werden 
solle.  Dann  haben  wir  es  nur  noch  mit  der  Verwandlung  einer 
Art  von  Bewegung  in  eine  andere  Art  von  Bewegung  zu  thun, 
wodurch  der  Schluss  über  die  Höhe  der  erreichbaren  Temperatur 
erleichtert  wird. 

Wenn  man  unter  der  absoluten  Temperatur  eines  Körpers 
die  mittlere  lebendige  Kraft  der  einzelnen  bei  der  als  Wärme  be- 
zeichneten Bewegung  sich  selbständig  bewegenden  Körpertheil- 
chen,  nämlich  der  Atome,  versteht,  so  kann  man  den  Satz,  dass 
ein  Körper  einen  anderen  nicht  zu  einer  höheren  Temperatur,  als 
er  selbst  hat,  erwärmen  kann,  so  ausdrücken:  Die  Atome  des 
einen  Körpers  können  den  Atomen  des  anderen  keine  Bewegungen 
mittheilen,  deren  lebendige  Kräfte  im  Mittel  grösser  sind,  als  ihre 
eigenen.    Wenden  wir  diesen  Satz  nun  auch  auf  den  Fall  an,  wo 
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eine  sich  im  Ganzen  bewegende  Masseneinheit  die  Atome  eines 
Körpers  in  schnellere  Bewegung  versetzen  und  dadurch  Wärme 
erzeugen  soll,  so  können  wir  sagen,  dass  die  höchste  dadurch  er- 
reichbare Temperatur  diejenige  sein  würde,  bei  welcher  ein  einzel- 
nes Atom  eine  eben  so  grosse  lebendige  Kraft  hätte,  wie  die  ganze 
bewegte  Masseneinheit.  Hierdurch  gelangen  wir  zu  einem  ganz 
ausserordentlich  grossen  aber  nicht  gerade  zu  einem  unendlich 
grossen  Werthe,  ähnlich  wie  die  Masse  eines  Atoms  gegen  eine 
Masseneinheit  ganz  ausserordentlich  klein,  aber  nicht  gerade  un- 
endlich klein  ist. 

Natürlich  soll  diese  Betrachtung  nicht  dazu  dienen,  uns  einen 
bestimmten  ein  für  allemal  geltenden  Werth  als  Grenze  der  er- 
reichbaren Temperaturen  zu  geben ,  da  ja  mit  der  Grösse  der  Ar- 
beit auch  die  lebendige  Kraft  der  Massenbewegung,  welche  an 
ihre  Stelle  gesetzt  werden  kann,  verschieden  ist,  aber  sie  giebt 
wenigstens  eine  Vorstellung  von  der  Ordnung  der  betreffenden 
Grössen. 

In  den  Gleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  ist  die 
hier  besprochene  Beschränkung  in  Bezug  auf  die  erreichbaren  Tem- 
peraturen nicht  ausgedrückt.  In  diesen  Gleichungen  kommen  näm- 
lich, wie  wir  es  in  den  oben  betrachteten  Aequivalenzwerthen  ge- 
sehen haben,  die  reciproken  Werthe  der  Temperaturen  vor,  und 
dabei  sind  die  reciproken  Werthe  jener  hohen  Grenztemperaturen 
ihrer  Kleinheit  wegen  vernachlässigt.  Darin  liegt  nun  freilich  eine 
Ungenauigkeit,  indessen  wird  man  bei  der  enormen  Höhe  jener 
Grenztemperaturen  gewiss  zugestehen,  dass  dieses  nur  eine  solche 
Ungenauigkeit  ist,  wie  sie  fast  jeder  physikalischen  Gleichung  an- 
haftet, indem  es  nur  wenige  physikalische  Gleichungen  giebt,  die 
in  der  Form,  in  welcher  man  sie  bei  den  wirklich  vorkommenden 
Processen  anwendet,  auch  in  aller  Strenge  bis  ins  Unendliche  an- 
wendbar sind. 

Ich  habe  mich  übrigens  schon  lange,  bevor  ich  die  hier  mit- 
getheilten  und  zuerst  in  Pogg.  Ann.  Bd.  160  veröffentlichten  Be- 
merkungen zu  dem  Einwände  von  Kohlrausch  schrieb,  bei  einer 
anderen  Gelegenheit  in  ähnlicher  Weise  ausgesprochen.  In  einer 
im  Jahre  1865  veröffentlichten  Abhandlung  i)  ist  bei  Besprechung 


^)  Ueber  verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Haupt- 
gleichungen der  mechanischen  Wärmetheorie,  Pogg.  Ann.  Bd.  125,  S.  853, 
und  Abhandlungensammlung  Bd.  II,  S.  1. 
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des  von  mir  eingeführten  Begriffes  des  Verwandlungswerthes  der 
Wärme  davon  die  Rede,  wie  man  den  Verwandlungswerth  einer 
solchen  Bewegung,  die  von  einer  grösseren  ponderablen  Masse  im 
Ganzen  ausgeführt  wird,  zu  bestimmen  hat  Dieser  Verwandlungs- 
werth wird  in  den  Formeln  der  mechanischen  Wäxmetheorie  sei- 
ner Kleinheit  wegen  vernachlässigt;  ich  habe  aber  nicht  gesagt, 
dass  er  Null  sei,  sondern  habe  mich  folgendermaassen  ausgespro- 
chen i):  ^Wenn  eine  Masse,  welche  so  gross  ist,  dass  ein  Atom 
dagegen  als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  kann,  sich  als 
Ganzes  bewegt,  so  ist  der  Verwandlungswerth  dieser  Bewegung 
gegen  ihre  lebendige  Kraft  gleichermaassen  als  verschwindend 
klein  anzusehen.^  Hierin  ist  also  nicht  nur  darauf  hingewiesen, 
dass  die  betreffende  Grösse  nicht  im  streng  mathematischen  Sinne 
unendlich  klein  ist,  sondern  es  ist  auch  die  Ordnung  ihrer  Klein- 
heit durch  den  damit  in  Zusammenhang  gebrachten  Vergleich 
zwischen  der  Masse  eines  Atomes  und  der  ganzen  Masse,  um  deren 
Bewegung  es  sich  handelt,  bestimmt  festgestellt 


§.  3.    Anderer  Einwand  von  Tait 

In  einem  vor  Kurzem  erschienenen  Buche  des  Hrn.  Tait 
yjLectures  on  some  recent  advances  in  Physical  Science^  secand  edi- 
tion,  London  1876^  wird  auf  p,  119  ein  neuer  Gegengrund  gegen 
meinen  Satz  geltend  gemacht,  welchen  ich  mir  erlauben  will,  eben- 
falls hier  zu  besprechen. 

Hr.  Tait  fuhrt  eine  von  Maxwell  angestellte  Betrachtung 
an,  welche  sich  darauf  bezieht,  wie  man  es  sich  etwa  als  möglich 
vorstellen  könne,  dass  Wärme  ohne  einen  gleichzeitigen  Verbrauch 
von  Arbeit  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  über- 
gehen könne.  Maxwell  geht  von  der  kinetischen  Gastheorie  aus, 
in  welcher  angenommen  wird,  dass  in  einer  Gasmasse  selbst  dann, 
wenn  keine  Strömungen  in  ihr  stattfinden  und  ihre  Temperatur 
durchweg  gleich  ist,  die  Molecüle  ungleiche  Geschwindigkeiten 
haben,  und  seine  Betrachtung  besteht  narh  Tait  in  Folgendem:  Er 
setzt  den  Fall,  dass  solche  imaginäre  Wesen,  welche  Thomson 
vorläufig  Dämonen  nennt  —  kleine  Geschöpfe  ohne  Beharrungs- 


^)  ^^^^*   Ann.  Bd.    125,  S.  399,  und  Abhandlungen Bammlung  Bd.  ü, 
S.  43. 
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veiinögen,  von  ausserordentlicher  Sinnenschärfe  und  Intelligenz 
und  wunderbarer  Beweglichkeit  —  (such  imaginary  heings^  whom 
Sir  W.  Thomson  provisiondlly  calls  demons  —  small  creatures 
imthout  inertia,  of  extremely  acute  senses  and  intelligence^  a/nd  mar- 
vellous  agility  — )  die  Partikelchen  eines  Gases  überwachten,  wel- 
ches sich  in  einem  Gefässe  befände,  worin  eine  Scheidewand  wäre, 
die  sehr  viele,  ebenfalls  von  Beharrungsvermögen  freie  Klappen 
hätte,  und  dass  diese  Dämonen  die  Klappen  in  geeigneten  Momen- 
ten öffiieten  und  schlössen,  und  zwar  so,  dass  sie  die  schnelleren 
Partikelchen  aus  der  ersten  Abtheilung  des  Gefässes  in  die  zweite 
und  eine  ebenso  grosse  Anzahl  langsamerer  Partikelchen  aus  der 
zweiten  Abtheilung  in  die  erste  Hessen.  Wenn  dieser  Fall  statt- 
fände, so  würde  natürlich  das  Gas  in  der  zweiten  Abtheilung  all- 
mählich immer  wärmer  und  das  in  der  ersten  immer  kälter  wer- 
den, und  somit  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Kör- 
per übergehen. 

Hr.  Maxwell  hat  diesen  von  ihm  ersonnenen  imaginären 
Vorgang  nur  dazu  angewandt  i),  die  Verschiedenheit  der  Rech- 
nungsmethode, welche  bei  der  Behandlung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  mechanischen  Wärmetheorie  anzuwenden  ist,  und  welche 
er  die  statistische  Methode  nennt,  von  der  eigentlich  dynamischen 
Methode  zu  veranschaulichen.  Hr.  Tait  dagegen  nimmt  keinen 
Anstand,  diesen  Vorgang  einfach  als  Gegenbeweis  gegen  meinen 
Satz  geltend  zu  machen,  indem  er  sagt,  dieser  Vorgang,  für  sich 
allein,  sei  absolut  verhängnissvoll  für  meine  Schlussweise  {which^ 
alone,  is  absolutdy  fatal  to  Gl  au  s  tu  s'  reasoning). 

Dieses  kann  ich  in  keiner  Weise  zugeben.  Wenn  die  Wärme 
als  eine  Molecularbewegung  betrachtet  wird,  so  ist  dabei  zu  be- 
denken, dass  die  Molecüle  so  kleine  Körpertheilchen  sind,  dass  es 
für  uns  unmöglich  ist,  sie  einzeln  währzunehmen.  Wir  können 
daher  nicht  auf  einzelne  Molecüle  für  sich  allein  wirken,  oder  die 
Wirkuiigen  einzelner  Molecüle  für  sich  allein  erhalten,  sondern 
haben  es  bei  jeder  Wirkung,  welche  wir  auf  einen  Körper  aus- 
üben oder  von  ihm  erhalten,  gleichzeitig  mit  einer  ungeheuer 
grossen  Menge  von  Molecülen  zu  thun,  welche  sich  nach  allen  mög- 
lichen Richtungen  und  mit  allen  überhaupt  bei  den  Molecülen 
vorkommenden  Geschwindigkeiten  bewegen,  und  sich  an  der  Wir- 
kung in  der  Weise  gleichmässig  betheiligen,   dass  nur  zufällige 


1)  Theory  of  Heaty  London  1871,  p.  308, 
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Verschiedenheiten  vorkommen,  die  den  allgemeinen  Gesetzen  der 
Wahrscheinlichkeit  unterworfen  sind.  Dieser  Umstand  bildet  ge- 
rade die  charaktenstische  Eigenthümlichkeit  derjenigen  Bewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen,  und  auf  ihm  beruhen  die  Gesetze, 
welche  das  Verhalten  der  Wärme  von  dem  anderer  Bewegungen 
unterscheiden. 

Wenn  nun  Dämonen  eingreifen,  und  diese  charakteristische 
Eigenthümlichkeit  zerstören,  indem  sie  unter  den  Molecülen  einen 
Unterschied  machen,  und  Molecülen  von  gewissen  Geschwindigkei- 
ten den  Durchgang  durch  eine  Scheidewand  gestatten,  Molecülen 
von  anderen  Geschwindigkeiten  dagegen  den  Durchgang  verweh- 
ren, so  darf  man  das,  was  unter  diesen  Umständen  geschieht,  nicht 
mehr  als  eine  Wirkung  der  Wärme  ansehen  und  erwarten,  dass 
es  mit  den  lür  die  Wirkungen  der  Wärme  geltenden  Gesetzen 
übereinstimmt. 

Ich  glaube  daher  meine  Erwiderung  auf  den  Einwand  des 
Hm.  Tait  in  die  kurze  Bemerkung  zusammenfassen  zu  können, 
dass  mein  Satz  sich  nicht  darauf  bezieht,  was  die  Wärme  mit  Hülfe 
von  Dämonen  thun  kann,  sondern  darauf,  was  sie  für  sich  allein 
thun  kann. 

Nachdem  ich  die  vorstehend  mitgetheilten  Gegenbemerkungen 
gegen  den  Tai  tischen  Einwand  in  Wied.  Annalen  veröffentlicht 
hatte,  hat  Hr.  Tait  in  einer  neueren  Schrift  i)  seinen  Einwand 
durch  den  Ausspruch  wenigstens  theilweise  aufrecht  zu  erhalten  ge- 
sucht, dass  das,  was  Dämonen  im  grossen  Maassstabe  thun  können, 
in  der  Wirklichkeit  ohne  Hülfe  von  Dämonen,  wenn  auch  in  einem 
sehr  kleinen  Maassstabe,  in  jeder  Gasmasse  vor  sich  gehe,  [that 
what  demons  could  do  on  a  large  scale^  really  goes  on  toithout  the  help 
of  demons  (though  in  a  very  smaU  scale)  in  every  miiss  of  gas]. 

Hiermit  ist,  wenn  ich  es  recht  verstehe.  Folgendes  gemeint 
Wenn  zwei  Gasmassen  A  und  JB  in  Berührung  sind,  so  flie- 
gen fortwährend  Molecüle  von  A  nach  B  und  umgekehrte  von  B 
nach  A.  Haben  die  beiden  Gasmassen  gleiche  Temperaturen,  so 
haben  auch  die  von  A  nach  B  fliegenden  Molecüle  durchschnitt- 
lich dieselbe  lebendige  Kraft,  wie  die  von  B  nach  A  fliegenden. 
Da  aber  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Molecüle  verschie- 
den sind,  so  können  in  einzelnen  Momenten  Abweichungen  von 


1 


^)  Sketch  of  Thermodynamics,  second  edittOHf  Edinburgh  1877^  in  der 
Vorrede  S.  XVIU. 
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dem  durchschnittlichen  Verhalten  stattfinden,  und  es  kann  z.  B. 
vorkommen,  dass  in  einem  gewissen  Momente  zufällig  unter  den 
von  Ä  nach  B  fliegenden  Molecülen  diejenigen  mit  grösseren  Ge- 
schwindigkeiten und  unter  den  von  B  nach  A  fliegenden  diejeni- 
gen mit  kleineren  Geschwindigkeiten  vorwiegen.  Dadurch  steigt 
für  einen  Augenblick  die  Temperatur  in  B  und  sinkt  die  Tempe- 
ratur in  Ay  und  es  geht  also  momentan  etwas  Wärme  aus  der  da- 
durch kälter  werdenden  Gasmasse  in  die  wärmer  werdende  über. 
Dieses  soll  nach  Hm.  Tait  mit  meinem  Grundsatze  im  Wider- 
spruche stehen. 

Hiergegen  brauche  ich  wieder  nur  zu  sagen,  dass  es  sich  ^m 
zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  und  ebenso 
in  meinem  Grundsatze  gar  nicht  darum  handelt,  was  in  einzelnen 
Momenten  zufällig  bald  in  einem,  bald  im  entgegengesetzten  Sinne 
geschehen  kann,  sondern  dar.um,  was  durchschnittlich  nach  den 
Kegeln  der  Wahrscheinlichkeit  geschieht.  Der  Ueberschuss  von 
lebendiger  Kraft,  welcher  durch  eine  in  einem  gewissen  Momente 
stattfindende  zufallige  Abweichung  vom  durchschnittlichen  Verhal- 
ten vom  kälteren  zum  wärmeren  Gase  übergehen  kann,  ist  im  Ver- 
gleiche zu  den  für  uns  messbaren  Wärmemengen  eine  Grösse  von 
derselben  Ordnung,  wie  die  Masse  eines  einzelnen  Molecüls  im 
Vergleiche  zu  den  unserer  directen  Wahrnehmung  zugänglichen 
Massen.  Grössen  dieser  Ordnung  werden  aber,  wie  schon  im  vori- 
gen Paragraphen  erwähnt  wurde,  bei  den  Betrachtungen,  welche 
sich  auf  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
beziehen,  vernachlässigt 


§.  4.    Einwand  von  Tolver  Preston. 

Hr.  Tolver  Preston  hat  in  Natüre,  Vol.  XXril,  p.  202 
(Januar  1878)  ein  Verfahren  angegeben,  mittelst  dessen  man  durch 
Diffusion  von  Gasen  mechanische  Arbeit  gewinnen  kann.  Die  von 
ihm  angestellten  Betrachtungen  sind  sehr  sinnreich  und  in  theore- 
tischer Beziehung  durch  die  Schlüsse ,  zu  welchen  sie  Gelegenheit 
geben,  interessant.  Nur  in  einem  Puncte  glaube  ich  eine  abwei- 
chende Ansicht  äussern  zu  müssen.  Hr.  Preston  meint  nämlich, 
dass  das  Resultat  seines  Verfahrens  dem  zweiten  Hauptsatze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  widerspreche,  und  hiermit  kann  ich 
nicht  übereinstimmen. 
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Das  Wesentliche  seines  Verfahrens  ist  Folgendes.  Er  denkt 
sich  einen  Cylinder,  welcher  dnrch  einen  beweglichen  Stempel  in 
zwei  Abtheilungen  getheilt  wird.  Der  Stempel  soll  aus  einem  po- 
rösen Stoffe,  wie  etwa  Pfeifenthon  oder  Graphit,  bestehen.  In  den 
beiden  Abtheilungen  des  Cylinders  sollen  sich  zwei  verschiedene 
Ga«e  befinden,  z.  B.  Sauerstoff  und  Wasserstoff. 

Wenn  nun  beide  Gase  anfangs  gleichen  Druck  haben,  so  tritt 
darin  durch  die  Diffusion  bald  eine  Aenderung  ein.  Der  Wasser- 
stoff dringt  durch  den  porösen  Stempel  schneller  hindurch,  als 
der  Sauerstoff  und  es  nimmt  daher  die  vorhandene  Gasmenge  an 
der  Wasserstoffseite  ab  und  an  der  Sauerstoffseite  zu.  Dadurch 
entsteht  eine  Druckverminderung  an  der  Wasserstofibeite  und  eine 
Druckvermehrung  an  der  Sauerstoffseite,  so  dass  der  Stempel  mit 
einer  gewissen  Kraft  in  Bewegung  gesetzt  und  eine  mechanische 
Arbeit  geleistet  werden  kann ,  welche  sich  äusserlich  nutzbar  ma- 
chen lässt  Zugleich  wird  bei  der  Bewegung  des  Stempels  das 
Gas  an  der  Seite,  wo  es  sich  ausdehnt,  kälter  und  an  der  Seite, 
wo  es  zusammengedrückt  wird,  wärmer,  und  es  geht  somit  Wärme 
aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  über. 

Diese  beiden  Umstände  nun,  dass  in  dem  Processe  ohne  eine 
ursprünglich  vorhandene  Temperaturdifierenz  Arbeit  aus  Wärme 
gewonnen  wird,  und  dass  dabei  noch  Wärme  aus  der  kälteren  Ab- 
theilung in  die  wärmere  übergeht,  betrachtet  Tolver  Preston 
als  dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  wider- 
sprechend. 

Diesem  Schlüsse  kann  ich  nicht  zustimmen.  Wenn  die  Ver- 
wandlung von  Wärme  in  Arbeit  und  der  Wärmeübergang  aus  dem 
kälteren  in  den  wärmeren  Körper  so  stattfände,  dass  dabei  der 
veränderliche  Stoff  am  Schlüsse  der  Operation  sich  wie- 
der in  seinem  ursprünglichen  Zustande  befände,  und 
dass  man  es  daher  mit  einem  Kreisprocesse  zu  thun 
hätte,  so  würde  darin  allerdings  ein  Widerspruch  mit  dem  zwei- 
ten Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  liegen.  So  ver- 
hält sich  die  Sache  aber  nicht.  Als  veränderlichen  Stoff  haben 
wir  in  dem  Processe  die  beiden  Gase.  Diese  sind  am  Anfange  un- 
gemischt und  am  Schlüsse  gemischt,  und  es  ist  also  eine  wesent^ 
liehe  Aenderung  mit  ihnen  eingetreten ,  welche  als  CompensatioD 
der  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  und  des  Wärmeüberganges 
aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  betrachtet  wer- 
den kann. 


Discussionen  über  Wärme  und  Electricität.      319 

Da  die  Gase  durch  die  Molecularbewegong,  welche  wir  Wärme 
nennen,  sich  zu  mischen  suchen ,  und  zwar  in  der  Weise ,  dass  die 
Mischung  um  so  schneller  erfolgt,  je  höher  die  Temperatur  ist,  so 
haben  wir  es  hier  mit  einer  Wirkung  der  Wärme  zu  thun,  welche 
der  Ausdehnung  eines  Gases  durch  die  Wärme  zu  vergleichen  ist. 
Wir  müssen  daher,  wenn  vdr  hier  schon  einen  von  mir  eingeführ- 
ten Begriff,  der  erst  im  nächsten  Bande  näher  besprochen  werden 
wird,  in  Anwendung  bringen  wollen,  den  gemischten  Gasen  eine 
grössere  Disgregation  zuschreiben,  als  den  ungemischten.  Da 
nun  die  Vermehrung  der  Disgregation  eine  positive  Verwandlung 
ist,  so  kann  sie  die  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  und  den 
Uebergang  von  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Körper,  welche  beide  negative  Verwandlungen  sind,  compensiren. 

Man  sieht  also,  dass  der  vorliegende  Fall  zwar  gewisse  Eigen- 
thümlichkeiten  hat,  durch  welche  er  sich  äusserlich  von  anderen 
Fällen  unterscheidet,  dass  er  aber  in  den  wesentlichen  Puncten, 
um  welche  es  sich  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  handelt, 
ganz  mit  den  gewöhnlich  betrachteten  Fällen  übereinstimmt,  und 
nichts  enthält,  was  mit  dem  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen 
Wärmetheorie  im  Widerspruche  stände. 


§.  5.    Arbeitsverlust  in  nicht-umkehrbaren 

Kreisprocessen. 

In  meiner  Abhandlung  über  eine  veränderte  Form  des  zwei- 
ten Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  i)  habe  ich  eine 
Grösse  eingeführt,  welche  ich  die  uncompensirte  Verwandlung  ge- 
nannt und  mit  N  bezeichnet  habe ,  und  zu  deren  Bestimmung ,  so 
weit  es  sich  um  Kreisprocesse  hß^ndelt,  ich  folgende  Gleichung  auf- 
gestellt habe: 

(!)  K=  _/^, 

worin  d  Q  ein  Element  der  dem  veränderlichen  Körper  während 
des  Kreisprocesses  mitgetheilten  Wärme  bedeutet  (wobei  eine  ent- 
zogene Wärmemenge  als  eine  mitgetheilte  negative  Wärmemenge  ge- 


^)  ^^gS'  Ann.  Bd.  93,  1854;  Abhandlungensammlang  Bd.  I,  Abhand- 
lung lY;  in  der  zweiten  Auflage  Abschnitt  Y. 
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rechnet  wird),  und  T  die  absolute  Temperatur  des  Körpers  im  Mo- 
mente der  Mittheilung  ist  Wenn  der  Ereisprocess  umkehrbar  ist, 
so  hat  man  JV  =  0 ;  wenn  dagegen  in  dem  Kreisprocesse  Verände- 
rungen vorkommen ,  die  nicht  umkehrbar  sind,  so  hat  N  einen  an- 
gebbaren Werth,  welcher  aber  immer  nur  positiv  sein  kann. 

Für  den  in  einer  thermodynamischen  Maschine  stattfindenden 
Ereisprocess  ist  es  nun  am  vortheilhaftesten ,  wenn  nur  umkehr- 
bare Veränderungen  in  ihm  vorkommen,  indem  jede  in  nicht  um- 
kehrbarer Weise  vor  sich  gehende  Veränderun*g  einen  Veriust  von 
Arbeit  zur  Folge  hat.  Auf  diesen  Umstand  habe  ich  ein  eigen- 
thümliches  Verfahren  gegründet,  die  Arbeit  einer  thermodynami- 
schen Maschine  zu  bestimmen.  Wir  wollen  annehmen,  für  den 
Ereisprocess,  welcher  in  der  thermodynamischen  Maschine  statt- 
findet, seien  sonst  alle  dem  veränderlichen  Eörper  mitgetheilten 
Wärmemengen  und  die  Temperaturen,  welche  der  Eörper  bei  der 
Mittheilung  hat,  gegeben,  nur  Eine  Temperatur  Tq  (in  der  Dampf- 
maschine etwa  die  Temperatur  des  Condensators)  komme  vor,  bei 
welcher  der  Eörper  noch  eine  positive  oder  negative  Wärmemenge 
aufnehme,  deren  Werth  unbekannt  sei.  Wenn  wir  dann  das  Ar- 
beitsmaximum ,  welches  man  unter  diesen  Umständen  aus  den  ge- 
gebenen Wärmemengen  möglicherweise  gewinnen  könnte,  mit 
Wmax.',  und  die  Arbeit,  welche  man  wirklich  gewinnt,  mit  W  be- 
zeichnen, so  gilt  folgende  Gleichung,  in  welcher  E  das  mechanische 
Aequivalent  der  Wärme  bedeutet  i): 

(2)  W=  Wnu^,-EToN. 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichung  wird  die  Arbeit  der  Ma- 
schine nicht  so  bestimmt,  dass  man  die  in  den  verschiedenen  nach 
einander  stattfindenden  Vorgängen  geleisteten  Arbeitsgrössen  ein- 
zeln bestimmt  und  dann  addirt,  sondern  so,  dass  man  zuerst  das 
Arbeitsmaximum  bestimmt,  welches  man  erhalten  würde,  wenn  alle 
stattfindenden  Vorgänge  umkehrbar  wären,  und  davon  dann  den 
durch  UnvoUkommenheiten  des   Ereisprocesses   entstehenden  Ar- 


^)  Abhandlung  über  die  Anwendung  der  mechanischen  Wärmeiheorie 
auf  die  Dampfmaschine,  Pogg.  Ann.  Bd.  97,  S.  452;  Abhandlungensamm* 
lung  Bd.  I,  S.  166;   zweite  Auflage  Bd.  I,  S.  298.    Dabei  ist  zu  bemerken, 

dass  an  den  beiden  ersten  Stellen  statt  des  Zeichens  E  der  Bruch  -^  an- 

gewandt  ist,   und  an  der  letzten  Stelle  die  Wärme  als  nach  mechanischem 
Maasse  gemessen  angenommen  und  daher  J?  =  1  gesetzt  ist. 
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beitsverlust  abzieht.    Ich  habe  daher  dieses  Verfahren,  die  Arbeit 

zu  bestimmen,  das  Subtractionsverfahren  genannt.    Der  Arbeits- 
verlust ist: 

(3)  ET,N=^-E%f^ 

und  die  entsprechende  Wärmemenge  wird  dargestellt  durch 

In  dem  von  Tait  veröffentlichten  Buche  ^^ Sketch  qf  Thermo- 
dynamics^  kommt  nun  eine  äusserlich  ähnliche,  aber  in  unrichti- 
ger Weise  ausgeführte  Entwickelung  vor,  deren  Resultat  einer 
näheren  Besprechung  bedarf.  Um  Missverständnisse  unmöglich  zu 
machen  ,*;  will  ich  das  Resultat  wörtlich  im  englischen  Texte  mit- 
theilen, wobei  ich  nur,  der  leichteren  Vergleichung  wegen,  in  der 
Bezeichnung  die  kleine  Aenderung  machen  will,  dass  ich  für  die 
kleinen  Buchstaben  t  und  g,  welche  Tait  zur  Bezeichnung  der 
Temperatur  und  der  Wärmemenge  anwendet,  die  grossen  Buch- 
staben'. T  und  Q  setze,  und  statt  des  Buchstaben  «7,  welchen 
Tait  für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  anwendet, 
den  von  uns  dafür  angewandten  Buchstaben  E  setze.  Tait 
nennt  die  gewonnene  mechanische  Arbeit  y^the  practiccdvaltAe^ 
und  spricht  das  Resultat  seiner  kurzen  Entwickelung  so  aus^); 
Hence  in  any  cyclical  process  whatever  •,  if  Qi  be  the  whole  heat 
taken  in,  and  Qo  that  given  otity  the  practical  vcUue  is 

JS(Qi  -  Qo)-ETof^' 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  lässt  sich  leicht  aus  dem 
blossen  Anblicke  der  Formel  erkennen.  Wie  auch  der  Kreisprocess 
beschaffen  sein  mag,  ob  umkehrbar  oder  nicht  umkehrbar,  immer 
ist  der  üeberschuss  der  aufgenommenen  Wärme  über  die  abge- 
gebene Wärme  die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme.  Die  durch  den 
Kreisprocess  gewonnene  Arbeit  wird  also  ein-  für  allemal  durch 
^ (Qi  —  Qo)  dargestellt  Der  Tait' sehe  Ausdruck  kann  somit 
nur  für  umkehrbare  Kreisprocess^,   bei  welchen  das  Integral 

/  -^  gleich  Null  ist,  und  daher  das  letzte  Glied  des  Ausdruckes 

fortfällt,  richtig  sein;  für  nicht  umkehrbare  Kreisprocesse  dagegen, 


1)  Sketch  of  HiermodynamicSj  erste  Auflage  S.  99,  zweite  Auflage  S.  121. 

Clan  Sias,  mech.  Wärmetheorie,   n.  21 
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bei  welchen  das  letzte  Glied  nicht  Null  ist,  muss  er  unrichtige 
Arbeitswerthe  geben.    Das  Letztere  wird  durch  einen  besonderen 

Umstand  noch  recht  augenfällig.  Das  Integral  /  -^  kann  näm- 
lich, wenn  es  nicht  Null  ist,  immer  nur  negative  Werthe  haben. 
Daraus  folgt,  dass  das  letzte,  äusserlich  mit  dem  Minuszeichen  ver- 
sehene Glied  des  Tait^schen  Ausdruckes  positiv  sein  muss,  und 
dass  somit  der  Tait'sche  Ausdruck  für  nicht -umkehrbare  Kreis- 
processe  grössere  Arbeitswerthe  giebt,  als  für  tunkehrbare,  was 
mit  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  unverein- 
bar ist. 

Hr.  Tait  selbst  äussert  sich  freilich  ganz  anders  über  die 
Sache,  indem  er  fortfährt: 

Now^  if  the  cycle  he  reversible^  (he  practicaH  vcdue  is 

by  thefirst  law;  so  that^  in  this  particuiar  case^ 


f 


But  in  genercd  this  integral  hos  afinite  positive  value^  because 
in  non- reversible  cydes  the  practical  vdhie  of  the  heat  is  (üways 
less  than 

Hier  ist  also  in  bestimmten  Worten  ausgesprochen,  dass  der 
practische  Werth  der  mitgetheilten  Wärme,  d.  h.  die  gewonnene 
Arbeit,  nur  für  umkehrbare  Kreisprocesse  gleich  E{Qi  —  ^0)1  ß"* 
nicht -umkehrbare  dagegen  von  E{Qi  ^  Qo)  verschieden  sei,  was 
mit  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie,  wel- 
cher für  umkehrbare  und  nicht -umkehrbare  Kreisprocesse  in  ganz 
gleicher  Weise  gilt,  im  Widerspruche  steht.  Da  nun  Hr.  Tait 
weiss,  dass  nicht -umkehrbare  Kreisprocesse  für  die  Gewinnung 
von  Arbeit  ungünstiger  sind,  als  umkehrbare,  so  macht  er  ohne 
Weiteres  die  Voraussetzung,  dass  für  nicht -umkehrbare  Kreis- 
processe die  Arbeit  kleiner  als  E(Qi  —  Qo)  ^h  ^^^  daraas 

zieht  er  den  Schluss,  dass  das  Integral  /  -^  für  nicht -umkehr- 
bare Kreisprocesse  positiv  sei,  was  mit  dem  zweiten  Hauptsatze 
der  mechanischen  Wärmetheorie  im  Widerspruche  steht. 

Durch  eine  solche  Jleihe  falscher  Schlüsse,  die  bei  einem  her- 
vorragenden  Mathematiker,   welcher  selbst   ein  Buch  über  die 


/ 
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mechanische  Wärmetheorie  geschrieben  hat,  fast  unbegreiflich  sind, 
gelangt  Hr.  Tait  endlich  zu  dem  Resultate,  dass  die  in  dem  Kreis- 
processe  nutzlos  veriorene  Wärme  durch 

dQ 
T 

dargestellt  werde,  welcher  Ausdruck,  abgesehen  von  dem  schon 
erwähnten  falschen  Vorzeichen,  mit  dem  unter  (4)  mitgetheilten 
Ergebnisse  meiner  Entwicklung  übereinstimmt.  Hr.  Tait  nimmt 
aber  von  meiner  Entwickelang  keine  Notiz,  sondern  sagt:  This  is 
Thomson* s  expression  for  the  amount  of  he(xt  dissipated  during 
fhe  cycle^  und  fügt  als  Beleg  für  diese  Behauptung  folgendes  Citat 
hinzu:  Phil.  Mag,  and  Proc.  R.  8.  E.  185J2^  ^On  a  Universal  Ten- 
dency  in  Notiere  to  Dissipation  of  Energy.*^ 

Nachdem  ich  in  Pogg.  Ann.  ^)  und  später  im  ersten  Bande 
dieses  Werkes^)  darauf  aufmerksam  gemacht  habe,  dass  sich  in 
dem  citirten  Aufsatze  von  Thomson  weder  der  in  Rede  stehende, 
noch  ein  ihm  gleich  bedeutender  Ausdruck  befindet,  führt  Hr.  Tait 
in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  seines  Buches  als  den  Aus- 
druck, welchen  er  gemeint  hat,  folgenden  an: 

a 

dt 


we 


-7/" 


Dieser  Ausdruck  hat  eine  ganz  andere  Gestalt,  wie  der  oben  an- 
geführte, und  Hr.  Tait  durfte  daher  selbst  dann,  wenn  er  beide 
Ausdrücke  dem  Sinne  nach  für  gleich  hielt,  nicht  einfach  sagen: 
this  is  Thomson^ s  expression^  sondern  er  musste  die  Gleichheit 
erst  nachweisen.  In  der  Wirklichkeit  aber  sind  beide  Ausdrücke 
auch  dem  Sinne  nach  sehr  verschieden  von  einander. 

In  Thomson's  Ausdruck  bedeutet  eT'das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme  und  fi  den  reciproken  Werth  der  Garnot'schen 
Temperaturfiinction,  welche  in  diesem  Ausdrucke  noch  als  un- 
bekannt angenommen  ist.  T  stellt  die  Temperatur  des  Conden- 
sators  der  Dampfmaschine  dar,  und  kann  also  der  in  dem  obigen 
Ausdrucke  vorkommenden  Grösse  To  gleich  gesetzt  werden ,  wäh- 
rend S  die  Temperatur  des  Dampfkessels  darstellt.  Hieraus  ist 
ersichtlich,  dass  in  Thomson's  Ausdruck  nur  zwei  Temperaturen 
vorkommen,  während  in  dem  obigen  Ausdrucke  zu  den  verschiede- 


1)  Bd.  145,  S.  145.  —  3)  S.  387. 
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nen  Wärmeelementen  unendlich  viele  verschiedene  Temperaturen 
gehören  können.  Der  Hauptunterschied  aber  liegt  in  der  Bedeu- 
tung der  in  Thomson's  Ausdruck  vorkommenden  Grösse  w  im 
Vergleiche  mit  der  in  dem  obigen  Ausdrucke  vorkommenden 
Grösse  Q.  Während  d  ^  das  Element  der  Wärme  bedeutet,  welche 
der  veränderliche  Körper  während  des  Kreisprocesses  von  Aussen 
her  empfängt,  also  bei  der  Dampfmaschine  ein  Element  der  theils 
positiven  theils  negativen  Wärmemengen,  welche  dem  Wasser  bei 
seiner  Verdampfung  und  bei  dem  dann  wieder  erfolgenden  Nieder- 
schlage von  Aussen  her  zugeführt  werden,  und  für  welche  vor- 
zugsweise das  den  Kessel  umspülende  Feuer  und  das  Kühlwasser 
des  Condensators  als  positive  und  negative  Wärmequellen  dienen, 

deiinirt  Thomson  seine  Grösse  tv  dadurch  dass  er  sagt,  -j  w  sei 

eine  Wärmemenge,  welche  auf  Kosten  einer  Arbeits- 
grosse  w  durch  Reibung  erzeugt  werde,  seies  Reibung 
des  Dampfes  in  den  Röhren  und  Eintrittsöffnungen,  sei 
es  Reibung  irgend  welcher  bewegter  fester  oder  flüs- 
siger Körper  in  irgend  welchen  Theilen  der  Maschine 
(a  qiiantity  of  heat  prodticed  by  the  expenditure  of  a  quantäy  to  of 
work  in.  fridion^  whether  of  the  steam  in  the  pipes  and  entranee 
ports^  or  of  any  solids  orfluids  in  motion  in  cmy  pari  of  theengine). 
Man  sieht  hieraus,  dass  es  sich  in  Thomson's  Ausdruck  um  eine 
ganz  andere  Wärmemenge  handelt,  als  in  jenem  obigen  Ausdrucke, 
und  dass  somit  durchaus  keine  Berechtigung  vorlag ,  beide  Aus- 
drücke als  gleichbedeutend  zu  bezeichnen. 


§.  6.    Tendenz  des  Buches  yy  Sketch  of  Thermodynamics^ 

von  Tait. 

In  Bezug  auf  das  von  Tait  veröflFentlichte  Buch  „Sketch  of 
Therniodynamics^^  aus  welchem  schon  im  vorigen  Paragraphen 
eine  Stelle  besprochen  ist,  hatte  ich  im  Jahre  1872  in  meinem  Ar- 
tikel „Zur  Geschichte  der  mechanischen  Wärmetheorie"  i)  und  im 
ersten  Bande  dieses  Werkes  S.  387  die  Ueberzeugung  ausgedrückt, 
dass  es  seine  Entstehung  vorwiegend  dem  Bestreben  verdanke,  die 
mechanische  Wärmetheorie  so  viel,  wie  möglich,  für  die  englische 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  145,  S.  132. 
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Nation  in  Anspruch  zu  nehmen.  Die  Gründe  auf  welche  diese 
üeberzeugung  sich  stützt,  habe  ich  aber  bisher  nicht  angegeben, 
weil  sie  zum  Theil  in  einer  Privatcorrespondenz  liegen,  welche  ich 
nicht  gern  zur  Sprache  bringen  wollte,  wenn  nicht  Hr.  Tait  selbst 
mich  zu  einer  weiteren  Besprechung  der  Sache  aufforderte.  Da 
nun  aber  neuerdings  Hr.  Tait  in  den  Vorreden  zu  zwei  Werken  i) 
die  Angelegenheit  wieder  aufgenommen  und  in  der  einen  2)  den 
Wunsch  ausgedrückt  hat,  meine  Gründe  kennen  zu  lernen  (7  am, 
indeed^  curious  to  know  what  these  grounds  can  6e),  so  bin  ich  zu 
meiner  eigenen  Rechtfertigung  genöthigt,  näher  auf  die  Sache 
einzugehen.  Ich  muss  dazu  etwas  zurückgreifen  und  einige  Vor- 
gänge erwähnen,  welche  schon  vor  dem  ersten  Erscheinen  des 
Buches  über  die  Thermodynamik  stattgefunden  haben. 

Die  Arbeiten  von  Roh.  Mayer  waren  bis  zum  Anfange  der 
sechziger  Jahre  sehr  wenig  bekannt.  Nur  die  erste  derselben ,  ein 
kurzer  Aufsatz,  welcher  noch  gewisse  Mängel  der  Auffassung  ent- 
hielt, war  im  Jahre  1842  in  einer  wissenschaftlichen  Zeitschrift  3) 
erschienen  und  dadurch  in  weiteren  Kreisen  verbreitet;  die  ande- 
ren dagegen  waren  als  besondere  Brochüren  gedruckt  und  waren, 
da  zur  Zeit  ihres  Erscheinens  wenige  Personen  sich  für  den  Gegen- 
stand interessirten,  in  Vergessenheit  gerathen.  Auch  ich  kannte 
zu  jener  Zeit  nur  die  erste  Arbeit,  und  daher  kam  es,  dass  ich,  wie 
Tyndall  in  dem  gleich  zu  erwähnenden  Vorlage  mitgetheilt  hat, 
auf  eine  von  ihm  im  Jahre  1862  an  mich  gerichtete  Anfrage  über 
den  Inhalt  der  Mayer'schen  Schriften  antwortete,  ich  glaube  nicht, 
dass  er  sehr  erhebliches  darin  finden  werde,  wolle  indessen  ver- 
suchen, sie  ihm  zu  verschaffen.  Als  ich  dann  aber  die  Brochüren 
von  dem  Buchhändler  in  Heilbronn  erhalten  hatte  und  sie,  bevor  ich 
sie  an  Tyndall  schickte,  selber  las,  erkannte  ich,  dass  ich  mich 
geirrt  hatte,  und  dass  Mayer  vielmehr  die  Mängel,  welche  an- 
fangs seinen  mechanischen  Vorstellungen  noch  angehaftet  hatten, 
und  welche  bei  einem  practischen  Arzte,  der  zum  ersten  Male  über 
einen  mechanischen  Gegenstand  schrieb,  sehr  erklärlich  waren, 
durch  weitere,  eingehende  Studien  beseitigt  hatte,  und  in  diesen 


1)  Lectures  on  aome  Recent  Advances  in  Science  2,  edition,  London 
1876  und  zweite  Auflage  des  erwähnten  Buches  Sketch  of  Thermodyna- 
mics,  London  1877. 

2)  Vorrede  zu  den  Lectures  S.  IX. 

3)  Ann.  d.  Chem.  u.  Pharm,  von  Wöhler  und  Liebig,   Bd.  42,  S.  239. 
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Schriften  seine  Ansichten  mit  Klarheit  und  Schärfe  auseinander- 
setzte, und  einen  Ideenreichthum  entwickelte,  welchen  man  be- 
wundern musste,  selbst  wenn  man  nicht  mit  allem  dort  Gesagten 
übereinstimmte.  Ich  nahm  daher,  als  ich  Tyndall  die  Schriften 
zusandte,  meinen  früheren  Ausspruch  zurück  und  hob  dasjenige, 
was  ich  in  den  Schriften  für  besonders  wichtig  hielt,  hervor. 

Gerade  damals  hatte  Tyndall  bei  Gelegenheit  der  im  Jahre 
1862  stattfindenden  Londoner  Industrieausstellung  einen  öffent- 
lichen Vortrag  in  der  Royal  Institution  vor  einer  grossen  und  ge- 
wählten, aus  verschiedenen  Ländern  zusammengekommenen  Zu- 
hörerschaft zu  halten.  Dazu  wählte  er  als  Gegenstand  die  Maye ra- 
schen Schriften  und  setzte  die  Hauptresultate  derselben  in  seiner 
bekannten  ansprechenden  Weise  auseinander,  und  als  er  dadurch 
das  grösste  Interesse  erweckt  hatte,  und  man  natürlich  gespannt 
darauf  war,  zu  erfahren,  von  wem  das  alles  stamme,  da  nannte  er 
den  Mann,  welcher  in  einer  kleinen  deutschen  Stadt,  ohne  wissen- 
schaftliche. Anregung  und  ohne  Ermuthigung  seine  mit  Genialität 
erfassten  Gedanken  mit  wunderbarer  Kraft  und  Ausdauer  ent- 
wickelt habe. 

Dieser  Vortrag,  welcher  mehrfach  gedruckt  wurde*)  und  viel 
besprochen  ist,  hat  für  Mayer  in  Bezug  auf  die  Anerkennung  sei- 
ner Leistungen  den  Wendepunct  gebildet«).  Mayer  selbst  sprach 
sich  darüber  in  einem  an  Tyndall  gerichteten  Briefe')  folgender- 
maassen  aus.  ^,1  hardly  Jcnow  how  to  find  words  to  express  ihe 
feelings  which  move  me  at  the  present  moment.  On  the  I6th  of  last 
June  Prof.  Clausius  conveyed  to  me  the  pleasant  intelligence  qf 
your  ledure  at  the  Royal  Institution.  The  hopes  which  in  stillness  I 
ventured  to  cherish  were  exceeded  by  the  recognition  which  you  there 
accorded  me^  and  I  am  still  more  deeply  affeded  by  the  receipt  qf 
your  last  communication  to  the  Fhilosophical  Magazine,  Tour 
kindness  mdkes  all  the  deeper  impression  froni  the  fad  that  for 
many  years  I  have  been  forced  to  habituate  niyself  to  a  precisely 
opposite  mode  of  treatment^ 


^)  „On  Force.''  Proc,  of  the  Eoyal  Institution ^  June  6,  1862,  Phil. 
Mag.  Ser.  4j  Vol.  24,  p.  57,  Beat  considered  m  a  mode  of  Motion, 
London  1863,  p.  435. 

«)  Ich  habe  daher  bei  Gelegenheit  einer  von  mir  im  Literariachen 
Gentralblatt  für  1868  veröfifentlichten  Reoension  der  von  Mayer  später 
herausgegebenen  gesammelten  Schriften  schon  einmal  davon  gesprochen. 

»)  Phil  Mag.  Ser.  4,  Vol.  26,  p.  66. 
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Während  Tyndall  sich  durch  die  in  diesem  Vortrage  geübte 
historische  Gerechtigkeit  einerseits  Dank  und  Anerkennung  erwor- 
ben hat,  hat  er  sich  andererseits  dadurch  auch  viele  und  heftige 
Anfeindungen  in  England  zugezogen,  weil  man  dort  bis  dahin  den 
berühmten  englischen  Physiker  Joule,  welcher  sich  um  die  Fest- 
stellung des  Satzes  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  und 
um  die  Bestimmung  des  mechanischen  Aequivalentes  der  Wärme 
unzweifelhafte  und  grosse  Verdienste  erworben  hat,  welcher  den 
Satz  aber,  obwohl  unabhängig,  so  doch  später,  als  Mayer,  aus- 
gesprochen hat,  für  den  ersten  und  alleinigen  Begründer  des  Satzes 
gehalten  hatte. 

Bald  nach  dem  Vortrage  erschien  in  einer  viel  gelesenen, 
nicht  wissenschaftlichen  englischen  Zeitschrift  y^Oocd  Words^  ein 
von  Thomson  und  Tait  überschrieben  er  Artikel  „Energy^,  dessen 
eigentlicher  Verfasser  aber  der  Letztere  war,  wie  aus  einer  später 
von  ihm  gemachten  Bemerkung  *)  hervorgeht  Hierin  heisst  es? 
nachdem  der  erste  Aufsatz  von  Mayer  erwähnt  ist:  „  Ow  the  strength 
of  this  publication  an  attetnpt  hos  been  made  to  claim  for  Mayer 
the  credit  of  being  the  first  to  estäblish  in  its  genercdity  the  prin- 
dple  of  the  Conservation  of  Energy.  It  is  true  that  j^La  science 
n^a  pas  de  patrie^^  and  it  is  highly  creditable  to  British  philo- 
sophers^  that  they  have  so  liberälly  acted  according  to  this  majnm. 
But  it  is  not  to  be  imagined  that  on  this  account  there  shoüld  be 
no  scientific  patriotism^  or  that  in  our  desire  to  do  all  justice  to  a 
for  eigner,  we  sHoüld  depreciate  or  suppress  the  claims  of  our  own 
countrymen.  And  it  espedaUy  startles  us  that  the  recent  attempts 
to  place  Mayer  in  a  position  which  he  never  claimed^  and  which 
had  long  before  taken  by  another,  shouid  have  found  support  within 
the  very  walls  wherein  Davy  propounded  his  tra/nscendent  dis- 
coveries.^ 

Die  hierin  vorkommende  Hervorhebung  des  wissenschaftlichen 
Patriotismus  und  die  Art,  wie  die  Räume,  in  denen  Davy  seine 
grossartigen  Entdeckungen  gemacht  hat  (nämlich  die  Räume  der 
Royal  Institution)^  erwähnt  sind,  um  Tyndall's  Handlungsweise 
noch  als  besonders  unpatriotisch  erscheinen  zu  lassen ,  kennzeich- 
net von  vom  herein  den  Standpunct,  von  welchem  aus  Hr.  Tait 
die  Geschichte  der  Wissenschaft  behandelt. 


1)  Phü.  Mag.  Ser.  4,  Vol.  26j  p.  144. 
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An  diesen  Artikel  schloss  sich  eine  lange  Polemik  zwischen 
Tyndall  und  Tait  an,  welche  sich  durch  drei  Bände  des  Phil. 
Mag.  (Bd.  25,  26  und  28,  1863  und  1864)  hinzog,  aber  bei  der  von 
Tait  selbst  in  jenen  Worten  „scientific  patriotism^  so  deutlich 
ausgedrückten  Tendenz  zu  keiner  Einigung  fuhren  konnte,  sondern 
die  Gegensätze  nur  verschärfte. 

Hr.  Tait  sah  sich  daher  veranlasst,  der  Sache  grössere  Dirnen-  1 

sionen  zu  geben,  und  veröffentlichte  im  Jahre  1864  in  einer  damals 
in  Schottland  erscheinenden  Zeitschrift  „North  British  Revieu?^ 
zwei  längere  Artikel  über  die  Geschichte  der  mechanischen  Wärme- 
theorie ,  welche  sich  nicht  mehr  bloss  auf  die  Prioritätsfrage  zwi- 
schen Mayer  und  Joule  beschränkten,  sondern  auch  die  weitere 
Entwickelung  der  mechanischen  Wärmetheorie  behandelten. 

Diese  Artikel  sollten  einige  Jahre  später  einem  grösseren 
Publicum  zugänglich  gemacht  werden,  und  es  wurde  daher  aus 
ihnen  eine  besondere  Brochüre  unter  dem  Titel  „Historical  Sketch 
of  the  Dynamical  Theory  of  Ueaf^  gebildet,  welche  aber  nicht 
gleich  der  Oeffentlichkeit  übergeben  wurde ,  sondern  von  der  nur 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Abdrücken  gemacht  wurde,  wie  es 
scheint,  um  vor  der  Veröffentlichung  einigen  als  competent  gelten- 
den Personen  zur  Beurtheilung  vorgelegt  zu  werden. 

Diese  Brochüre  wurde  auch  mir  im  Anfange  des  Jahres  1867 
von  Hm.  Tait  mit  folgendem  Schreiben  zugesandt.  „Would  you 
Jcindly  looJc  over  the  Utile  pamphlet  which  accompanies  this,  and 
which  is  not  yet  published,  so  as  to  teil  me  whether  in  trying  to 
give  Joule  and  Thomson  the  credit  they  deserve,  and  which  some 
of  their  countrymen  appear  indisposed  to  grant  them^  I  have  inad- 
vertently  done  in  justice  to  you.  If  such  he  the  case^  I  shcdl  he  de- 
lighted  to  make  the  necessary  corredions  hefore  puhlishing ,  as  fny 
sole  ohject  is  to  he  impartiah^ 

Hieraus  sieht  man,  dass  es  sich  in  der  Schrift  vorzugsweise 
darum  handelte,  die  Verdienste  von  Joule  und  Thomson  her- 
vorzuheben. Was  den  Schlusssatz  über  die  UnparteiUchkeit  an- 
betrifft, so  versteht  es  sich  erstens  von  selbst,  dass  niemand  seine 
eigene  Schrift  als  parteiisch  bezeichnen  wird.  Ferner  kann  ich 
aber  auch  hinzufügen,  dass  es  gar  nicht  meine  Absicht  ist,  die 
Aufrichtigkeit  dieses  Ausspruches  zu  bestreiten,  denn,  wenn  man 
der  Schrift  die  Tendenz  zuschreibt,  die  Verdienste  gewisser  Perso- 
nen hervorzuheben,  und  diese  Tendenz  selbst  als  eine  übertriebene 
bezeichnet,  so  liegt  darin  noch  nicht  die  Behauptung,  dass  der  Ver- 
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fasser  in  wirklich  bewusster  Weise  parteiisch  gewesen  sei,  sondern 
man  kann  gern  zugeben,  dass  er  in  dem  guten  Glauben  gehandelt 
habe,  gerecht  zu  sein,  und  dass  nur  sein  Urtheil  durch  den  Patrio- 
tismus und  die  Freundschaft  zu  den  betreffenden  Personen,  und 
vielleicht  auch  durch  die  in  der  voraufgegangenen  Polemik  ent- 
standene Erregtheit  getrübt  gewesen  sei. 

Als  ich  nun  die  mir  zugesandte  Schrift  las,  fand  ich  sie  in 
einem  wirklich  überraschenden  Grade  einseitig,  und  erkannte  deut- 
lich, dass  der  Autor,  welcher  es  unternommen  hatte,  eine  Ge- 
schichte der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  schreiben,  doch  wenig 
mehr,  als  die  Abhandlungen  der  englischen  Autoren,  deren  Ver- 
dienste er  hervorheben  wollte,  gelesen  haben  konnte. 

Ich  theilte  ihm  diese  Wahrnehmung  in  meiner  Antwort  ganz 
offen  mit,  wobei  ich,  infolge  seiner  Frage  über  meine  Arbeiten, 
verschiedene  Einzelnheiten  derselben  näher  besprach,  und  schrieb 
•dann  wörtlich  weiter:  „Sie  sind  mir,  hochgeehrter  Herr,  mit  sehr 
anerkennenswerther  Freundlichkeit  entgegengekommen,  indem  Sie 
mir  die  Schrift  vor  ihrer  Veröffentlichung  zur  Ansicht  zugeschickt 
haben,  und  ich  habe  geglaubt,  es  nicht  bloss  mir,  sondern  auch 
Ihnen  schuldig  zu  sein,  Ihnen  aufrichtig  und  ohne  Rückhalt  meine 
Ansicht  auszusprechen.  Gestatten  Sie  mir  noch  zum  Schlüsse, 
Ihnen  (ganz  abgesehen  von  der  Beurtheilung  meiner  eigenen  Ar- 
beiten) offen  zu  sagen^  dass  meiner  Ueberzeugung  nach  die  Schrift 
in  ihrer  jetzigen  Form  Ihrem  eigenen  so  hoch  stehenden  wissen- 
schaftlichen Rufe  nur  schaden  kann.  Jeder  Leser  sieht  auf  den 
ersten  Blick,  dass  dieses  nicht  eine  unparteiische  historische  Dar- 
stellung der  Sache  ist,  wie  man  sie  von  einem  Forscher  Ihres  Ran- 
ges erwarten  muss,  sondern  eine  blosse  Parteischrift,  welche  nur 
zum  Lobe  einiger  weniger  Personen  geschrieben  ist.  Ich  selbst 
schätze  diese  Personen  sehr  hoch,  aber  ich  glaube  doch,  dass  man 
um  ihretwillen  nicht  andere  herabsetzen  muss.  In  Ihrer  Schrift 
erkennt  man,  dass  das  Urtheil  über  alle  die  Personen ,  welche  mit 
jenen  concurriren,  nicht  mehr  frei  und  unbefangen  geblieben, 
sondern  durch  den  vorgefassten  Zweck  getrübt  und  oft  sehr  un- 
gerecht geworden  ist." 

Zugleich  gab  ich  in  dem  Briefe  folgende  bestimmte  Erklä- 
rung ab.  „Wenn  Ihr  Historical  Sketch  in  seiner  jetzigen  Form 
veröffentlicht  werden  sollte,  so  behalte  ich  mir  vor,  eine  Entgeg- 
nung darauf  zu  schreiben,  und  ich  glaube ,  nicht  bloss  die  hier  er» 
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wähnten,  sondern  auch  noch  andere  Fehler  darin  nachweisen  zu 
können." 

Nach  dieser  Gorrespondenz  dauerte  es,  obwohl  der  Satz  des 
Buches  schon  ToUendet  gewesen  war,  doch  mehr  als  ein  Jahr,  bis 
es  erschien.  Es  war  dann  durch  Zusätze  bedeutend  erweitert,  so 
dass  es  von  68  Seiten  auf  128  Seiten  angewachsen  war,  und  von 
diesen  Zusätzen  war  ein  nicht  unbeträchthcher  Theil  meinen  Ar- 
beiten gewidmet.  In  seinem  Titel  war  jetzt  das  Wort  ^yHistorical^ 
fortgelassen,  und  er  lautete  einfach  y, Sketch  of  Thermodynamics^ \ 
da  aber  der  ursprüngliche  Satz  des  Buches  benutzt  war,  und  die 
Ergänzungen  nur  eingefügt  oder  angehängt  waren,  so  enthielten 
die  Ueberschriften  der  Gapitel,  mit  Ausnahme  des  ganz  neu  ent- 
standenen letzten,  und  die  sämmtlichen  Golumnenüberschriflen 
der  ersten  86  Seiten  das  Wort  „Historical^^  was  mit  dem  Titel,  in 
welchem  dieses  Wort  fehlte,  in  eigenthümlicher  Weise  contrastirte 
und  ganz  augenfällig  zeigte,  dass  die  urprüngliche  Bestimmung 
des  Buches  dem  jetzigen  Titel  nicht  entsprach. 

Obwohl  nun  nach  den  vielen  vorgenommenen  Aenderungen 
für  mich  keine  Veranlassung  mehr  vorlag,  mit  einer  Gegenschrift 
aufzutreten,  so  konnte  ich  doch  bei  einer  allgemeinen,  auf  alle 
besprochenen  Autoren  bezüglichen  Beurtheilung  das  Buch  auch  in 
seiner  neuen  Form  nicht  als  eine  gerechte  historische  Darstellung 
anerkennen.  Die  Tendenz,  vorzugsweise  die  Verdienste  englischer 
Autoren  hervorzuheben,  kann  keinem  aufmerksamen  Leser  des 
Buches  entgehen,  und  wenn  man  dabei  bedenkt,  dass  diejenigen 
Bestandtheile  des  Buches,  welche  sich  auf  fremde  Arbeiten  be- 
ziehen, meistens  erst  nachträglich  auf  besondere  Anregung  hinzu- 
gefügt sind,  während  ursprünglich  fast  ausschliesslich  über  eng- 
lische Arbeiten  gesprochen  war,  und  wenn  man  femer  die  oben 
erwähnten ,  der  Publication  vorausgegangenen  Vorgänge  mit  be- 
rücksichtigt, so  wird  man  gewiss  meinen  Ausspruch  gerechtfertigt 
finden ,  dass  das  Buch  seine  Entstehung  ganz  unzweifelhaft  vor- 
wiegend dem  Bestreben  verdankt,  die  mechanische  Wärmetheorie 
so  viel,  wie  möglich,  für  die  englische  Nation  in  Anspruch  zu 
nehmen. 
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§.  7.    Spätere  Aeusserungen  von  Tait  und  Aenderung 

seines  Buches. 

Der  oben  erwähnte  im  Jahre  1872  von  mir  gethanb  Ausspruch 
über  die  Tendenz  des  Tait 'sehen  Buches  hatte  eine  Polemik  zur 
Folge  1),  welche  trotz  meiner  Bemühung,  sie  auf  wissenschaftlichem 
Gebiete  zu  erhalten,  einen  so  persönlichen  Gharacter  annahm,  dass 
ich  erklären  musste,  sie  nicht  weiter  fortsetzen  zu  können.  Ich 
kann  mir  den  Ton,  welchen  Hr.  Tait  darin  anschlug,  nur  aus  einer 
grossen  Heftigkeit  seines  Temperamentes  erklären,  die  ihn,  wenn 
er  sich  für  beleidigt  hält,  nicht  dazu  kommen  lässt,  die  betreffen- 
den Stellen  mit  Ruhe  zu  lesen  und  zu  prüfen ,  sondern  ihn  treibt, 
sofort  nach  dem  ersten ,  bei  flüchtiger  Durchsicht  entstandenen  ^ 
Eindrucke  in  möglichst  geharnischter  Weise  zu  antworten. 

So  führt  er  aus  meinem  Artikel  die  Ausdrücke  „Absichtlich- 
keit^  und  „sehr  geschickt  abgefasst^  als  besonders  beleidigend  an. 
Nun  kommt  aber  das  Wort  „Absichtlichkeit"  in  einer  Stelle  vor, 
welche  sich  gar  nicht  auf  ihn  bezieht,  und  was  den  zweiten  Aus- 
druck anbetrifft,  so  lautet  die  Stelle,  in  welcher  er  yorkommt,  fol- 
gendermaassen :  „Ich  hatte  gegen  die  Art,  wie  meine  Arbeiten 
darin  (nämlich  in  dem  Sketch  of  Thermodynamics)  neben  denjeni- 
gen von  W.  Thomson  und  Rank  ine  besprochen  sind,  manches 
einzuwenden,  aber  aus  Scheu  vor  persönlichen  Erörterungen  und 
aus  Hochachtung  vor  dem  Verfasser  und  vor  den  beiden  letzt- 
genannten hervorragenden  Gelehrten,  deren  Verdienste  ich  in  kei- 
ner Weise  schmälern  wollte,  unterliess  ich  es,  obwohl  jenes  sehr 
geschickt  abgefasste  Buch  nicht  bloss  in  England  grosse  Verbrei- 
tung fand ,  sondern  auch  ins  Französische  übersetzt  wurde."  Ich 
glaube,  keiner,  der  diesen  Satz  ruhig  liest,  wird  in  ihm  etwas  Be- 
leidigendes finden. 

Später  muss  Hr.  Tait  wohl  selber  gefunden  haben,  dass  die 
Worte  „sehr  geschickt  abgefasst"  keine  Beleidigung  enthalten, 
denn  in  der  Vorrede  zu  der  im  vorigen  Jahre  erschienenen  zwei- 
ten Auflage  seines  Buches  (S.  XVI)  sieht  er  sich  zu  folgender  Er- 
klärung veranlasst.  ,^ Professor  Clausius  adds  fhat  my  book  is 
sehr  geschickt  abgefasst.    Bead  by  the  light  of  the  context  this 


1)  Phil.  Mag.  Ser.  IV,  Vol.  43  and  44. 
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can  only  mean  that  it  is  sJciUed  special  pleading.^  Hiernach  ist 
also  nicht  mehr  der  von  mir  gebrauchte  Ausdruck  selbst,  sondern 
dasjenige,  was  Hr.  Tait  ihm  des  Zusammenhanges  wegen  glaubt 
unterlegen  zu  müssen,  beleidigend.  Ich  muss  mich  aber  bestimmt 
dagegen  verwahren,  dass  meinen  Worten  etwas  anderes  unter- 
gelegt wird,  als  was  sie  wirklich  enthalten.  Ich  bin  gewohnt,  mich 
immer  offen  auszusprechen,  und  denke  nie  daran,  etwas,  was  ich 
nicht  wirklich  sagen  will,  doch  andeutungsweise  durchblicken  zu 
lassen.  Jene  Worte  „sehr  geschickt  abgefasst"  sind  von  mir  ein- 
fach als  ein  auf  die  gewandte ,  leicht  fassliche  Darstellungsweise 
bezügliches  Lob  gebraucht,  und  weiter  kann  man  auch  aus  dem 
Zusammenhange  nichts  schliessen,  da  sie  offenbar  dazu  dienen  sol- 
len, die  grosse  Verbreitung  des  Buches  in  England  und  seine 
Uebersetzung  ins  Französische  zu  erklären. 

Man  wird  mir  zugeben,  dass  diese  Art,  einem  Autor  die  Ab- 
sicht der  Beleidigung  unterzuschieben ,  wo  er  sie  gar  nicht  gehabt 
hat,  und  dann  sofort  mit  wirklichen  Beleidigungen  zu  antworten, 
die  Discussion  so  unerquicklich  machen  kann,  dass  nur  ein  kurzes 
Abbrechen  derselben  übrig  bleibt.  Ich  will  daher  auch  auf  die 
damaligen  Auseinandersetzungen  hier  nicht  weiter  eingehen,  son- 
dern nur  einige  von  Hrn.  Tait  neuerdings,  nämlich  in  der  zweiten 
Auflage  seines  Buches  Sketch  of  Thermodynamics^  gethane  Aeusse- 
rungen  und  das  darin  gegen  mich  eingeschlagene  Verfahren  kurz 
beleuchten. 

Wie  es  scheint,  will  Hr.  Tait  die  Verantwortlichkeit  für  seine 
Darstellung  der  Geschichte  der  mechanischen  Wärmetheorie  nicht 
gern  allein  tragen,  sondern  wünscht  sich  dabei  auf  andere  Autori- 
täten zu  stützen. 

Zunächst  sagt  er  auf  S.  XV  der  Vorrede:  y^and  it  will  he  seen 
that  Professor'  Clausius  fancies  himself  to  have  received  even 
tvorse  treatment  from  Clerk- Maxwell  than  from  mysel/.^  Wenn 
Hr.  Tait  sich  hier  auf  die  Autorität  von  Maxwell  beruft,  so 
scheint  er  nicht  zu  wissen,  dass  meine  Meinungsdifferenz  mit 
Hm.  Maxwell  längst  dadurch  ausgeglichen  ist,  dass  Hr.  Max- 
well die  von  mir  angefochtenen  Stellen  der  ersten  Auflage  seiner 
Theory  of  Ueat  in  der  bald  darauf  erscliienenen  zweiten  Auflage 
in  dem  von  mir  angedeuteten  Sinne  geändert  und  auf  diese  Weise 
meine  Einwendungen  als  richtig  anerkannt  hat.  Ich  glaube  hinzu- 
fügen zu  müssen,  dass  die  loyale  Bereitwilligkeit,  mit  welcher 
Hr.  Maxwell  jene  Stellen  der  ersten  Auflage,  sobald  er  auf  ihre 
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Unrichtigkeit  aufmerksam  gemacht  war,  sofort  corrigirt  hat,  in  mir 
die  üeberzeugung  hervorgerufen  hat,  dass  auch  bei  ihrer  ersten 
Abfassung  nicht  eine  Absichtlichkeit  obgewaltet  hat,  sondern  nur 
eine  unvollständige  Kenntniss  der  ausserenglischen  Literatur,  über 
welche  man  bei  einem  Forscher,  dem  die  Wissenschaft  so  viele 
und  so  durchgreifend  wichtige  eigene  Schöpfungen  verdankt,  leicht 
hinfortsehen  wird. 

Ferner  erzählt  Hr.  Tait,  wie  schon  in  der  Vorrede  zu  seinem 
Buche  y^On  sotne  Recent  Advcmces  e^c",  so  auch  wieder  in  der  Vor- 
rede zur  zweiten  Auflage  seines  Buches  über  die  Thermodynamik 
(S.  XVI),  dass  er  die  auf  meine  Arbeiten  bezüglichen  Paragraphen, 
welche  er  in  der  ersten  Auflage  des  letzteren  Buches  dem  ursprüng- 
lichen Entwürfe  hinzugefügt  hat,  gar  nicht  selbst  verfasst  hat,  son- 
dern sich  von  Rankine  hat  schreiben  lassen,  und  knüpft  daran 
die  Bemerkung,  dass  ein  Theil  meines  Angriffes  (wie  er  meine 
Aeusserungen  über  sein  Buch  nennt)  in  Wirklichkeit  gegen  Ran- 
kine^s  Aufstellungen  gerichtet  seL 

Das  Geständniss,  dass  Hr.  Tait  zu  der  Zeit,  wo  er  sich  schon 
berufen  fühlte,  eine  Geschichte  der  mechanischen  Wärmetheorie 
zu  schreiben,  doch  die  Arbeiten,  deren  Werth  er  darin  beurtheilte, 
so  wenig  kannte,  dass  er  zu  einer  etwas  specielleren  Auseinander- 
setzung fremde  Hülfe  in  Anspruch  nehmen  musste,  hat  mich  etwas 
in  Erstaunen  gesetzt.  Die  daran  geknüpfte  Bemerkung  verstehe 
ich  aber  nicht,  da  mein  ürtheil  über  sein  Buch  sich  nicht  sowohl 
auf  die  späteren  Zusätze,  als  auf  die  ursprüngliche  Anlage  dessel- 
ben bezieht,  und  die  Zusätze  vielmehr  bewirkt  haben,  dass  ich 
meine  Absicht,  eine  Entgegnung  zu  schreiben,  aufgegeben  habe. 
Sollten  aber  wirklich  in  den  von  Rankine  herrührenden  Zusätzen 
noch  Differenzpuncte  vorkommen,  so  wird  Hr.  Tait,  wie  ich  denke, 
für  das,  was  er  unter  seinem  Namen  veröffentlicht  hat ,  auch  wohl 
die  Verantwortung  übernehmen. 

Ganz  besonders  auffällig  ist  mir  aber  ein  Punct  gewesen,  näm- 
lich dass  Hr.  Tait  in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  seines  Bu- 
ches (S.  XV)  sagt,  er  habe  selbst  in  der  ersten  Auflage  einige  für 
mich  günstige  Stellen  hinzugefügt,  welche  er  in  der  zweiten  Auf- 
lage, als  ununterstützt  durch  den  Augenschein,  wieder  habe  zu- 
rückziehen müssen  (which  I  have  now  been  ohliged  to  retract  as 
unsupported  by  evidence).  Ich  war  gespannt  darauf,  diese  Stellen 
kennen  zu  lernen.  Ausser  einigen  Stellen,  welche  den  von  mir  ein- 
geführten Ausdruck  Entropie  enthielten,  der  in  der  ersten  Auf- 
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läge  excellent  term  und  excellent  tvord  genannt  und  vielfach  ange- 
wandt war,  in  der  zweiten  Auflage  aber  beseitigt  ist,  handelt  es 
sich,  soviel  ich  habe  finden  können,  vorzugsweise  um  folgende 
Stelle,  welche  in  der  ersten  Auflage  auf  S.  29  steht  rt^td  the 
grand  paint  of  Clausius^  work  is  his  proof  that  CarnoVs  prin- 
cipie  of  reversibüity  still  holds^  ihough  on  other  grounds  than  those 
from  which  Carnot  deduced  ist.  This  was  a  step  of  the  tUmost  im- 
portance  to  thermodynamicSy  and  sufficient  (had  he  done  no  more)  to 
entitle  him  to  a  foremost  place  in  the  history  of  the  subject^  Diese 
Stelle  ist  in  der  neuen  Auflage  fortgelassen« 

Also  im  Jahre  1868,  wo  die  hierbei  in  Betracht  kommenden 
Abhandlungen  schon  fast  zwei  Decennien  alt  waren,  und  die  mei- 
nigen nicht  nur  deutsch,  sondern  auch  in  englischer  Uebersetzung 
vorgelegen  hatten,  wo  Hr.  Tait  daher  die  reichlichste  Gelegenheit 
zu  ihrer  Prüfung  und  Vergleichung  gehabt  hatte,  und  bei  seinem 
speciellen  Interesse  für  die  Geschichte  der  mechanischen  Wärme- 
theorie über  diesen  ihre  ersten  Grundlagen  betreffenden  Punct 
längst  im  Klaren  sein  musste,  hatte  er  es  für  recht  gehalten,  die- 
sen Satz  zu  schreiben,  und  im  Jahre  1877,  wo  zu  den  wissenschaft- 
lichen Documenten  nichts  Neues  hinzugekommen  ist,  wo  aber 
unser  persönliches  Verhaltniss  sich  geändert  hat,  hält  er  es  für 
angemessen,  ihn  wieder  zurückzuziehen,  ohne  zur  Erklärung  etwas 
anderes  zu  sagen,  als  die  paar  Worte  y^as  unsupported  hy  evidence^. 
Dieses  Verfahren  ist  so  characteristisch,  dass  ich  meinerseits  mich 
jeden  Gommentars  enthalte,  und  es  den  Lesern  überlasse,  selbst 
zubeurtheilen,  welches  Vertrauen  man  hiemach  zu  der  histori- 
schen Unparteilichkeit  des  Autors  haben  kann. 


§.  8.    Ansichten  von  W.  Thomson  und  F.  Kohlrausch  über 

thermoelectrische  Erscheinungen. 

lieber  das  Verhalten  der  Stoffe,  und  zwar  speciell  der  Me- 
talle, in  thermoelectrischer  Beziehung  sind  mehrere  sehr  werth- 
voUe  Arbeiten  von  W.  Thomson  veröffentlicht,  welche  theils  theo- 
retischer, theils  experimenteller  Natur  sind.  Eine  erste  kurze 
Notiz  war  schon  vor  meiner  im  Jahre  1853  publicirten  Abhand- 
lung, deren  Inhalt  in  Abschnitt  VU.  wiedergegeben  ist,  veröffent- 
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licht  1).  Die  grösseren  Abhandlungen  dagegen ,  welche  die  Ent- 
wickelung  der  Theorie  und  die  Mittheilung  ausgedehnter  Versuchs- 
reihen enthalten,  erschienen  etwas  später,  nämlich  in  den  Jahren 
1854  und  1856  ^).  Durch  die  experimentellen  Untersuchungen  ist 
eine  Reihe  wichtiger,  früher  nur  theilweise  und  unvollständig  be- 
kannter Thatsachen  über  das  thermoelectrische  Verhalten  der 
Metalle  festgestellt  und  ins  Einzelne  verfolgt,  und  der  grosse  Werth 
dieser  Untersuchungen  kann  natürlich  durch  etwaige  Meinungs- 
verschiedenheiten über  die  Ursachen  der  betreffenden  Erscheinun- 
gen in  keiner  Weise  beeinträchtigt  werden.  Was  aber  die  theo- 
retischen Betrachtungen  anbetrifft,  so  muss  ich  gestehen ,  dass  ich 
mit  einigen  derselben  nicht  übereinstimmen  kann. 

Bei  der  Betrachtung  der  thennoelectrischen  Erscheinungen 
handelt  es  sich  zunächst  um  die  Entstehung  des  thennoelectri- 
schen Stromes,  und  in  dieser  Beziehung  kann  man  zweierlei  unter- 
scheiden, erstens  den  regulären  Vorgang,  welcher  so  stattfindet, 
dass  bei  einer  aus  zwei  Metallen  oder  sonstigen  Leitern  erster 
Glasse  gebildeten  Kette  durch  eine  Temperaturdifferenz  der  beiden 
Verbindungsstellen  ein  electrischer  Strom  veranlasst  wird,  dessen 
Stärke  mit  der  Grösse  der  Temperaturdifferenz  gleichmässig  wächst, 
und  zweitens  die  Abweichungen  von  diesem  regulären  Vorgange, 
welche  bei  manchen  Metallverbindungen,  besonders  bei  der  Eisen- 
kupferkette vorkommen,  und  darin  bestehen,  dass  der  Strom  mit 
wachsender  Temperaturdifferenz  nicht  immer  zunimmt,  sondern 
von  einer  gewissen  Höhe  der  einen  Temperatur  an  wieder  abnimmt 
und  bei  sehr  grosser  Höhe  sogar  die  entgegengesetzte  Richtung 
annehmen  kann. 

Zugleich  ist  mit  der  Entstehung  des  thennoelectrischen  Stro- 
mes die  Erscheinung  verbunden,  dass  ausser  derjenigen  Wärme- 
erzeugung, welche  in  der  ganzen  Kette  bei  der  Ueberwindung  des 
Leitungswiderstandes  stattfindet  und  dem  Quadrate  der  Strom- 
stärke proportional  ist,  noch  an  gewissen  Stelleji  ein  Verschwinden 
und  an  anderen  ein  Hervortretet  von  Wärme  stattfindet,  wobei  die 
betreffenden  Wärmemengen  der  Stromstärke  einfach  proportional 
sind.  Wenn  man  es  nur  mij;  dem  regulären  Vorgange  zu  thun  hat,  so 


1)  Proc.  of  the  Edinh.  B.  Soc,  Dec.  1851  und  Phil  Mag.  8er.  IV, 
Vol.  III,  1852, 

2)  Tranaactions  of  the  Edenb.  B,  Soc.  for  1654  und  Phil,  Trans,  for 
1856.    Fortgesetzt  in  Phil.  Trans,  for  1875. 
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brancht  man  ein  solches  Verschwinden  und  Hervortreten  you 
Wärme  nur  an  den  Verbindungsstellen  verschiedener  Stoffe  an- 
zunehmen, und  es  ist  dann  diejenige  Erscheinung,  vrelche  man  die 
Peltier'sche  zu  nennen  pflegt  Wenn  dagegen  auch  die  oben  er- 
v^ähnten  Abweichungen  vom  regulären  Vorgange  vorkommen,  so 
muss  man  annehmen,  dass  auch  im  Innern  der  einzelnen  Metalle 
an  verschiedenen  Stellen  dieses  der  Stromstärke  proportionale  Ver- 
schwinden und  Hervortreten  von  Wärme  stattfindet 

Die  Theorie  von  Thomson  bezieht  sich  nun  vorzugsweise  auf 
das  zuletzt  erwähnte  Verschwinden  und  Hervortreten  von  Wärme 
im  Innern  der  einzelnen  Metalle.  Dieses  sucht  er  auf  eine  eigen- 
thümliche  Wirkung  der  Electricität  zurückzuiuhren ,  welche  er 
dadurch  ausdrückt,  dass  er  sagt,  die  Electricität  führe  beim 
Strömen  durch  einen  ungleich  erwärmten  Leiter  Wärme 
mit  sich  (carries  heat  wüh  ü).  Speciell  über  Eisen  und  Kupfer 
spricht  er  sich  so  aus^):  Harzelectricität  führt  Wärme  mit 
sich  in  einem  ungleich  erwärmten  Leiter  von  Eisen  und 
Glaselectricität  führt  Wärme  mit  sich  in  einem  ungleich 
erwärmten  Leiter  von  Kupfer.  Unter  dem  hierbei  angewand- 
ten Ausdrucke  des  Mitsichführens  von  Wärme  in  einem  ungleich- 
erwärmten Leiter  soll  etwas  verstanden  werden,  was  man,  wie  ich 
glaube,  ohne  besondere  Erklärung  nicht  leicht  darunter  verstehen 
würde,  nämlich  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Electricität  tou  wärmeren 
zu  kälteren  Stellen  des  Leiters  strömt,  Wärme  in  dem  Leiter  ent- 
wickelt, und  umgekehrt,  wenn  die  Electricität  von  kalt  zu  waim 
strömt,  dem  Leiter  Wärme  entzogen  wird. 

In  Verbindung  mit  dieser  Ansicht  führt  Thomson  eine  neue 
Grösse  ein,  welche  er  die  specifische  Wärme  der  Electricität 
nennt  und  folgendermaassen  definirt  >) :  Wenn  in  einem  MetaUe 
ein  Strom  von  der  unendlich  kleinen  Intensität  y  von  einer  Stelle, 
deren  Temperatur  t  -^  dt  ist,  zu  einer  Stelle,  deren  Temperatur 
t  ist,  geht,  und  er  zwischen  diesen  beiden  Stellen  während  der 
Zeiteinheit  die  Wärmemenge  yödt  entwickelt,  so  ist  6  die  spe- 
cifische Wärme  der  Electricität  in  diesem  Metalle.  Die  so  defi- 
nirte  specifische  Wärme  der  Electricität  hat  nach  Thomson  in 
verschiedenen  Metallen  verschiedene  Werthe  und  selbst  verschie- 
dene Vorzeichen.    Den  oben  angeführten  Aussprüchen  nach  muss 


1)  Transactions  of  the  Edinh,  E.  Soc.  Vol.  XXI,  p.  143. 
«)  A.  a.  0.  S.  133. 
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man  beim  Kupfer  die  speciiische  Wärme  der  Glaselectricität  als 
positiv  annehmen,  und  beim  Eisen  muss  man  die  specifiscbe  Wärme 
der  Har;selectricität  als  positiv,  und  demgemäss  die  specifiscbe 
Wärme  der  Glaselectricität  als  negativ  annehmen. 

Ich  weiss  nicht,  ob  diese  Aussprüche  und  Definitionen  nur 
dazu  dienen  sollen,  das  Verhalten  der  verschiedenen  Metalle  in 
Bezug  auf  das  in  ihnen  während  eines  electrischen  Stromes  statt- 
findende Verschwinden  und  Hervortreten  von  Wärme  in  bequemer 
und  einheitlicher  Weise  auszudrücken,  oder  ob  sie  eine  wirkliche 
Erklärung  der  Erscheinungen  enthalten  sollen.  Im  letzteren 
Falle  müsste  ich  sagen,  dass  ich  nicht  im  Stande  bin,  eine  mir 
physikalisch  annehmbar  scheinende  Vorstellung  mit  dieser  Erklä- 
rung zu  verbinden. 

Auch  würde  dann  das  an  den  Berührungsstellen  verschiedener 
Stoffe  stattfindende  Verschwinden  und  Hervortreten  von  Wärme, 
also  das  Peltier'sche  Phänomen,  eine  Erscheinung  von  ganz 
anderer  Art  sein,  als  das  Verschwinden  und  Hervortreten  von 
Wärme  im  Innern  eines  Metalles,  und  es  würde  dafür  noch  eine 
besondere  Erklärung  nöthig  sein. 

Was  endlich  die  Entstehung  des  thermoelectrischen  Stromes 
anbetrifft,  so  hat  Thomson  von  dieser  meines  Wissens  überhaupt 
keine  Erklärung  gegeben. 

Eine  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  in  Betracht  kommenden 
Erscheinungen  vollständigere  Theorie  ist  in  neuerer  Zeit  von 
F.  Eohlrausch  aufgestellt  i),  welche  ebenfalls  eine  neue  Eigen- 
schaft der  Electricität  und  zugleich  eine  entsprechende  neue 
Eigenschaft  der  Wärme  als  Grundlage  voraussetzt. 

Kohlrausch  nimmt  nämlich  an,  dass  mit  einem  Wärme- 
strome in  bestimmtem,  von  der  Natur  des  Leiters  ab- 
hängigem Maasse  ein  electrischer  Strom  verbunden  sei, 
und  dass  auch  umgekehrt  durch  einen  electrischen  Strom 
die  Wärme  bewegt  werde.  Diese  letztere  von  Kohlrausch 
der  Electricität  zugeschriebene  Eigenschaft,  beim  Strömen  die 
Wärme  mit  zu  bewegen,  ist  aber  anders  zu  verstehen,  als  die 
von  Thomson  angenommene,  welche  er  dadurch  ausdrückt,  dass 
er  sagt,  die  Electricität  führe  Wärme  mit  sich.  Nach  Thomson 
soll  die  betreffende  Wirkung  des  Stromes  auf  die  im  Leiter  vor-'' 


^)    Göttinger  Nachrichten.    Februar    1874   und   Pogg.   Ann.    Bd.   156, 
S.  601. 

Clausius,  mech.  Wftrmetlieorie.   IL  22 
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handene  Wärme  nur  in  einem  ungleich  erwärmten  Leiter  statt- 
finden und  zwar  in  entgegengesetzter  Weise,  je  nachdem  dieEüectri- 
cität  von  warm  zu  kalt  oder  von  kalt  zu  wann  strömt,  indem  im 
einen  Falle  Wärme  entwickelt,  im  anderen  Falle  Wärme  absorbirt 
wird.  Die  von  Eohlrausch  angenommene  Wirkung  dagegen  soll 
auch  im  gleichmässig  erwärmten  Leiter  stattfinden,  und  ein  Gegen- 
satz der  zuletzt  erwähnten  Art  kommt  bei  ihr  nicht  vor. 

Kohlrausch  erklärt  aus  den  von  ihm  angenommenen  Eigen- 
schaften der  Wärme  und  der  Electricität  die  Entstehung  des 
thermoelectrischen  Stromes  und  das  Verschwinden  und  Hervor- 
treten Yon  Wärme  an  den  Verbindungsstellen  verschiedener  Metalle, 
und  zeigt  femer,  wie  man  unter  Zuhülfenahme  einer  besonderen 
Hypothese  auch  das  Verschwinden  und  Hervortreten  von  Wärme 
im  Innern  eines  einzelnen  Metalles  erklären  kann.  Dessenunge- 
achtet kann  ich  ihr  nicht  zustimmen,  weil  sie  fiir  die  einzelnen  zu 
erklärenden  Erscheinungen  eben  so  viele  ganz  neue  Eigenschaften 
der  Wärme  und  Electricität  annimmt,  von  denen  die  eine,  dass 
die  Wärme  bei  dem  durch  Leitung  stattfindenden  Uebergange  von 
warmen  zu  kalten  Stellen  eine  Arbeit  leisten  könne,  den  sonstigen 
Annahmen  der  mechanischen  Wärmetheorie  widerspricht,  während 
meine  Theorie  sich  nur  an  die  auch  sonst  in  der  mechanischen 
Wärmetheorie  gemachten  Annahmen  übe^  die  Umstände,  unter 
welchen  die  Wärme  Arbeit  leisten  kann,  anschliesst. 

Zugleich  muss  ich  daran  erinnern,  dass  ich  den  Einwand, 
welchen  Kohlrausch  gegen  meine  Theorie  gemacht  hat,  und  um 
dessentwillen  er  gemeint  hat,  sich  gegen  dieselbe  erklären  zu 
müssen,  schon  im  zweiten  Paragraphen  dieses  Abschnittes  wider- 
legt habe.  Ich  habe  daher  keinen  Grund,  meine  Theorie,  welche 
ebenfalls,  wenn  sie  in  der  von  mir  gleich  anfangs  angedeuteten 
und  später  von  Budde  zur  Ausfuhrung  gebrachten  Weise  erweitert 
wird,  von  allen  beobachteten  Erscheinungen  Rechenschaft  giebt,  zu 
verlassen. 


§.  9.     Einwände  von  Zöllner  gegen  die  im  Abschnitt  IX, 
enthaltenen  electrodynamischen  Betrachtungen. 

Gegen  die  im  Abschnitt  IX.  enthaltenen  electrodynamischen 
Betrachtungen,  welche  zur  Aufstellung  des  neuen  electrodynami- 
schen Grundgesetzes  gefuhrt  haben,  sind  von  Zöllner  verschiedene 
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Einwände  erhoben  i),  von  welchen  die  wichtigsten  hier  besprochen 
werden  mögen. 

Ich  habe  dort  gezeigt,  dass  das  Web  er' sehe  Grundgesetz, 
wenn  es  mit  der  Annahme  in  Verbindung  gebracht  wird,  dass  im 
galvanischen  Strome  nur  Eine  Electricität  sich  bewege,  zu  einer 
Yon  einem  geschlossenen,  ruhenden  und  constanten  Strome  auf 
ruhende  Electricität  ausgeübten  Kraft  führe,  welche  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  beobachtet  wird.  Zöllner  erkennt  nun  zwar  die 
betreffenden  Gleichungen,  welche  dort  abgeleitet  sind,  und  welche 
auch  schon  früher  von  Riecke  aufgestellt  waren,  als  richtig  an, 
meint  aber,  die  durch  dieselben  bestimmte  Kraft  sei  so  klein,  dass 
sie  sich  der  Beobachtung  entziehe. 

Die  a;-Gomponente  dieser  Kraft  wird  bestimmt  durch  die  im 
Abschnitt  IX.  unter  (4)  angeführte  Gleichung,  nämlich : 

Eine  characteristische  Eigenthümlichkeit  der  hier  für  X  gegebenen 

ds 
Formel  ist  die,    dass   der  Differentialcoefficient  -tt-,  welcher  die 

Bewegungsgeschwindigkeit  darstellt,  nicht  blos  in  der  ersten  Potenz, 
sondern  quadratisch  in  ihr  als  Factor  vorkommt.     Daraus  folgt, 

dass,  wenn  die  Stromstärke,  d.  h.  die  durch  das  Product  h'  -rr 

dt 

ausgedrückte  während  einer  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt 
fliessende  Electricitätsmenge ,  gegeben  ist,  der  Werth  der  Formel 
noch  wesentlich  davon  abhängt,  wie  man  den  Strom  auffasst,  ob 
man  der  strömenden  Electricitätsmenge  einen  sehr  grossen  und 
ihrer  Geschwindigkeit  einen  geringen  Werth  zuschreibt,  oder  ob 
man  die  Electricitätsmenge  als  geringer  und  dafür  die  Geschwin- 
digkeit als  grösser  annimmt. 

Zöllner  stützt  seine  Betrachtungen  auf  die  bekannten  Unter- 
suchungen von  R.  Kohlrausch  und  Weber  über  die  Zurückführung 
der  Stromintensitätsmessungen  auf  mechanisches  Maass^),  aus 
welchen  die  Verf.  unter  andern  den  Schluss  gezogen  haben  (S.  281), 
dass  in  electrolytischen  Leitern  die  Strömungsgeschwindigkeit  so 
klein  sei,  dass  man  bei  gewissen  Annahmen  über  die  Stromstärke 
und  den  Querschnitt  des  Leiters  nur  eine  Fortbewegung  um  y^  mm 


1)    Pogg.  Ann.  Bd.  160,  S.  514  und  Wied.  Ann.  Bd.  2,  S.  604. 
3)    Abh.  d.  k.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  III,  S.  221. 
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in  der  Secunde  erhalte.  Diesen  Werth  der  Geschwindigkeit  wendet 
Zöllner  an  und  gelangt  dadurch  für  X  zu  einem  seiner  Kleinheit 
wegen  der  Beobachtung  nicht  mehr  zugänglichen  Werthe.  Hier- 
gegen sind  aber  sehr  erhebliche  Einwände  zu  machen. 

Betrachten  wir  zunächst  nur  die  electrolytischen  Leiter,  so 
bezieht  sich  der  obige  Schluss  von  Weber  und  Eohlrausch  aul 
die  mittlere  Geschwindigkeit  aller  im  Electrolyten  ent- 
haltenen Theilmolecüle,  also  auf  diejenige  Geschwindigkeit, 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  sich  dächte,  dass  alle  in 
dem  Electrolyten  enthaltenen  positiven  und  negativen  Theilmolecüle 
sich  in  gleicher  Weise  nach  den  beiden  entgegengesetzten  Rich- 
tungen bewegten.  Macht  man  dagegen  die,  meiner  Ansicht  nach, 
viel  wahrscheinlichere  Annahme,  dass  nur  verhaltnissmässig  wenige 
Theilmolecüle  die  betreffende  Bewegung,  durch  welche  die  Electri- 
cität  übertragen  wird,  ausführen,  und  dass  diese  dafür  um  so 
grössere  Geschwindigkeiten  haben,  so  erhalt  man  dadurch  für 
unsere  vom  Quadrate  der  Geschwindigkeit  abhängende  Grösse  X 
natürlich  entsprechend  grössere  Werthe. 

Betrachten  wir  femer  statt  der  Electrolyten  metallische  Leiter, 
so  tritt  bei  diesen  der  neue  Umstand  hinzu,  dass  nicht  die  Molecüle 
selbst  mit  den  ganzen  an  ihnen  haftenden  Electricitätsmengen  sich 
fortbewegen,   sondern    dass   ein  Uebergang  von  Electricität  von 
I  Molecül  zu  Molecül  stattfindet.    Dabei  ist  nun  nicht  wohl  anzu- 

nehmen, dass  die  ganze  einem  Molecüle  angehörende  Electricitäts- 
menge  dieses  verlasse  und  zu  dem  nächsten  Molecüle  übergehe, 
sondern  es  ist  viel  wahrscheinlicher,  dass  verhaltnissmässig  sehr 
kleine  Theile  der  ganzen  Electricitätsmengen  übergehen,  wodurch 
man  dann  zu  sehr  viel  grösseren  Geschwindigkeiten  gelangt 

Wenn  man  daher  auch,  wie  Weber  und  Kohlrausch  ganz  rich- 
tig hervorheben,  nicht  daran  denken  darf,  die  ungeheure,  nach  Tau- 
senden von  Meilen  zählende  Geschwindigkeit,  welche  Wh eats tone 
und  andere  Forscher  für  die  Fortpflanzung  der  electrischen  Wir- 
kung gefunden  haben,  als  die  Bewegungsgeschwindigkeit  der  Elec- 
tricität selbst  zu  betrachten,  so  darf  man  andererseits,  meiner 
Ueberzeugung  nach,  auch  jenen  kleinen  Werth  von  y,  mm,  welchen 
Weber  und  Kohlrausch  für  eine  gewisse  mittlere  Geschwindig- 
keit berechnet  haben,  nicht  auf  die  wirkliche  Bewegungsgeschwin- 
digkeit der  Electricität  anwenden,  besonders  wenn  es  sich  um 
metallische  Leiter   handelt     In  diesen   ist  die  Geschwindigkeit 
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wahrscheinlich  in  sehr  hohen^  Maasse  grösser,  wodurch  dann  die 
Zöllner^ sehe  Beweisführung  vollkommen  hinfällig  wird. 

Noch  viel  ungünstiger  für  die  Zöllner^sche  Beweisführung 
gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  statt  der  galvanischen  Ströme 
Magnete  betrachtet.  Bei  diesen  gelangt  man  zu  einem  Resultate, 
welches  dem  Zolin er^schen  gerade  entgegengesetzt  ist 

Zunächst  möge  bemerkt  werden,  dass  bei  den  Molecular- 
strömen,  aus  welchen  man  nach  Ampere  den  Magnetismus  erklärt, 
die  von  Weber  augenommene  Doppelströmung  noch  unwahr- 
scheinlicher isty  als  bei  galvanischen  Strömen  in  festen  Leitern. 
Wenn  man  sich  denkt,  dass  die  positive  Electricität  sich  um  einen 
negativ  electrischen  Kern  wirbelartig  herumbewege,  so  ist  das  eine 
den  sonst  vorkommenden  mechanischen  Vorgängen  ganz  entspre- 
chende Vorstellung.  Dass  aber  zwei  verschiedene  Fluida  sich  um 
denselben  Mittelpunct  fort  und  fort  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen bewegen  sollten ,  scheint  mir  fast  undenkbar. 

Auch  Weber  selbst,  welcher  früher,  um  die  moleculare  Doppel- 
strömung wenigstens  als  möglich  erscheinen  zu  lassen,  davon  ge- 
sprochen hatte,  dass  vielleicht  das  eine  Fluidum  eine  engere  Kreis- 
bahn und  das  andere  Fluidum  eine  weitere  Ereisbi^hn  um  das 
Molecül  beschreibe,  hat  sich  in  neuerer  Zeit  von  den  Ampere'- 
schen  Molecularströmen  eine  andere  Vorstellung  gebildet,  welche 
mit  der  vorher  erwähnten,  den  sonstigen  mechanischen  Vor- 
gängen entsprechenden  Vorstellung  ganz  übereinstimmt  Weber 
nimmt  nämlich  an  i),  dass  zu  einem  ponderablen  Atom  ein  positives 
und  ein  ebenso  grosses  negatives  Electricitätstheilchen  gehöre. 
Bei  der  Betrachtung  der  Bewegung  der  beiden  Electricitätstheilchen 
um  einander  spricht  er  davon,  dass  das  Verhältniss  beider  Theilchen 
in  Beziehung  auf  TheUnahme  an  der  Bewegung  von  dem  Verhält- 
niss ihrer  Massen  abhänge,  und  dass  man,  wenn  an  einem  Electri- 
citätstheilchen ein  ponderables  Atom  hafte,  die  Masse  desselben 
mit  zu  der  des  Electricitätstheilchens  zu  rechnen  habe.  Nachdem 
er  dann  das  positive  Electricitätstheilchen  mit  -|-  e  und  das  nega- 
tive mit  —  e  bezeichnet  hat,  sagt  er  wörtlich  weiter:  „Nur  an 
diesem  letztem  hafte  ein  ponderables  Atom,  wodurch  seine  Masse 
so  vergrössert  werde,  dass  die  Masse  des  positiven  Theilchens 
dagegen  als  verschwindend  betrachtet  werden  dürfe.    Das  Theil- 


1)    Electrodynamische    MaaBsbeBtimmungen,    insbesondere     über     das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie.    Leipzig  1871,  S.  41. 
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eben  —  e  wird  dann  als  ruhend,  und  blos  das  Theilchen  -(-  c  als 
in  Bewegung  um  das  Theilchen  —  e  herum  befindlich  betrachtet 
werden  können.'^ 

Bei  dieser  Vorstellung  kommt  die  sonst  von  Weber  ange- 
nommene Doppelströmung  nicht  vor,  sondern  nur  eine  emfache 
Herumbewegung  der  positiven  Electricität  um  einen  negativ  elec- 
trischen  Kern,  für  welche  Art  von  Bewegung  aus  dem  Weber'schen 
Grundgesetze  die  oben  angeführte  Gleichung  folgt  Wenn  sich 
nun  weiter  nachweisen  lässt,  dass  die  durch  diese  Gleichung  be- 
stimmte Kraft  so  gross  ist,  dass  sie  sich,  wenn  sie  vorhanden  wäre, 
der  Beobachtung  nicht  entziehen  könnte,  ^  so  muss  man  aus  dem 
Umstände,  dass  diese  Kraft  in  der  WirkUchkeit  nicht  beobachtet 
wird,  schliessen,  dass  das  von  Weber  aufgestellte  Grundgesetz  bei 
der  von  ihm  selbst  in  den  Molecularströmen  angenommenen  Be- 
wegungsart zu  einem  Widerspruche  mit  der  Erfahrung  führt. 

Nun  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  schon  die  gewöhnUche 
electrodynamische  Gesammtwirkung  der  Molecularströme  eines 
Magnetes  so  gross  ist,  dass,  wenn  man  einen  einigermaassen  star- 
ken Magnet  durch  ein  ihn  äusserUch  umgebendes  Solenoid  von 
gleich  grosser  electrodynamischer  Wirkung  ersetzen  wollte,  man 
in  demselben  einen  sehr  starken  Strom  oder  sehr  viele  Windungen 
anwenden  müsste. 

Zu  diesem  für  den  Magnet  günstigen  Umstände  kommt 
aber  noch  ein  anderer  hinzu ,  welcher  dem  Magnete  ip  Bezug  auf 
die  Kraft,  welche  er  nach  dem  Web  er 'sehen  Grundgesetze  auf 
ruhende  Electricität  ausüben  müsste,  ein  so  grosses  Uebergewicht 
giebt,  dass  selbst  die  stärksten  Ströme  in  Leitern  von  gewöhn- 
lichen Dimensionen  ganz  dagegen  zurücktreten. 

Aus  der  schon  oben  angeführten,  für  die  Kraftcomponente  3E 
geltenden  Formel,  nämUch 

geht  hervor,  dass  die  hier  in  Rede  stehende  Kraft  sich  in  einer 
gewissen  Beziehung  ganz  anders  verhält,  als  die  gewöhnUch  be- 
trachteten electrodynamischen  Kräfte.  Bestimmt  man  nämUch 
für  einen  sehr  kleinen  geschlossenen  Strom,  den  ¥rir  der  Einfach- 
heit wegen  als  kreisförmig  annehmen  wollen,  die  auf  einen  anderen 
kleinen  geschlossenen  Strom  oder  auf  einen  Magnetpol  ausgeübte 
Kraft,  also  die  gewöhnliche  electrodynamische  Kraft,  so  findet  man 
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sie  dem  Flächeninhalte  des  Kreises  proportional.  Bestimmt 
man  aber  nach  der  obigen  Formel  die  vom  Kreisstrome  auf  eine 
ruhende  Electricitätseinheit  ausgeübte  Kraft,  so  findet  man,  dass 
diese  dem  Umfange  des  Kreises  proportional  ist.  Wie  wesentlich 
dieser  Unterschied  ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  folgender  Betrachtung. 

Gonstruirt  man  innerhalb  eines  grossen  Kreises  sehr  yiele 
kleine  Kreise,  welche  so  nahe  neben  einander  liegen ,  dass  sie  den 
Flächeninhalt  des  grossen  Kreises  zum  grössten  Theile  ausfüllen, 
und  denkt  sich  einerseits  den  grossen  Kreis  und  andererseits  alle 
kleinen  Kreise  von  gleich  starken  und  in  gleichem  Sinne  herum- 
gehenden Strömen  umflossen,  so  kann  man  die  von  dem  grossen 
Kreisstrome  ausgeübte  Kraft  mit  der  von  allen  kleinen  Kreis« 
strömen  zusammen  ausgeübten  Kraft  vergleichen.  Thut  man 
dieses  in  Bezug  lauf  die  gewöhnliche  electrodynamische  Kraft,  so 
findet  man,  dass  die  Gesammtkraft  aller  kleinen  Ströme  geringer 
ist,  als  die  Kraft  des  einen  grossen  Stromes,  wie  es  dem  Umstände 
entspricht,  dass  die  von  allen  kleinen  Strömen  umflossenen  Flächen 
zusammen  nicht  so  gross  sind,  als  die  von  dem  einen  grossen 
Strome  umflossene  Fläche.  Stellt  man  die  Vergleichung  dagegen 
in  Bezug  auf  die  Kraft  an,  welche  der  Formel  nach  kuf  ruhende 
Electricität  ausgeübt  wird,  so  findet  man,  dass  die  Kraft  der  vielen 
kleinen  Ströme  die  des  einen  grossen  Stromes  bei  Weitem  über- 
trifft, wie  es  dem  Umstände  entspricht,  dass  die  Bahnlängen  der 
kleinen  Ströme  zusammen  viel  grösser  sind,  als  die  Bahnlänge  des 
einen  grossen  Stromes.  Dieses  Ueberwiegen  der  Gesammtkraft 
der  kleinen  Ströme  über  die  Kraft  des  grossen  Stromes  ist  um  so 
stärker,  je  kleiner  die  ersteren  sind,  und  je  grösser  demgemäss 
ihre  Anzahl  ist. 

Kehren  wir  nun  zur  Betrachtung  eines  Magnetes  zurück  und 
denken  uns  um  denselben  ein  Solenoid  gebildet,  welches  so  viele 
Windungen  und  eine  solche  Stromstärke  hat,  dass  es,  soweit  es 
sich  um  die  gewöhnliche  electrodynamische  Kraft  handelt,  ebenso 
stark  wirkt,  wie  der  Magnet,  also  wie  alle  in  dem  Magnete  ent- 
haltenen Molecularströme  zusammengenommen,  so  findet  in  Bezug 
auf  die  der  obigen  Formel  nach  auf  ruhende  Electricität  ausgeübte 
Kraft  diese  Gleichheit  nicht  statt,  sondern  die  Molecularströme 
übertreffen  das  Solenoid  in  einem  Verhältnisse,  welches  wegen  der 
alle  Vorstellung  übersteigenden  Menge  von  Molecularströmen,  die 
in  einem  Magnete  anzunehmen  sind,  ganz  ungeheuer  gross 
sein  muss. 
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Hieraus  folgt,  dass  selbst  dann,  wenn  man  in  der  Formel  eine 
80  kleine  Geschwindigkeit  der  Electricität,  wie  sie  Zöllner 
annimmt,  in  Rechnung  bringen  wollte,  und  dadurch  für  das  Sole- 
noid  zu  einer  sehr  kleinen  Kraft  gelangte,  man  doch  für  den 
Magnet  umgekehrt  zu  einer  sehr  grossen  Kraft  gelangen  würde. 
Der  Umstand,  dass  eine  solche  }irait  weder  bei  permanenten 
Magneten,  noch  auch  bei  Electromagneten,  bei  denen  man  den 
Magnetismus  plötzlich  entstehen  und  vergehen  lassen  kann,  wahr- 
genommen wird,  kann  also  als  ein  sicherer  Beweis  dafür  angesehen 
werden,  dass  das  Weber'sche  Gesetz  mit  der  Annahme,  dass  in 
den  Moleculai*strömen  eines  Magnetes  nur  die  positive  Electricität 
ströme,  nicht  vereinbar  ist. 

Während  Zöllner  in  den  erwähnten  beiden  Aufsätzen,  aus 
welchen  hier  nur  die  wichtigsten,  rein  sachlichen  Auseinander- 
setzungen hervorgehoben  sind,  mein  Grundgesetz  entschieden  und 
mit  einer  gewissen  Heftigkeit  bekämpft,  kommt  andererseits  eine 
Stelle  vor,  in  welcher  er  zu  zeigen  sucht,  dass  mein  Grundgesetz 
eigentlich  gar  nicht  neu  sei,  sondern  im  Wesentlichen  mit  dem 
Weber 'sehen  übereinstimme,  indem  meine  Potentialformel  durch 
einige  „rationelle  Vereinfachungen"  auf  die  Weber'sche  zurück- 
geführt werden  könne. 

In  dieser  Beziehung  brauche  ich  nur  auf  die  im  ersten  Para- 
graphen des  vorigen  Abschnittes  (S.  283)  enthaltene  Zusammen- 
stellung der  von  Weber,  Riemann  und  mir  aufgestellten  Poten- 
tialformeln zu  verweisen.  Ein  blosser  Blick  auf  die  drei  dort  unter 
(2  a) ,  (3)  und  (4)  gegebenen  Formeln  genügt ,  um  zu  erkennen, 
dass  sie  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  und  dass  die 
Operationen,  welche  Zöllner  rationelle  Vereinfachungen 
nennt,  und  durch  welche  er  meine  Formel  auf  die  Weber'sche 
zurückführt,  vielmehr  als  vollständige  principielle  Umän- 
derungen meiner  Formel  zu  bezeichnen  sind. 


§.  10.    Einwände  von  W.  Weber. 

In  der  in  neuester  Zeit  erschienenen  zweiten  Abtheilung  des 
zweiten  Bandes  von  Zöllner's  wissenschaftlichen  Abhandlungen 
ist  noch  ein  weiterer  Einwand  gegen  mein  electrodynamisches 
Grundgesetz  geltend  gemacht.  Zöllner  sagt  dabei,  dass  er  die 
betreffende  Untersuchung  der  Güte   Wilhelm   Weber's  ver- 
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daiike,  mit  dessen  Einwilligung  ihre  Publication  an  dieser  Stelle 
stattfinde.  Zugleich  theilt  Zöllner  dabei  mit,  dass  auch  ein 
Nachtrag,  welchen  er  seiner  früheren  Abhandlung  hinzugefügt 
hatte,  und  welcher  ebenfalls  einen  Einwand  gegen  mein  Grund- 
gesetz enthielt,  von  Weber  herstamme. 

unter  diesen  Umständen  muss  den  betreflTenden  Einwänden 
ein  ganz  besonderes  Gewicht  beigelegt  werden,  und  wir  wollen  sie 
daher  hier  näher  betrachten.  Zunächst  wollen  wir  unsere  Auf- 
merksamkeit auf  den  erwähnten  Nachtrag  zu  der  früheren  Ab- 
handlung richten. 

Derselbe  lautet  wörtlich  folgendermaassen: 
„ülausius  bezeichnet  in  seiner  Potentialformel: 

—  (1  +  livv'  cose) 

mit  V  und  v'  die  absoluten  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  e 
und  e'  und  mit  s  den  Winkel  ihrer  Richtungen.  Jene  Geschwin- 
digkeiten lassen  sich  zerlegen  in  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
M,  welche  den  Winkel  s  =  n  mit  einander  bilden,  und  in  zwei 
gleiche  und  gleichgerichtete  tc?,  welche  den  Winkel  b  =  o 
mit  einander  bilden.    Ist  t*  =  o,  so  ist  v  =  v'  =  le;  und  cos  s  = 

4"  1 ;  folglich  ist  das  Potential  =  —  (1  -^  Jcw^)-    Ist  tc?  =  o,  .so 

T 

ist  V  =  i/  =  u   und   cos  6    —   —    1 ;     folglich    das    Potential 

=  —  (1  —  fct*2)'     Der  erstere  Fall   findet  statt  bei  zwei  auf 

der  Erde  in  Ruhe  befindlichen  Theilchen,  die  sich  mit  der  Erde 
im  Weltenraume  fortbewegen.  Für  solche  Theilchen  ist  das  Gesetz 
der  Electrostatik  experimentell  begründet  worden,  wonach 

ihr  Potential  =  —  ist,  womit   das  Clausius'sche   Gesetz  im 

r 

Widerspruch  steht.  Im  letzteren  Falle  ist  die  relative  Geschwin- 
digkeit beider  Theilchen  =  2  w,  und  es  ergiebt  sich  daraus  das 
Clausius'sche   Gesetz  in   vollkommener   Uebereinstimmung 

mit    dem  Weber'schen,    wenn    die   Clausius'sche    Constante 

4 
&  = -g-  gesetzt  wird.     Nach  Verbesserung  des  Clausius' sehen 

Gesetzes,  dem  Grundgesetze  der  Electrostatik  gemäss,  wird 
daher  aus  dem  Clausius'schen  Gesetze  das  Weber'sche  ak 
allgemeines  Gesetz  erhalten,^ 
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Auf  die  hierin  enthaltenen  Aaseinandersetzungen  ist  zweierlei 
zu  entgegnen. 

Erstens  wird  der  Umstand  erwähnt,  dass  zwei  auf  der  Ebrde 
in  Ruhe  befindliche  Electricitätstheilchen  sich  mit  der  Erde  im 
Weltenraume  fortbewegen  und  daher  gleiche  und  gleichgerichtete 
Geschwindigkeiten  haben,  deren  Grösse  Weber  mit  w  bezeichnet 

Für  diesen  Fall  giebt  mein  Gesetz  die  Potentialformel  —  ( 1  -h  ^ti?*), 

und  Weber  sagt  nun,  dieses  stehe  mit  dem  experimentell  begrün- 
deten Gesetze  der  Electrostatik  im  Widerspruche,  nach  welchem 

das  Potential  gleich  —  sei. 

Betrachtet  man  aber  die  Sache  etwas  näher,  so  sieht  man 
diesen  scheinbaren  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  vollständig 
verschwinden.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Coordinaten  der  beiden 
in  relativer  Ruhe  zur  Erde  befindlichen  Electricitätstheilchen  e  und 
e'  in  Bezug  auf  ein  im  Räume  festes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  mit  a;,  y,  z  und  a/,  y',  xr*,  so  erhält  man  aus  meiner  Poten- 

tialformel  —  (1  +  A;t(;*),  in  welcher  man  die  Geschwindigkeit  w 

des  betreffenden  Punctes  der  Erde  für  die  experimentelle  Unter- 
suchung als  geradlinig  und  constant  ansehen  kann,  für  die  Com- 
ponenten  der  Kraft,  welche  e  von  e'  erleidet,  folgende  Ausdrücke : 

öl  ai  öL 

-ee'^(l-fc«;»)-,  _ee'^(l-ÄM;»);  ^eif^{\—hw% 

während  man  aus  der  electrostatischen  Potentialformel  —  die  fol- 

r 

genden  Ausdrücke  erhalten  würde : 

ai  al  ai 

T  T  T 

9a;'  dy  de 

Die  für  die  beiden  Fälle  geltenden  Ausdrücke  unterscheiden 
sich  also  nur  durch  den  Constanten  Factor  1  —  kwK  Dieser  con- 
stante  Factor  hat  auf  die  Formeln  denselben  Einfiuss,  wie  wenn 
die  Maasseinheit,  nach  welcher  die  Electricitätsmengen  e  und  ^ 
gemessen  werden,  ein  wenig  geändert  würde.  Da  wir  nun  aber 
die  Maasseinheit,  nach  welcher  wir  die  Electricität  messen,  nur  aus 
der  von  ihr  ausgeübten  Kraft  entnehmen,  so  können  wir  natürlich 
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eine  in  constanter  Weise  stattfindende  Aendemng  der  Kraft  nicht 
bemerken,  wodurch  jener  Widerspruch  fortfallt. 

Zweitens  sagt  Weber,  wenn  man  wegen  jenes  (vermeintlichen) 
Widerspruches  mit  dem  electrostatischen  Gesetze  meine  Formel 
dadurch  abändere,  dass  man  bei  ihrer  Bildung  die  gleichen  und 
gleichgerichteten  Geschwindigkeiten  w  unberücksichtigt  lasse  und 
nur  die  gleichen  und  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten  u  in 

Betracht  ziehe,  und  ihr  somit  folgende  Gestalt  gebe:  — (1  —  ä;w'), 

so  stimme  diese  Formel  mit  seiner  Potentialformel  überein,  und  es 
werde  daher  nach  dieser  Verbesserung  aus  meinem  Gesetze  das 
seinige  als  allgemeines  Gesetz  erhalten.     Dieses  ist  aber  ein 

Versehen,  denn  die  Formel  —  (1  —fcw')  ist  nicht  die  Weber'sche, 
sondern  die  Riemann^sche  Potentialformel,  da  die  Grösse  2u  nicht 
gleich  -77  ist,  sondern  die  relative  Geschwindigkeit  im  gewöhn- 
lichen Sinne  des  Wortes  darstellt. 

Es  kann  natürlich  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  dieses 
Versehen  nur  durch  eine  zu  flüchtige  Behandlung  des  Gegenstandes 
veranlasst  ist,  und  in  der  That  hat  Weber  selbst  in  seinem  spä- 
teren, von  Zöllner  in  der  zweiten  Abtheilung  des  zweiten  Bandes 
seiner  Abhandlungen  veröffentlichten  Aufsatze  die  Behandlung 
vervollständigt.    Er  sagt  zwar  nicht,  dass  seine  frühere  Behaup- 

tung,  nach  welcher  die  Formel  —  (1  —  fcw^)  mit  seiner  Potential- 

T 

formel  übereinstimmen  soU,  unrichtig  sei,  aber  er  nimmt  doch  mit 
der  gleichen  und  entgegengesetzten  Geschwindigkeit  u  noch  die 
weitere  Zerlegung  vor,  welche  nothwendig  ist,  um  überhaupt  die 

in  seiner  Formel  vorkommende  Grösse  jr  zu  erhalten.    Er  zerlegt 

nämlich  u  in  zwei'Componenten,  deren  eine  in  die  Richtung  der 

Verbindungslinie   der  beiden  Theilchen  fallt,   und   daher  gleich 

1  dr  . 

-  -TT-  ist,  während  die  andere  auf  der  Verbindungslinie  senkrecht 

ist.  Diese  beiden  Componenten  mögen  im  Folgenden  mit  Ui  und 
tia  bezeichnet  werden. 

Nach  dieser  Zerlegung  stellt  Weber  nun  eine  andere  Betrach- 
tung an,  aus  welcher  er  einen  neuen  Einwand  gegen  meine  Poten- 
tialformel ableitet. 
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Er  bildet  nämlich  meine  electrodynamische  Potentialformel 
sowohl  für  die  ganzen  Geschwindigkeiten  v  nnd  i;',  als  anch  für 
die  einzelnen  Componenten  dieser  Geschwindigkeiten,  und  ver- 
gleicht dann  die  letzteren  Ausdrücke  mit  dem  ersten.  Das  auf 
die  ganzen  Geschwindigkeiten  bezügliche  electrodynamische  Poten- 
tial F  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

V  =  k  —  vv'  cos  e. 
r 

Zerlegt  man  die  Geschwindigkeiten  in  je  zwei  Componenten  tv  und 
u  und  bezeichnet  die  auf  sie  bezüglichen  Potentiale  mit  W  und 
U,  so  lauten  die  Gleichungen: 

r  r 

Zerlegt  man  die  Geschwindigkeiten  in  je  drei  Componenten  u;,  Ui 
und  tts  und  bezeichnet  die  auf  sie  bezüglichen  Potentiale  mit  W\ 
üi  und  t/i,  so  lauten  die  Gleichungen: 

T  T  T 

Weber  sagt  nun,  man  müsse  erwarten,  dass  bei  der  ersten 
Zerlegung  die  Summe  W  -]-  U  und  bei  der  zweiten  Zerlegung  die 
Summe  W -\-  Z7i  +  V^  gleich  V  sei;  dieses  sei  aber  nicht  der 
Fall,  denn  die  Grösse  vv'  cose  sei  den  algebraischen  Summen 
t;2  —  n2  und  {;s  «_  11»  __  II a  nicht  gleich,  sondern  werde  durch 
einen  viel  complicirteren  Ausdruck  dargestellt. 

Wenn  dieses  wirklich  richtig  wäre,  so  würde  dadurch  in  der 
That  meine  Potentialformel  unwahrscheinlich  werden.  Bei  näherer 
Betrachtung  findet  man  aber,  dass  es  nicht  richtig  ist,  sondern 
dass  auch  diese  Weber'sche  Behauptung  nur  durch  zu  flüchtige 
Behandlung  des  Gegenstandes  veranlasst  ist,  indem  sie  auf  einem 
einfachen  Rechenfehler  beruht. 

Von  jenen  beiden  algebraischen  Summen  w^  —  t**  und 
w^  —  Ml*  —  m|  brauchen  wir  nur  die  erste  näher  zu  betrachten, 
da  die  zweite  mittelst  der  ganz  selbstverständlichen  Gleichung 
u}  +  ^2  =  **'  *^^f  ^^®  ^^^^  zurückgeführt  werden  kann.  Es  lässt 
sich  nun  sehr  leicht  beweisen,  dass  (entgegen  der  Weber 'sehen  Be- 
hauptung), die  Gleichung: 

(5)  vv'  C0S6  =  w^  —  u^ 

gültig  ist. 


w' 
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Dazu  betrachten  wir  Yon  t;,  i/,  w  und  u  die  in  die  Goordinaten- 

richtUBgen  fallenden  Componenten.    Die  a;-Componenten  der  6e- 

dcc  dsü 

schwindigkeiten  v  und  t;'  sind  -j-  und  -^-    Daraus   folgt,    dass 

die  a;-üomponenten  der  gleichen  und  gleichgerichteten  Geschwin- 
digkeiten w  für  beide  Theilchen   durch  5"  (-57  +  "37-)  ^^^  die 

a;-C!omponenten  der  gleichen  und  entgegengesetzten  Geschwindig- 
keiten u  für  das  erste  und  zweite  Theilchen  resp.  durch 
1   /dx       dx*\  1  /dcif       dx\ 

chende  Ausdrücke  sind  für  die  beiden  anderen  Coordinatenrich- 
tungen  zu  bilden.    Demnach  gelten  für  w  und  u  die  Gleichungen: 

_l\(dx      dj^\-     rdj^      dj\-     (dz^      d^yi 
~  4  l\dt  ^  dtj^\dt^  dtJ^Kdt  ^  dtj  ] 

**  —  4  L\d*      d^y  "^  Vd^     d^;  "^  Vd^     dtj  i 

Durch  Subtraction  der  zweiten  dieser  Gleichungen  von  der  ersten 
erhält  man : 

^  dt   dt  ^  dt   dt  ^  dt   dt' 

und  der  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  ist  gleich 
vv'  cos  Sy  wodurch  die  Gleichung  (5)  bewiesen  ist 

Statt  dieser  sehr  einfachen  Rechnung  macht  Weber  eine 
viel  complicirtere,  von  der  ich  hier  nur  so  viel  anzuführen  brauche, 
wie  nöthig  ist,  um  den  Rechenfehler  nachzuweisen.  Indem  er  den 
Winkel  zwischen  der  ii;-Richtung  und  der  einen  u-Richtung  mit  y 
bezeichnet,  bildet  er  die  Gleichungen: 

t?2  =r  M«  -[-  ic;2  —   2UW  cos  y 

v'^=  u^  -{-  w^  -\-  2uw  cos  y. 

Indem  er  ferner  die  Winkel  zwischen  der  t(;-Richtung  und  den  t?- 
und  i/-Richtungen  mit  a  und  j3  bezeichnet,  bildet  er  die  Glei- 
chungen : 

siw  y  =  —  sxn  a  =  — -  sin  p, 

woraus  folgt: 

(7)  ucosy  =  y  u^  —  v^sin^ot.  =  Y  u^  —  v'^  sin^  ß. 


(6) 
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Nun  sagt  Weber  weiter,  aus  diesen  Gleichungen  resultiren  di 
folgenden: 


(8) 


(  v«  =  w«  -f  t(;2  cos  2  a  (l  ±  V —^  —  stn«  a\ 
!;'«=  w«  +  w^  cos  2  ß{l±  |/^  —  sin^ßX 


und  die  durch  diese  Gleichungen  bestimmten  Werthe  von  v  und  i 

sind  es,  von  welchen  er  meint,  dass  sie  in  meine  Potentialforme 

ee' 
h  —  vt/  coss  einzusetzen  seien,   wodurch  diese  dann  aller  ding 

eine  sehr  complicirte  Form  annehmen  würde. 

In  der  Wirklichkeit  resultiren  aber  aus  den  Gleichungen  (6 
und  (7)  gar  nicht  die  Gleichungen  (8),  sondern  vielmehr  folgend 
Gleichungen: 


(9) 


v«  =  w«  +  ^^  (^^5  2a  ±2  cos  a  W^—  sin^  a\ 
f/»=  ii3  -f  w«  (cos  2ß±2cos  ß    y—^  —  sin^  /jV 


Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich,  wenn  man  noch  eine  gewisse 
zwischen  den  Geschwindigkeiten  u  und  w  und  den  Winkeln  a  und  / 
bestehende  Kelation  mit  berücksichtigt,  die  Gleichung 

vv'  cos  (a'-\-ß)  =  w^  —  u^ 

ableiten,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Summe  der  Winkel  a  unc 
ß  gleich  dem  von  mir  mit  €  bezeichneten  Winkel  ist  Man  gelangl 
also  auch  durch  diese  Entwickelung,  wenn  auch  auf  weitem  Um- 
wege, zu  der  von  Weber  bestrittenen  Gleichung  (5),  wodurcl 
sein  Einwand  fortfallt. 


§.  11.    Untersuchung  von  Lorberg. 

In  der  zu  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  citirten  zweiten 
Abtheilung  des  zweiten  Bandes  von  Zöllner's  wissenschaftliche!] 
Abhandlungen  wird  auch  die  im  84sten  Bande  von  Borchard's 
Journal  veröffentlichte  Abhandlung  von  Lorberg  ^über  das 
electrodynamische  Grundgesetz^  erwähnt  und  dabei  gesagt,  in 
dieser  Abhandlung  werde  die  Unhaltbarkeit  meines  Gesetzes  und 
(unter  selbstverständUchen  Voraussetzungen)  die  Nothwendig- 
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keit  des  Weber'schen  Gesetzes  nachgewiesen.  Was  von  dieser 
Behauptung  zu  halten  ist,  wird  am  besten  aus  einer  näheren  Be- 
trachtung der  von  Lorberg  gewonnenen  Resultate  klar  werden. 

Lorberg  wendet  in  seiner  Abhandlung  zunächst  das  We- 
ber'sche  Grundgesetz  und  mein  Grundgesetz  auf  einige  specielle 
Fälle  an.  Dabei  stellen  sich  natürlich  gewisse  Unterschiede  in 
den  sich  ergebenden  Kräften  heraus,  aber  ijnmer  nur  in  solchen 
Fällen,  in  denen  eine  Entscheidung  über  die  Bichtigkeit  des  einen 
oder  anderen  der  differirenden  Ergebnisse  durch  irgend  welche 
bisher  angestellte  experimentelle  Untersuchungen  nicht  möglich 
ist.  Es  kann  also  gar  keine  Kede  davon  sein,  dass  dadurch  die 
Unhaltbarkeit  meines  Gesetzes  nachgewiesen  sei. 

Femer  macht  Lorberg  eine  ähnliche  Entwickelung,  wie  ich 
sie  gemacht  habe,  indem  er  unter  Zugrundelegung  gewisser  Vor- 
aussetzungen die  mathematische  Form  des  Grundgesetzes  ableitet. 
Diese  Voraussetzungen  sind,  soweit  sie  auf  Erfahrungen  beruhen, 
im  WesentUchen  dieselben,  wie  die  von  mir  gemachten;  aber  eine 
Voraussetzung  ist  noch  hinzugefügt,  welche  meinen  ausdrücklich 
A  ausgesprochenen  Ansichten  widerspricht,  nämlich  die,  dass  die 
/  electrodynamischen  Kräfte  zwischen  zwei  bewegten  Electricitäts- 
theilchen  nur  von  der  relativen  Bewegung  der  Electricitätstheil- 
chen  abhänge,  und  zwar  von  der  relativen  Bewegung  im  Weber'- 
schen Sinne  des  Wortes,  welche  sich  nur  auf  die  gegenseitige  An- 
nähenmg  oder  Entfernung  der  Theilchen  bezieht. 

Ich  habe  von  vom  herein  bei  meinen  Entwickelungen  gesagt, 
dass  sie  sich  dadurch  von  den  früheren  ähnlichen  Entwickelungen 
unterscheiden ,  dass  in  ihnen  nicht  nur  die  relative  Bewegung  son- 
dern auch  die  absoluten  Bewegungen  der  Theilchen  berücksich- 
tigt sind.  Um  zu  zeigen,  wie  dieser  Unterschied  sich  auch  in  den 
Resultaten  äussert,  habe  ich  eine  oben  in  Abschnitt  X.,  §.  1  wieder- 
gegebene Zusammenstellung  der  drei  von  Weber,  Riemann  und 
mir  aufgestellten  Potentialformeln  gemacht,  und  dabei  hervorgeho- 
ben, dass  sie  sich  dadurch  wesentlich  von  einander  unterscheiden, 
dass  die  Weber' sehe  Potentialformel  die  relative  Geschwindig- 
keit im  Weber'schen  Sinne  des  Wortes,  die  Riemann'sche  die 
relative  Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  und 
die  meinige  die  Componenten  der  absoluten  Geschwindigkeiten 
enthält  Wer  also,  wie  Zöllner,  die  Voraussetzung,  dass  die 
electrodynamischen  Kräfte  nur  von  der  relativen  Bewegung  im 
jji.      Weber'schen  Sinne  des  Wortes  abhängen  können,  als  selbst- 
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verständlich  betrachtet,  der  bedarf,  um  zwischen  den  drei  For- 
meln zu  entscheiden,  nicht  noch  erst  weiterer  Untersuchungen, 
sondern  kann  die  Entscheidung  unmittelbar  aus  den  Formeln  selbst 
ablesen.  .^ 

Die  Lorberg'sche  Untersuchung  ist  für  die  Klarstellung  des 
Gegenstandes  insofern  sehr  werthvoU,  als  sie  die  Folgerungen, 
welche  sich  aus  gewissen  Voraussetzungen  ergeben,  schärfer  fest- 
stellt, als  es  bisher  geschehen  war;  aber  im  Widerspruche  mit 
meiner  Untersuchung  kann  sie  gar  nicht  stehen,  weil  sie  eben 
auf  anderen  Voraussetzungen  beruht 

Um  deutlich  erkennen  zu  lassen,  wie  die  Ergebnisse  der  bei- 
den Untersuchungen  sich  zu  einander  verhalten,  wird  es  am  "besten 
sein,  sie  in  möglichst  ähnlichen  Fassungen  neben  einander  zu  stel- 
len.   Das  Ergebniss  der  Lorberg^ sehen  Untersuchung  lässt  sich 
so  aussprechen.    Wenn  man  von  der  Voraussetzung  aus- 
geht, dass  nur  die  relative  Bewegung  im  Weber'schen 
Sinne  des  Wortes  auf  die  electrodynamischen  Kräfte 
Einfluss  haben  könne, so  gelangt  man  zu  demSchlusse, 
dass   das   Weber'ache    Grundgesetz   das  einzig  mög- 
liche sei  und  dass  in  einem  galvanischen  Strome  beide 
Electricitäten  mit  entgegengesetzt  gleicher  Geschwin- 
digkeit fliessen  müssen.    Das  Ergebniss  meiner  Untersuchung 
dagegen  ist  folgendes.   Wenn  man  die  Annahme,  dass  in  den 
galvanischen  Strömen   und  den  sonstigen  electrischen 
Strömen,  für  welche  die  electrodynamischenGesetze  gel- 
ten, beide  Electricitäten  mit   entgegengesetzt  gleicher 
Geschwindigkeit  fliessen,  nicht  machen  will,  so  darf  man 
auch  nicht  annehmen,  dass  nur  die  relative  Bewegung 
(sei  es  im  Weber'schen  oder  im  gewöhnlichen  Sinne  des 
Wortes),   auf  die  electrodynamischen    Kräfte  Einfluss 
habe,   sondern  muss   auch  den   absoluten   Bewegungen 
einen  Einfluss   zuschreiben,  und  gelangt  dann  zu  mei- 
nem Grundgesetze  als  dem  einzig  möglichen. 


